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D PRÉFACE DE L'AUTEUR 


La faveur avec laquelle professeurs et étudiants ont accueilli nos 
… Éléments de Calcul différentiel et de Calcul intégral à été pour nous 
_ une très grande satisfaction. 


Dans ces dernières années, des progrès cons dt bles ont été 


“ 


réalisés dans l'enseignement des éléments de l'Analyse et, dans 
Ÿ : cêtte édition revue de notre ouvrage, nous avons exposé les méthodes 
Ÿ les meilleures ét les plus récentes, parmi celles qui ont été appli- 
$ HAE. avec succès dans nos établissements scolaires modernes. 

* Les traits car actéristiques de la première édition de notre ouvrage, 
qui contribuèrent tant à son utilité et à son succès, ont été conser- 

vés. Quelques coupures ont été faites dans l'introduction, afin d’arri- 
ver plus rapidement è à la véritable matière de l Analyse. 

Comme ce livre est essentiellement destiné à l'ense: ignement, nous 
avons eu constamment présent à 
qui veut que chaque proposition soit rendue évidente pour l'étudiant 
aussi bien par l'intuition que par l'analyse. Le but poursuivi n'est 
pas d' apprendre à à l'étudiant à se fier à son intuition, mais, dans 


_ certains cas, à user de cette.faculté en vue de la recherche analytique. 


dans le texte 7 
Notre ouvragg est basé sur ne méthode des limites. Il se divise en 
MT RS le nns 
deux parties principales : le Calcul différentiel et le Calcul intégral. 
Comme traits caractéristiques de cet ouvrage, nous pouvons appe- 
- ler l'attention: 
» Sur l'effort qui a été fait pour rendre parfaitement clair chaque 
1 nouveau théorème en lui-même et en ce qui concerné son extension 


— à d'autres questions ; 


274739 


l'esprit le principe pédagogique 


De nombreux graphiques, illustrant la théorie, ont été intercalés | 


ne md; 
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PRÉFACE DE L'AUTEUR 


St TÉ grand nombre d'exercices pr oposés el "the soin | avec lequel | 


‘ils ontété gradués ; | ‘2 
Sur le pa d'avoir résumé sous Pre Ft règles les méthodes de 3 


résolution des problèmes. 
Dans la partie consacrée au Calcul at Ja OUR 4 intégra= | 
tion étendue à une surface plane a élé très largement développée: 


himite d’une somme. NE à 
L'existence de la limite e a été nee et sa valeur approximative 
calculée d’ après son g graphique. 


vx 


N 
4 


‘on a insisté longuement sur la notion d” intégration, définie comme à 


l 


Un grand nombre de nouveaux problèmes, avec ou sans réponses, À. 


ont été ajoutés et une collection d'exercices variés se trouve à la fin 


de presque tous les chapitres. À 
Parmi les sujets ajoutés, nous citerons : l'intégration approchée, 


la règle des trapèzes, la règle de la parabole, les trajectoires ortho- 
Ne les centres des ne et des volumes, la pression des 2 


liquides, le travail effectué, etc... : | 


Partout, des problèmes pr tiques faciles on été ajoutés, bob Re 


qui illustrent la théorie en même temps qu'ils présentent de l'intérêt 
pour l'étudiant. Ces exercices ne supposent pas de connaissances 


étendues dans aucune branche particulière de la science ; 1ls sont 


basés sur des connaissances que tous ceux qui étudient : Analyse 


sont supposés avoir généralement. 


Nous avons essayé d'écrire un livre essenuellement moderne de 
pédagogiq ue. Les moyens el les besoins de l'étudiant qui commence. 


l'étude de l Analyse ont élé constamment présents à notre esprit. 


Notre ouv rage content plus de malère qu'iln'est nécessaire pour 


un Cours CNE de cent leçons professé dans nos collèges et 


écoles d'ingénieurs. Les ie ont ainsi le moyen de choisir + 
, 


les sujets qui conviennent \le mieux aux besoins de leurs classes. 
En faisant une sélection appropriée parmi. les sujels qu 11 contient, 
notre ouvrage permel de préparer les étudiants, SOL à un AE 


élémentaire ne sciences appliquées, soi à un {ray ail plus avancé de 


mathématiques pures. | 
William A. CR FR 


Collège de Pensylvanie 


‘ ; Le - "4x 
TE <, ANAL L2 5 "RAT ET AL , * LAURE 1.728 


Gesttysburg, Pa. va | 5, + | 


D PRÉFACE DU TRADUCTEUR 


\ 


| Pr es heureuse conception nie les Éléments de Calcul 
+ différentiel el de Calculintégral de M. Granville nous paraissent 
‘appelés à rendre les plus grands services aux professeurs et aux 
+ Se de nos établissements d'instruction. 

_ L'exposition, basée sur une combinaison judicieuse des méthodes 
itive el analytique, est parlicuhèrement simple, claure et intelh- 
, gible. Les principes sont illustrés par des graphiques ainsi que par 

_des exemples traités dans {ous leurs détails, et, de plus, ces principes 
sont résumés dans des règles qui servent de méthodes pour la réso- 
_lution des problèmes Fe ils sont le fondement. De nombreux 
exercices, soigneusement gradués, servent d'application à la matière 
de chaque chapitre: Ces exercices sont généralement suivis des 
réponses aux questions qu 11s posent, ce qui permet à l'étudiant de 
Doniréler son travail. 

- En raison même de sa conception pédagogique, cet ouvrage, dont 
ds portée est sensiblement celle du programme de notre aie de 
Mathématiques spéciales, peut être étudié avec fruit, sans aucun 

_ secours étranger, par un bon élève de Mathématiques élémentaires, 
PA plus forte raison si l'ouvrage est commenté par un professeur ou 
un répéuteur. C’est dire assez les services quil est appelé à à rendre 
aux candidats à nos grandes écoles et l'intérêt qu'il peut présenter 
. pour tous ceux qui désirent simplement étendre ou entretenir leurs 
‘connaissances mathém matiques. 
* Les profésseurs eux-mêmes y trouveront un choix d'exercices des 
_ plus variés et d’utiles renseignements, notamment au point de vue 
u ppéda gogique. 
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RECUEIL DE FORMULES 


41. Formules de référence. — Pour la commodité du lecteur, 
_nous donnons la liste suivante de formules élémentaires d’ Alsèbre. 
de Géométrie, de Trigonométrie et de Géométrie analy us 


à 1. Théorème du binome (x étant un CRUEL positif) , 

pe ar QUE = dif na so n(n … — Non-spr à nn tr Dr 2) a"—3b UE 
| | nn — An — 9): ne RS br. 
Èe CN | 
3: ENTENDRE Ge 
Li. 3. Dans lé équation du deuxième degré ax? + bæ + ce —0, 
Quand b? — 4ac > 0, les racines sont réelles et inégales : 


# 
{ 


5 Quand 6? — 4ac — 0, les racines sont réelles et égales ; 

: a Quand 0? — 4ac < 0. les racines sont imaginaires. 

4. Quand une équation du 2 degré est réduite à la forme x? + px +q—0, 
E Ee p — somme des racines changée de signe, 

DL: q = produit des racines. 

ÿ ‘ 

m0. Dans une HERETESsIon arithmétique, 

+ la +(n— 1), s— (a+) = [20 +(n— al. 

à _ 6. Dans une progression géométrique, | 

De: SR PTS SE Re Et PA CMP 8 Fr 

1e Se à r —1 r — À * 

Er. log ab—loga+logb. 410. log Va = log a. 43. log == — log a. 

2 8. dog F —loga—logb. 41. log 1 —0. | 44. Circonférence À 
" | | de cercle —27r("). 


| 9. log a" Eh loga. 12% 1085 4%, 45. Aire du cercle = rr?. 


(*) Dans les formules 14 à 25, r désigne le rayon, 4 la hauteur, B l'aire de Ia base, s l’apothème. 


f 


GraxviLe, Calcul diff. et int. \ L 


+ 


D 2 FRA TACALOUL DIFFÉRENTIEL 70 CNRS 
FFE 46. Volume du prisme — Ba. LE 3 AAA 
47. Volume de la pyramide — Ba. PM Pet 
54 18. Volume du cylindre ‘circulaire droit = 71%. © Hs AL 
CE 19. Surface latérale du cylindre circulaire droit — 27ra. ape | 
LAETS - 20. Surface totale du cylindre circulaire droit = 2#r(r + a). 
| 24. Volume du cône circulaire droit — ?#r°a. < MES NE à 
ER 22. Surface latérale du cône circulaire droit Trs. er FNGIETE AR 
| 23. Surface totale du cône circulaire droit — 7r(r + s). 


24. Volume de la sphère —#xrt. 


LES 25. Surface de la sphère — 4rr?. | se he De He 
D | 26minve S CÉL ES J Mages MAT 
Enr cosec z  . sec x cotg æ 
De Re Morn cpeipe nc e0ee, a : = 
< COS æ BIRT JS se ; 
F°s + 28. sin?r + cos?x — 1 ; 1 + tg?x — sec?x ; À + cotg?r — cosec?r. 
D 29. sin & — cos (2); 34. sin (x + y) — sin & COS y + Cos + sin y 
ce 32. sin(æ—y)—sinvcosy—cosæsiny 
RS (Ge); 33. cos(x + y)—cosx cosy Fsintsiny. 
ge —cotg( à —2) 34 to(x — igr+igy. ù 
è AN) (+3) A—igztgy -  ” 
280. sin (x #7) = sin t; tige Digg 2 
COS (x —"#) = —T0s z; 35. RETUE -4 
ae air, | Liga lg y il 
36. sin2r —9sinxcosæ: cos 2r — cosx — sinx; tg 2x — tg Es œ 
1 — tg°x E 
22 Ua a Te 2 pp. 21866 
37. EE Re Ten COSLÈ COS — sin D EE Et 


38. cosr—{+1cos2r; sinxz—;—;cos2%. . 1 


39. 1 + cos = 2008 ; Al — cos z = 28in" 


Ne tre se ET Ve 
. == : cos T— : er LL 
40. Sin 9 VE 9 9 9 ° 9 A+ cosr 


41. sin æ + sin y —92 sin (x + y) cos 3 (x — y). 

42. sin æ — sin y = 200$ 52 + y) sin (e — y) as 

43. cos x + cos y — 2 cos À (t + y) COS à AC) l 

44. cosæ—cosy——92sin!(r+y)sins 2 —Y). 

a b C 7 
PNA eonb nc RES Fo ee | | 

___ 46. a? — b? + ce? — bc cos À ; loi du cosinus Es 


HT D VG, — Lo) + (y1 — y} ; distance entre les points en Ya) et (do, Ya). 
AG = RP nee l'Pnmee He. distance de la droite Az + By + C—0 à QE n). 


u 
* 


+ ÿ/A2 + B? | ; 
49. sue, y = ht Hs coordonnées du milieu de la droite joignant 


les points (æ, Yi), (do, Yo). 


RECUEIL DE FORMULES 3 


50. æ—1+ 2", y = +y'; formules de transformation par rapport à une 
nouvelle origine (ro Yo) 

54, æ— x! cos 0 — y! sin 0, y — x’ sin 0 + y’ cos 0: fornfules de transformation 
par rapport à de nouveaux axes faisant un angle 0 avec les anciens. 

52. æ—pcos0, y —psint; lransformation des coordonnées rectangulaires 
en coordonnées polaires. 


53. c— x? + y, 0—arctg Ÿ : transformation des coordonnées polaires en 
. coordonnées rectangulaires. 


54. Différentes formes de l'équation d’une ligne droite : 


Ça) 2% — T2 Vi; : équation de la droite our par deux points donnés 
Lo Ty Lo ES Fe 


(ty V4) et (To DE se 
(b) His équation dela droite en fonction deses coordonnées à l’origine. 


(ce) y—Y;=m(rz— +); équation générale des droites qui passent par un 
point donné (x, y). 

(d) y=mr+b; équation d’une droite parallèle à une droite donnée 
menée par l’origine. 

(e) æ cos a + y sin «= p, forme normale. 

(f) Az + By + C = 0, forme générale. 
55, (g0—71 7%, angles de deux lignes droites dont les pentes sont m, et mo. 

1 + mime 2 
M, = M, quand les lignes sont parallèles, 


| « ; 
M, —= — — quand les lignes sont perpendiculaires. 
Me 


56. (x — a)? + (y — 6} = r?, équation d’un cercle de centre (x, 8) et de rayon ?. 


2. Alphabet grec. 


LETTRES . NOMS LETTRES  NOMS LETTRES  NOMS 
A à Alpha. He Tota: P:9 Rho. 
B 6 : Bêta. K x Kappa. Ë os Sigma. 
el y Gamma. A Xx  Lambda. ce PTaUr 
A 5 . Delta. Mu. Mu. Feu Upsilon. 
E <  Epsilon. - N v : Nu. do 7-Phi. 
Le. Zéta: ME IRST. er HE 
H nn Eta. O ©  Onucron. Pure PSE 
0 Thêta. FER APr Q w Oméga. 


8, Règles concernantles signes des fonctions trigonométriques. 
QUADRANT 


Premier, 
Second. . 
Troisième. . 


Quatrième. 


Li 
sn y 


DT TL QUES 0 VAN ONLEN a ee One LIN SE RE ET LAS CPS sn GX Cie: LCR 4 MA EST, 
PR EEE PR EE RE ETS SP De D ET U R P À LD2 CRISE 
VE à. PLAGE 7 - À Pl re Ne ee es NE PET DT | Jr SP % pe LT Ame | 
LL nf T7 . - : Cod 4 Le, 1e È À. . \ 


= 


4 CALCUL DIFFÉRENTIEL | 
4. Valeurs naturelles des fonctions trigonométriques. 
ANGLE ANGLE | 

4 EN RADIANS | EN DEGRÉS 
nue Es Le cos I COTG SEC COSEC 
| 
EN RADIANS | EN DEGRÉS | 

CCE AE ROSE Mare DATES TR ETRE Nr  LÉ 
0 ,0000 (e 1,5708 | © 
0,0175 1 4,5533 A 
0,0349 g) 4,5359 | : 
0,0324 EE 1,5484 | 
0 ,0698 4 41 50101 1 
0,0873 5 | ; 1,4835 
0,1745 AT3 7. 1,3963 
0592618: 71.7 ,25 7 à 41,3090 
0,3491 2 L ; de e 2 +R 
0,4363 :| 23 4 JAH EURE 1,1345 
0,5236 : s 5 1,0472 
0,6109 10 ; D 0,9599 
0,6981 | 0,8727 
0,7854 D 0,7071 ; ‘ .0,7854% 

ANGLE. 


4% 


DATÉE, Le ME en nt tue RON MOTRICE | 5. 
ORQLLE RS ER ER | e Sn, ARRETE NS CA > + plie Fe 
+ ro « s | - nan € n MT 2) 
x ÉT A NS * Es ME « oO , Vars 


RECUEIL DE FORMULES 5 


… 5.Logarithmes des nombres et des fonctions trigonométriques. 


TABLE DES MANTISSES DES LOGARITHMES DÉCIMAUX DES NOMBRES 


4 Ô 000 0 414 | 0799 | 443 A 461 LA 761 | 2 041 | 2 304 | 2553 | 2788 4 
9 3010 | 3222 | 3 424 | 3 617 | 3 809 À 3 979 | 4 150 | 4 314 | 4 479 | 4 694 | 
3 4774 | 4914 | 5 054 | 5185 | 5 345 5 441 | 5 563 | 3 682 | 5 798 | 5911 
4 | 6091 | 6 198 | 69232 | 6335 | 6 435 | 6 332 | 6 628 | G 721 | 6 819 | 6 902 
5 1 6990 | 7076 | 7160 | 7 248 | 7 324 À 7 404 | 7 482 | 7 3559 | 7 634 | 7 709 
6 17782 | 7 853 | 7994 | 7 993 | 8 062 À 8129 | 8405 | 8 261 | 8395 | 8388 | 
1.1 8451 |.8 513 | 8573 | 8 633 | 8699 L 87351 | 8 808 | 8 865 | 8 9921 | 8 976 
8 1903119085 | 943 91491 | 9943 F9 994 | 9345 | 9.395 | 9 445 | 9 494 | 
1 9 195242 | 9590 | 9638 | 9685 | 9 734 | 9 777 | 9 893 | 9 868 | 9 919 | 9 956 É 
140 F 0000 43 86 198 470 219 953 994 334 3714 
11 0414 | 0453 ! 0 492 | 0 581 | 0 569 FE 0 607 | 0645 | 0 682 | 0 719 | 0 755 
49 0792 | 0 828 | 0 864 | 0 859 | 0 934 À 0 969 | 1 004 ! 1 038 | 1 072 | 1 106 
43 | 11499 | 14473 | 4206 | 1 239 | 4971 1 4 303 | 1 335 | 1 307 | 4 399 | 1 430 
14 1-1 4601 | 4 499 | 4 593 | 1 553 | 1584 D 1614 | 1 644 | 1 673 | A 703 | 4 732 
45 11761 | 4 790 :| 1 818 | 48247 | 1 875 À 1 903 | 4 931 | 4 959 | 1 987 | 2014 | 
16 12041 | 2068 | 2 095.| 2 1992 | 9448 | 2475 | 2901 | 2997 | 2953 | 2979. 
17 12304 | 233 9 335 | 2380 | 2403 EL 92 430 | 2 455 | 9 480 | 9 504 | 2 529 | 
48.1 2553 | 92577 | 2 601 | 2 695 |-92 648 À 2672 | 2695. | 2748 | 9 749 | 9 765 
49 12788 | 2810 | 2833 | 9 856 | 2 878 À 2900 | 2993 | 2945 | 92967 | 9 989 
TABLE DE LOGARITHMES DES FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES 
ANGLE ANGLE Sue as 
EN Raprans | Ex peGrés | 06 SIN se | 
0,0000 (0 > x 552 90° 4,5708 
0,0175 l 9,9419 | 1,9999 | 2,2419 | 1,7384 89 1,5333 
|| 0,0349 de 2,5428 1,9997 2,0431 1,4509 88: :7| 14, ,5359 
0,052: 3 9 7188 | 1,9994 2,71 94 | 4,9806 _8T 1,518 | 
0 ,0698 4 2,8436 1 9989 2,810 4,4554 86 4,5010 3 
0,0873 5 2,9405 2,9420 4,0580 85: | 4,4835 F: 
0,4745 410 1,2397 1,2463 0,7537 80 4,3963 ; 
_ 0,2618 45 1,4130 1,4281 0,5749 75 4,3090 
| 0,3491 920 1,5341 1,964 0 ,4389 70 JUL + 
0,4303 25 1,6259 Æ 6687 | 0,3313 65 4,4343 Le 
0,5236 30 1,6990 1,7614 0,2386 60 4,0%72 F4 
0,6109 39 a 7580 14,8459 | 0,1548 D9 0,9599 ve # 
0,6981 40 4,S081 1,9938 | 0,0762 50 0,8727 œ 
0,7854 45 1, 8495 0,0000 | 0,0000 45 0,7854 
ANGLE ANGLE 


LOG SENURLOG-COTGI2LOG EG 


EN DEGRÉS [EN RADIANS 


CHAPITRE Il 
VARIABLES ET FONCTIONS 


8. Variables et constantes. — Une variable est une quantité à 


laquelle un nombre illimité de valeurs peuvent être attribuées. Les 


variables sont désignées par les dernières lettres de l'alphabet. Ainsi. 
dans léquation d’une ligne droite 


+41, 


a FES 


æ et y peuvent être considérées comme les coordonnées variables 
d'un point se déplaçant le long de la ligne. 


Une quantité dont la valeur reste invariable s'appelle une con- 


stante. 
Les constantes numér iques ou absolues gardent les mêmes valeurs 


dans tous les problèmes ; ; telles sont, par exemple, les constantes 


numériques 2, 5, \/7, #, etc. 
Les constantes ln e$ OÙ paramètres sont des constantes 


auxquelles un nombre quelconque de valeurs numériques peuvent - 
être attribuées ; elles sont supposées garder ces valeurs pendant toute : 


la durée des opérations. On les er généralement par les pre- 
mières lettres de l alphabet. 


Ainsi, pour Fee paire de valeurs attribuées arbitrairement à à: 


et 6, l'équation © Ne ; — 1 représente une ligne droite particulière. 


2: nicnvalie d’une variable. — ‘Très souvent, nous limitons nos. 
investigations à une partie seulement de l'échelle des nombres. Par. 


ro nous pouvons restreindre le champ de notre variable de 
façon qu'elle ne prenne que des valeurs comprises entre & et b,aet 
b pouvant être inclus, ou l’une de ces valeurs exclue ou toutes lés 
deux à la fois. Sauf avis contraire, nous emploierons le symbole 
[a, 6], a étantinférieur à 4, pour représenter les nombres 4, #, et tous | 


ceux qu'ils comprennent. Ee symbole [«, 4] se lit ëntervalle de a à 4. 


COUR, 7 


CC. je 5. Lt de. 


Lie - 


7. 


#0] 
mi 
4 


\_ 


A 


VARIABLES ET FONCTIONS 7 
8. Variation continue. — On dit qu'une variable æ varie d'une 


façon continue dans un intervalle [a, #] quand æ va en croissant de 
la valeur @« jusqu’à la valeur 0, en prenant toutes les valeurs entre @ 
et à dans leur ordre de grandeur. Cette définition peut être illustrée 
géométriquement comme 1} suit (/9. 1) : 

L'origine étant en O, plaçons sur la ligne les points À et B corres- 
pondant aux nombres à et h. Faisons correspondre également le 
point P à une valeur particulière 


| Hot ee b 
A AR Inter ae QD ER TE Tr Po 


est, évidemment, représenté par le Fig, 1 

segment AB. Dans ces conditions, 

quand + varie d'une façon continue de & à 4 inclusivement, e’est-à- 
dire dans lintervalle [4, 4], le point P engendre le segment AB. 


9. Fonctions. Quand deux variables sont dans un rapport 
tel que la valeur de la première dépende de la valeur de la seconde, 
on dit que la première variable est fonction de la seconde. 

Presque tous les problèmes scientifiques comportent des grandeurs 
et des rapports de cette sorte, et dans les faits de la vie quotidienne 
nous rencontrons à chaque instant des exemples illustrant la dépen- 
dance de deux grandeurs entre elles. Ainsi, le poids qu'un homme 
est capable de soulever dépend de sa force, quand tous les autres 
facteurs restent les mêmes. De même, la distance qu'un homme 
peut parcourir peut être considérée comme dépendant du ‘emps. 
Nous pouvons également dire que l'aire d’un carré est une fonction 
de la /ongueur de son côté et le volume d’une sphère une fonction 
de son d'amètre. 


10. Variable indépendante et variable dépendante. — La. 


seconde variable, à laquelle des valeurs arbitraires peuvent être attri- 
buées dans des limites dépendant du problème à traiter, est appelée 
variable indépendante ou argument, et la première variable, dont la 
valeur est déterminée aussitôt que la valeur de la variable indépen- 


_dante est fixée, est appelée variable dépendante ou fonction. 


Quand nous considérons deux variables dépendant l’une de l’autre, 


nous pouvons généralement choisir celle que nous voulons comme 


ariable indépendante, mais, ce choix étant fait, aucun changement 


de variable indépendante n’est permis sans certaines précautions et 


transformations. - 


ET 


FTOOTE D 


. 
A 
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Une quantité (la variable dépendante) peut de het de dite ou. 
plusieurs autres quantités (les variables indépendantes ou arguments). 
Par exemple, le coût d'une étoffe est fonction de la qualité et de la 
quantité. La surface d'un triangle est fonction de sa base et de sa 
hauteur ; le volume d'un parallélépipède rectangle est ÉTUDE de ses 
trois dimensions. 


11. Notation des fonctions. — Le symbole /(x) est employé 
pour désigner une fonction de +; on le lit f de x. Pour distinguer 
différentes fonctions, on change la lettre qui Danse æ; par exemple 
F(æ), 4(&), f'(@), ete. 

Au cours d’une rechérche quelconque, le même symbole fonctionnel 
indique toujours la même loi de dépendance de la fonction par rap- 
port à la variable. Dans les cas les plus simples, cette loi prend la 
forme d'une série d'opérations analytiques sur cette variable. Par 
suite, en pareille circonstance, le même symbole fonctionnel indiquera 
les mêmes opérations ou séries d opérations, même s'il est appliqué à 
des quantités différentes. 


Ainsi, Si 1) = &° — Or —- 14, 
alors [y)= y — y +14. 
De même, fa) = «à — Ja +14. 


OH D=C+I) IG ++ ZE TE HE, 
RCE CRM ee Re 
HR DC A) EU ED 2 
RHONE SE 0e EE 
HOT TUE DEer 


De même, (x, y) désigne une fonction des ét de: y et se lits de 
æ et de y. | 


Six o(æ, Din (x + y), | Dre 
: alors (a, b)—=sin(a+b), 2 ne 
et | (5,0)=smi st | RE 
Enfin, si Fr, y, £) = 2% + 8y — 122, 
alors F(m,—m,m)=?m 3m m2 13m, 
LS F(3, 2,1)=—2:3+3:2—12.1—0. 


Evidemment, ce système de notation peut être étendu à l'infini. 


L] , d F ee 


DE 
_ 
Fi 


_ une fonction est définie. — Considérons les fonctions 


M.) 


È 


+ 


VARIABLES ET FONCTIONS Là 


12. Valeurs de la variable indépendante pour lesquelles 


&° — 22 +, sin a. arc to 4 


de la variable indépendante æ. En désiepant dans COQUE cas la 
… variable dépendante par y, nous pouvons écrire 


YA — 2x +5, STE; = arc (g T. 


Dans chacun de ces cas, y (la valeur de la fonction) est connue, 
ou, comme on dit, définie, pour toutes les valeurs de æ. Il n’en est 


pas de même de toutes les fonctions, ainsi que le montrent les exem- 


ples suivants, illustrant les exceptions les plus courantes: 


(D) RE mes 


SEE 


ler la valeur de y (c a à-dire la fonction) est définie pour toutes 
les valeurs de +, nr. pour æ—b. Quand x — 6, le diviseur de- 


. vient nul et la valeur de y ne peut pas être tirée de la relation (4)(). 


Pour cette valeur de la variable indépendante, on peut attribuer une 


valeur quelconque à la fonction. 


(2) y \/ 4 

Dans ce cas, la fonction est définie seulement pour des valeurs 
positives de æ.-Les valeurs négatives de [a variable indépendante 
donnent pour y des valeurs imaginaires qui doivent être exclues 1er, 
notre étude étant limitée aux nombres réels. 


(3) | y= log «. 


Ici, y est définie seulement pour des valeurs positives de +. Pour 


_des valeurs négatives de +, la fonction n’existe pas (voir $ 19). 


=) y = are sin æ, y = AIC COS TL. 


- Puisque les sinus et les cosinus ne peuvent devenir supérieurs à 


_ +1, ni inférieurs à — 1, il s'ensuit que les fonctions ci-dessus sont 


* 


_ mais non pour les autres valeurs. 


LA 


définies pour toutes les valeurs de æ s'étendant qe — 1 à +1 inclus, 


(*) Voir $ 14, p. 13» 


nd 
un 
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EXEMPLES | 
4. Etant donné f(x) — à — 107? + 34% — 30, montrer que 


FCO) = — 30, 


fG)= 16), fQyz) = ya — 10y222 + 3lyz — 30, 
FD > (3), f(&— 2) = 23 — 1672 + 837 — 440, » 
AE 67 (0): ; 


2, Si f(x) = 23 — 3x +9, Urouver /(0), FA), fC— 1), (— 2), CO Fa | 
Ce) = 2 58z? — 207 — A6, # 
montrer que 12) = (2), 1O= 43), 16) 42), 10) 40) + 2460. 


3. Si f(x) = 2° — 107? + 31x — 30 el 


FC) = y° — A0 + Sly — 30, 
fC)= 0, fa) = a — 104 + 31a — 30, 


£ 
A PS +5 
VER UE DA "in 
re RE 
pe 4 Le CON 
PP gTrer 
PSS: UNE 
UN % : 
é V'at el 
s F3: 
Ne: NME 
: L : 2: 
ET 
LACS" 
LAN 
Se 
11 
F, 
“4 
L D 
Le » 
re. 
D a 
2 d * 
« 


4; Si F(x) = %, trouver FO), F3) EG) SD 

5. Étant donné FRE | * 
F(œ) = a(x —1)(e + 6)(e —5)(& +), 

montrer que ; Lt 
F(0) = F1) = F(— 6) = F() =F(—75) —=0: À 

ÉESE IRD — me : montrer que | 

FC) — (Me) __ Mi — Mo, 
1—+fGm)f(m) 1 + mime : L 
7. Si g(t)— a?, montrer que o(y)?(z) — g(y + 2). 
8. “tant donné gr) “ FE ; montrer que 
Cm } £ 
ste + y | 
9. Si f(g)— cosz, montrer que | 
= —+)= AGEN ES +). 
40. Si F6) —(g0, montrer que: 
F(20) — __2F(0). 
1 TFOF | 
44. Étant donné 4(œ) = æ%+ x°% +1, montrer que | £ 

HD =3,  HO=1, @=Y— 0). 4e 
| 12. Si f(æ) = — EE trouver (V2). | : RATS NET de x È 

Rép. — 0,020, 

<< Ë s PE UN SE RQEERS aet AdS 


RTE : 


Ai HG 


CHAPITRE HI 
THÉORIE DES LIMITES 


13. Limite d’une variable. — Si une variable v prend succes- 
.sivement une série de valeurs approchant de plus en plus près d’une 
valeur constante /, de telle sorte que la quantité |» — /|(*) devienne 
et reste finalement inférieure à une quantité positive arbitrairement 
choisie, aussi petite qu’elle soit, on dit que v tend vers la limite lou 
converge vers la limite [, ce que l’on écrit symboliquement : 


limite v — 1, ou Vi 


. Les exemples ci-après, qui nous sont familiers, éclaireront cette 
définition. | Ce 

(1) Lorsque le nombre des côtés d’un polygone régulier inscrit 
augmente indéfiniment, la limite de la surface du polygone est la sur- 
face du cercle. Dans ce cas, la variable est toujours inférieure à sa 
limite. 

(2) De même, la limite de la surface d’un polygone régulier cir- 
conscrit est aussi la surface du cercle, mais ici, /@ ee est tou- 
Jours supérieure à sa limite. 

(3) Considérons la série 

| | l 

(A) a 

La somme d'un nombre ue quelconque (2n) des premiers termes 
de cette série est f 


ie L I 1 1 1 
Di ( HD ie ts . ÉHBSTE: NGUETE 
mo 2 
(B) ve re Se == 3 1238 ; Din—1 D’après 6, P- A 
er 


(*) Lire valeur numérique (ou absolue) de la différence entre v et l. 


an ed SR se ide CN RSR EE Qt ie A 


SAQE 2 


Fe 4 


den Lee. Ans a de 


ni À 
Devon NE re 


LES 
ARS 


dt es 


DURE. ME 
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De même, la somme d’un nombre impair quelconque (27 + 1) des 
premiers termes de cette série est | | F4 


A ep Len Lu l | 
See Se l FRA 91 D? 
mi ee mu 1 (a) il k 
(C) SA rue Re sm D'après 6, p. { 
D 


En écrivant (B) et (CG) sous les formes ci-après : 


2 | 1 : 2 1 
EP Son — STE © Se PES SE ) 
à k 9 DE É 3 3.9% 


” HROUS:aAVOnSs 


> Hmite / 2 ns limite 1 ir 
or bE TR 
NS OOA TS } ; 
2 


\ 


el limite (s PE 
REA 

Par suite, d’après la définition de la limite d’une variable, on voit 
que S, et S,,,, sont des quantités variables qui tendent vers < comme 
limite, quand le nombre des termes croît indéfiniment. 

s En additionnant les deux, trois, quatre, etc. premiers termes de (A). 

les sommes trouvées d’après (B) et (C) sont alternativement plus 
petites et plus grandes que — 


ici la somme des termes de (A), est alternativement plus petite et 
plus grande que sa limite. Dans les exemples précédents, la variable 
K'atteint jamais sa limite. M n’en est pas toujours ainsi, car, d’après 
la définition de la Æmète d'une variable, À est clair que le principe 
essentiel de cette définition est simplement que la valeur numérique 

(ou absolue) de la différence entre la variable et sa limite devienne et 
reste finalement inférieure à un nombre positif quelconque que nous 
pouvons choisir, si petit qu'il soit. 

(4) Comme exemple du fait que la variable puisse atteindre sa 
limite, considérons l'exemple suivant. Inscrivons dans un cerele une 
série de polygones réguliers, le nombre des côtés augmentant indéfi- 
__ niment. Choisissons l’un quelconque d’entre eux et construisons le 


2 


ce qui illustre le cas où /a variable, 
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polygone cireonserit dont les côtés sont tangents au cerele aux som- 
mets du polygone inscrit. Soient p, et P, les périmètres des poly- 
gones inscrit et circonserit de x côtés et C la circonférence du cercle, 


et supposons que les valeurs de la variable x soient les suivantes : 


US Pn+1s C, SE Pan +29 « C, RTS etc. 
Evidemment, dans ce cas, 


hmite C 
n—=œ"". " 


c'est-à-dire que la limite est atteinte par la variable, dont les valeurs 
de trois en trois sont égales à C. 


14. La division par zéro est impossible. — ns est indéterminé, 


car le quotient de deux nombres est un troisième nombre qui mul- 
üiplié par le diviseur reproduit le dividende. Mais, un nombre quel- 
conque multiplié par zéro donne un produit nul ; de sorte que le quo- 
tient est indéterminé, c'est-à-dire que tout nombre, quel qu'il soit, 
peut être considéré comme quotient, résultat qui est sans aucune 


valeur. 


Œ La € r r L 2 Ê 
— n'a pas de sens, & étant différent de zéro, car il n’y à pas de 


nombre qui multiplié par zéro donne un produit égal à «@. Par 
conséquent, /a division par séro esl une opération impossible. 


Il faut faire attention de ne pas diviser par zéro par inadvertance, ainsi que. 
le montre l’exemple ci-après : 

Supposons que 4 — b. 

Alors, évidemment, ab — a?. 

En retranchant b? à chaque membre, il vient 


ab — b2= 0? — 6", 


où, en mettant en facteur, 


ba 5) 2 Db)a ep) 


En divisant par a — b, on obtient 


| b—a+0. 
Mais RESTE 
donc b == 9h 
ou D y 


Ce résultat est absurde et provient de ce que nous avons divisé par a — b — 0. 
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145, Infiniment petits. — Une variable & dont la limite est zéro 
est appelée un #n/finiment petit (”), ce que l'on écrit 


limite v = 0, ou 0 = 0; 


cela signilie que les valeurs numériques successives de v deviennent 
et restent finalement inférieures à tout nombre positif, aussi petit 
qu'il soit. On dit qu'une telle variable devient #nfiniment petite ou 
qu'elle s’évanourt finalement. 

Si limite v— /, alors, limite (6 —/)—0, ce qui veut dire que /a 
différence entre une variable v et sa limite est un infiniment petit. 

Réciproquement, st la différence entre une variable el une con- 
stante est un infiniment petit, la variable tend vers la constante 
comune limite. ; 


16. Le concept de l'infini (x). — Si une variable » devient et 
reste finalement supérieure à tout nombre positif choisi, aussi grand 
qu'il soit, on dit que v croît sans limite, et l'on éerit 


limite à — + , ou D + ©. 


Si une variable » devient et reste finalement inférieure algébrique- 
ment à tout nombre négatif choisi, on dit que v décroit sans limite, 
et l’on écrit ; 


fhnute = %, ou D D: 


Si une variable » devient et reste finalement supérieure en valeur 
numérique (ou absolue) à tout nombre positif choisi, aussi grand 
qu'il soit, on dit que v croût sans limite en valeur numérique (ou 
absolue), ou que v devient infiniment grand (*), et l'on éerit 


limite v = ©, ou D = ©. 


L'infini (&) n'est pas un nombre. L'infini sert simplement à carac- 
tériser un mode particulier de variation d’une variable en vertu duquel 
cette variable croît et décroît indéfiniment. 


17. Valeur limite d’une fonction. — Une fonction (x) étant 


(*) I suit de là qu'une constante, si petite qu’elle soit, n’est pas un infiniment petit. 

(*) L'expression v= + se lit quelquefois : v tend vers la limite plus l'infini. De même, v=— 
se lit: v tend vers la limile moins l'infini, et v=> se lit: v en valeur numérique (ou absolue) tend vers 
l'infini comme limite. F CARE 

Quoique la notation ci-dessus soit commode à employer dans les cas envisagés, le lecteur ne 
doit pas oublier que l'infini n’est pas une limite au sens de la définition que nous-avons donnée 
à la page 11, car l'infini. n’est pas un nombre. 


EL. 


la fonction est discontinue pour æ — 
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. donnée, si la variable indépendante æ prend une série de valeurs 
_telles que 


limite x — «a 


et qu'en même temps, la variable dépendante f(x) prenne une série 
de valeurs correspondantes, telles que 


lirite (x) = A, 
on écrit alors cette relation 


Li dl "} 


et on lit: /a limite de f(x), quand :c tend vers a d'une manière quel- 


conque, est À. 


‘ 


18. Fonctions continues et fonctions discontinues, — Une 


fonction /(æ) est dite continue pour æ = a, si la valeur limite de la 
fonction quand æ tend vers a, d’une manière quelconque, est la 
valeur prise par la fonction pour + = à, c’est-à-dire que si 


limite (x) = (a), 


SEE) 


f(æ) est alors continue pour & — «4. 
La fonction est dite discontinue pour æ — a si cette condition n’est 
pas satisfaite. Par exemple, si 
HoNe 2) HE 


| Dit 


«a. 
Nous appelons maintenant l'attention du lecteur sur les cas suivants, 
qui se présentent fréquemment : 


1° Cas. Comme exemple d’une fonction continue pour une valeur 


particulière de la variable, considérons la fonction 


Pour æ — 1, ES EES d  r 


D'autre part, si æ tend vers 1 d’une manière quelconque, la fonc- 


üon /(æ) tend vers 3 comme limite. Par suite, la fonction est conti- 


nue pour æ — 1. 


PR RP EN PT TR QE TT T MS A 
E p: NON EC di u 


LA 


LA 


+ 
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2e Cas. La définition d’une fonction continue suppose que la fonc- 
tion est définie pour æ — 4. Si ce n'est pas le cas, 1l est quelquelois 
possible d’assigner à la fonction une valeur telle que su L— a 1la- 
condition de continuité puisse être satisfaite. 

Le théorème suivant comprend ces cas : 


Théorème. — + (x) n'est pas définie pour x = a et si 


limite a 
D, f(x) Er B, 


f{r) sera continue pour x = a si l'on prend B comme valeur de f(x) 
pour æ = 4. 


Ainsi, la fonction 


n'est pas définie pour æ—2 (parce qu'alors il ÿ aurait division par 
ZéTO). 
Mais pour toute autre valeur de +, 


2 ! 
Rp 
— = Xx+)2, 
: æ— 2 
limite € 
el ane) 
,) x 1 , DE 4 
d'où rERRE Fab 
T res LD , 


Bien que la fonction ne soit pas définie pour æ—2, si nous lui 
assignons arbitrairement la valeur # pour + —2, elle devient alors 
ASS pour cette valeur. \ 

Une fonction f(x) est dite continue dans un intervalle quand elle 
est continue pour toutes les valeurs de x dans cet intervalle (. 


19. La continuité et la discontinuité des fonctions illustrées 
par leurs graphiques. — (1) Considérons la fonction +° et posons 


(A) U ms T>. 


() Dans cet ouvrage, nous nous occuperons uniquement des fonctions qui sont continues en 
général, c’est-à-dire continues pour toutes les valeurs de æ, sauf pour certaines valeurs isolées, 
nos résultats n'étant considérés comme v alables, d’une façon générale, que pour les valeurs de æ 
qui rendent réellement continues les fonctions dont il s’agit. À moins que l'attention ne soit 
appelée spécialement sur ce point, nous ferons abstraction des valeurs exceptionnelles de æ pour 
lesquelles la fonction est discontinue. La définition d’une fonction continue est quelquefois résu- 
mée brièvement (mais d’une façon imparfaite) sous cette forme : une petite variation de x produit une 
pelile variation de f(x). 

; Sete ne considérerons pas les fonctions ayant un nombre infini d’oscillations dans une région 
imitèe 


* 


Et: THÉORIE DES LIMITES 17 


Se 
1 

4. 

4 
1 


Si nous donnons à x des valeurs déterminées et que nous -calcu- 
4 lions les valeurs correspondantes de y, nous pou- Y 
vons construire une série de points. En traçant à 
main levée une ligne continue passant par ces points. 
. nous obtiendrons une bonne représentation de l'allure 
. générale de la fonction (fig. 2). Ce tableau ou image 
_ de Ja fonction s'appelle son graphique. Cest évi- 5 + 
demment le lieu géométrique de tous les points Fig. 2 
satisfaisant à l'équation (A). x 
Une telle série ou assemblage de points s'appelle également une 
® courbe. Evidemment, nous pouvons donner à æ des valeurs suffisam- 
ment voisines l’une de F'autre pour que les valeurs de y (et par suite 
les points de la courbe) soient aussi rapprochées l'une de l'autre 
qu'il nous plaira. En d’autres termes, la courbe est ininterrompue el 
la fonction æ° est continue pour toutes les valeurs de x. 
(2) Le graphique de la fonction continue sin æ (fig. 3) est obtenu 
en traçant le lieu de 


y = sin Z. 


On voit que la courbe est inin- 
< Fig. 3. re 

| (3) La fonction continue e* se 

rencontre très fréquemment en analyse. Si nous construisons son 

_ graphique en partant de 


x ; EX De (e— 2,718...) 
_nous obtenons une courbe continue, ainsi que le 
montre la figure 4 | 
Nous voyons clairement par la figure que 
(a) quand z=@, limite, Ve) A 
7" quand 4; y(=e*) est positif et croit 
quand on va de l’origine vers la droite ; 
(c) quand + < 0, y(—e*) est encore positif et 
décroit quand on va de l’origine vers la gauche. 
(4) La fonction log, x est étroitement liée à 
| celle que nous venons de discuter. En effet, si 
nous consiruisons son graphique (fig. 5), en partant de 


. Lo 
Fis. ». 
- 


y 10820, 


Graxviir, Ca'cul Ciff. etint. : 2 


18 


nous voyons | qu'il se comporte par Tapport à OX et à OY, comme le À 
graphique de e* par rapport à OY et à OX a 
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Dans ce cas, nous avons le tableau art 


(a) POUL Te lon PE ont 


(6) Pour æ > 1, log, 


(ce) Pour 1> x > 0, log,æ est négatif et croît en valeur numé- 


æ est te et croit quand æ croit. 


rique (où absolue) quand x drone c'est-à-dire que 


z 


limite 1. 
DO MP — ” 


(d) Pour æ < 0, log, x n’est pas défini. 


Par suite, le graphique se trouve entièrement à droite de OY. 


. 1 RTE | 
(>) Considérons la fonction — et posons 
| % 


ee 


Si nous traçons le graphique de cette fonction ({4. 6), nous voyons 


Ve 


Fig. 6. 


(6) D’après le graphique (fig. 7) de 


on voit que cette fonction est discontinue 
pour les deux valeurs æ = +1, mais qu'elle 
est continue pour toutes les autres valeurs 


de æ. 
(7) Le graphique de 


que quand æ tend vers zéro par valeurs né- 
gatives, les points de la courbe s’abaissent ® 


jusqu’à l'infini et lorsque æ tend vers zéro 
par valeurs positives, ils s'élèvent jusqu'à 
linfini. ra 

La courbe ne forme donc pas une branche 


continue allant d’un côté à l’autre de l'axe 


des y, ce qui montre graphiquement que la 
fonction est discontinue pour æ—=0, mais 
continue pour toutes les autres valeurs de æ. 


Co M Fig. Le 


pe diots i” ’ 
up mére ES 4 de 
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montre (/g. 8) que la fonction {g æ est discontinue pour un nombre 
infini de valeurs de [a variable 1in- 


17 us 


dépendante æ, savoir x — = n dé- 
signant un nombre entier impair 
quelconque, positif ou négatif. | 
_ (8) La fonction are tg æ a une in- 
linité de valeurs pour une valeur 
donnée de +, le graphique de Féqua- Fig. 8. 
on y—arcigæ consistant en un 
. nombre infini de branches. Si, cependant, nous ne considérons qu’une 
y branche en particulier, la fonction est continue. 
—— Par exemple, si nous disons que y doit être le 
plus petit are en valeur numérique (ou absolue) 
dont la tangente est æ, c’est-à-dire que ! ne doit 


1 


à 


v 


2 


prendre que des valeurs entre — © et - à nous 


sommes alors limités à la brénohie passant par 


Fig. 9. l’origine (fig. 9) et la condition de continuité 
» est faites 


(9) On trouve de même que arc tg — est une fonction ayant un 
€ v 


— 


nombre infini de valeurs. En ne considérant (9. 10) qu’une branche 


l 
du graphique de y—arctg —, nous 
voyons que quand æ tend vers zéro par 


4 


valeurs négaliv es, y à pour limite — 


el que-quand æ tend vers zéro par valeurs 


Fig. 10. 


positives, y a pour limite + Par 


suite la fonction est discontinue pour æ — 0. Sa valeur pour æ = 0 
peut être choisie arbitrairement. | 

Il existe des fonctions qui sont discontinues pour toute valeur 
de la variable indépendante dans un eertain champ. Dans les appli- 
cations ordinaires de l'Analyse, nous avons affaire à des fonctions 
qui ne sont discontinues (lorsqu'elles le sont) que pour certaines 
valeurs isolées de la variable indépendante. De telles fonctions sont 


es L'ATE 


AO SE A ER D RO EU Ce 0 CM ETC RO NE TAPER PNR ER Ce 
1 $ A Ft BE A ) rer re af DUT éd sai 


: 


r: 
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donc continues, en général ; ce sont d’ailleurs les seules qui seront 
considérées dans cet ouvrage. 


20. Théorèmes fondamentaux sur les limites. — Dans les pro- 
blèmes relatifs aux limites, on fait généralement usage des théorèmes 
suivants. On suppose que la limite de chaque variable existe et qu'elle 
est finie. 

Théorème 1. — La limile de la somme algébrique d'un nombre 
fini de variables est égale à la somme algébrique des limites des 
différentes variables. 

Théorème II. — La limite du produit d'un nombre fini de va- 
rèables est égale au produit des limites des différentes variables. 


Théorème III. — La limite du quotient de deux variables est 
égale au quotient des limites des variables séparées, pourvu que la 
limite du dénominateur ne soit pas nulle. 


Avant de démontrer ces théorèmes, 1l est nécessaire d'établir les 


propriétés suivantes des infiniment petits : 

(1) La somme d'un-nombre fini d'infiniment petits est un infini- 
ment petit. 

Pour démontrer cette proposition, nous devons montrer que la 
valeur numérique de cette somme peut être rendue mférieure à toute 


quantité positive (telle que +), si petite qu’elle soit ($ 15). Cette opé- 


ration est évidemmenkpossible, car la limite de tout infiniment petit 
étant zéro, chacun d'eux peut être rendu numériquement mférieur 


ñ 
ces infiniment pelits peut être rendue numériquement inférieure à &. 


(2) Le produit d'une constante © par un infiniment petit est un » 


infiniment petit. 


Car la valeur numérique du produit peut toujours être rendue infé- 
rieure à toute quantité positive, si petite qu’elle soit (telle que <) en 


rendant la valeur numérique de l'infiniment petit inférieure à =. 
c 


(3) Le produit d'un nombre fini d'infiniment petits est un infini- 
ment petit. 

Car la valeur numérique du produit peut être rendue inférieure à 
(oute quantité positive choisie, si petite qu’elle soit. Si le produit 


à — (n étant le nombre des infiniment petits) ; par suite, la somme de | 


PTT PAR ne Ter Jr ie PAS EME 


ral 
# 
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donné contient x facteurs, comme chaque infiniment petit peut être 
supposé inférieur à la racine #° de :, le produit peut être rendu infé- 
rieur à < lui-même. 
(4) S% v est une variable tendant vers une limite l, différente de 
zéro, le quotient d'un infiniment petit par v est aussi un infiniment 
_petit. 
Car si limite vd — / et que Æ soit un nombre un infé- 
rieur à / d’après la définition de la limite, & deviendra et restera 


0 [4 . D x e e € \ 
finalement supérieur numériquement à #. Par suite, le quotient — , où 
v 


s est un infiniment petit, deviendra et restera finalement inférieur 


= 
= 


numér iquement à 


. Par conséquent, d’après (2), ce quotient est un 
infiniment petit. : 


Démonstration du théorème I. — $Soient »,, v,, 0,, :-- les varia- 
bles, et 4, L, 4, -:. leurs limites respectives. 
Nous pouvons écrire 


tps l, — £is 
UV» — À, 


OÙ e), Es, -- sont des DTANEN petits (c'est-à-dire des variables 
ayant zéro pour limite). 
En additionnant membre à membre, il vient 


(A) RE PRET AREE 07e CONTE ER As ES 
(sea tbet: à +). 


Puisque le membre de droite est un infiniment petit, d’après (4), 
p. 20, nous avons | 


limite (ui Bou) LL ET ENE 
ou 


honte (o, +0 +0, +:..)= limite v, + limite &,+ limite D, + 2: 
Ge Ed: 


Démonstration du théorème II. — Soient v, et v, les variables, 
Z et Z leurs limites respectives et 2,, & des infiniment petits. 
Alors UE < 
D = LH 2. EE 


Lo 


2 CALCUL DIFFÉRENTIEL . 


En multipliant membre à membre, il vient 


Do = (4 +e)(L +0) ES 4 
| = ll + lies + ls, + 2e ; 


ou | 
(B) Ü, Va FU L & — Les +- Le, —- €1€0. - | 
Die le membre de droite est un infinmment six d'après (1} Ë 
et (2), p. 20, nous avons | | 
limite (o,v:) = {4 = hmitev, - limites. 
Gr Ed 
Démonstration du théorème 771 — En employant la même nota. 4 
lion que précédemment, il vient q 
Ve Ds De + + 2 b 
“ ou 
(C) PER li: Le — 1€2 


DA FA Ke (lo 22) 


Ici encore, le bi de droite est-un infiniment petit d'après (4), 
p. 21, si 4-20; par suite - 


limite { 2) — h imiter, 
ne) l,  Himitew, 


CE 


Cned 


Il est évident que si l’on remplace une ou plusieurs variables par 
_des constantes, notre raisonnement est toujours valable et que, par: 
suite, les théorèmes ci-dessus restent vrais dans ce cas. 


21. Valeurs limites particulières. — Les exemples ci-après ont 
une importance particulière dans l'étude de l'Analyse. Dans ces exem- 
ples, on suppose a > 0 et c 0. i 


Sous forme de limites, ils s’écrivent Formes abrégées souvent usitées 

(1) HRLO AC. Ces 
Le h WE 

(2) lite 


Ÿ Fr limite © 
| Gta s 


i { \ 
1 
, 
Ab chatelet gd Pt he à OnS ES Gi Ed does, >: 03 


ù 
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(4) limite FE — (E : € as 0. 
. PE ren D où N 
(OS FER = +, quand a < 1; a =+, 
(6) RS ae —(}; quand a < 1; CS (P 
4148 PAUSE a = 0, quand a > 1; a ® —(. 
(8) Ave &—=+ oo, quand @& > 1; RS 
(9) ee log,æ=— 1%, quand a 1; log, 0—+ 
ponte log,æ—— +, quand a 1;  log,(+—o)——. 
(11) | 'Ee log,æ—=— x, quand a > 1: log, 0 — — . 


(12) ES log,æ—+, quand-a > 1; log, + D} 00. 


Les expressions de la seconde colonne ne doivent pas être consi- 
dérées comme exprimant des égalités numériques (oo n’étant pas un 
nombre). Ce sont simplement des équations symboliques impliquant 
les relations indiquées dans la première colonne et c’est ainsi qu'on 
doit les comprendre. 


limite Sin x 


22. Montrer que — 1 (5. — Soit O le centre d’un 


LAS 
cercle avant pour rayon l'unité (fig. 11). | 
Soient arc AM — arc AM = x et MT et M'T les tangentes au cercle 
en M et en M’. D’après la Géométrie, 


. MPM' < MAM' < MTM’, 


sin AE 21e À 


En divisant par 2 sin æ; nous-obtenons 


Re 


SIN Æ COS XL 


(*) Si nous nous reportons au tableau de la page 4, nous voyons que pour tous les angles infè- 
rieurs à 10°, l'angle exprimé en radians et le sinus de l’angle ont trois décimales communes. Si 
nous consultions des tables à cinq décimales, nous verrions que pour tous les angles inférieurs 
à 2°,2, le sinus de l’angle et l’angle lui-même sont égaux jusqu’à La 4° décimale. Il résulte de là 
que nous pouvons conjecturer que à 

limite SNx _ , 
ml À SOME T EE 


ci 
“ Ë 
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Si, maintenant, nous faisons tendre æ vers zéro, limite © Gojt 
£ 4 Ur 0 2e 
i Sin & 
être comprise entre la constante 4 et qui —— qui est aussi égale à Le 
AS. COS æ 
Par conséquent, 
es ile SIN re 
limite _% 4, ou. limite PE 2 4, Fh=Hepr20: 
2 = 0$in + T=0 x» | L 
Il est intéressant d'observer l'allure de cette fonction d’après son 
HR CRE a , LA RNES da PEER 
graphique (fig. 12), qui est le lieu géométrique de l'équation 


sin æ | 
) 4 t/ FE ÉrE e > 1 
; SE é 
+. Bien que la fonc-# 
37 * s 
%® X {ion ne soit pas dé- 
Fig: 42: finie pour D 


elle n’est cependant 
pas discontinue quand æ — 0, si nous convenons que 


QE LE (2° cas, p. 16) 
: e 
23. Le nombre e. — Une des limites les fu importantes de 


l'Analyse est la ANUS 


Limite (4 x) ° = 9,74828-. 


EE OT PO D RS CU PT PC IE TT D OS PU 


La démonstration rigoureuse de lexistence d’une telle limite est. 
au-dessus de la portée e cet ouvrage. Nous nous contenterons pour” 
le moment de construire le lieu peparans de l'équation 


et de montrer graphiquement que quand æ = 0 la fonction 


= Eh)" (7. 19) 
$ 


1,0096 
1,4310 
4,7320 


2,0000 

2,2500 4,0000 
2,5937 2,8680 
2,7048 2,7320 
2,7169 | 2,7195 


Fig. 13. 


r 
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prend des valeurs très voisines de 2,718 --: et que, par suite, 
e = 2,718 - - - approximativement. 

Quand æ=0 par valeurs négatives, y décroit et tend vers e 


comme limite. 


Quand æ = 0 par valeurs positives, y croit et tend également vers 
e comme limite. 
| Lorsque æ = æ, y tend vers 1 et lorsque æ tend vers — 1 par valeurs 
supérieures à — {, y croit sans limite. 

Dans le te XVII, n° 145, ex. 15, nous montrerons comment 
on peut calculer la valeur de e avec un nombre quelconque de déci- 
males. 

Les logarithmes naturels sont ceux qui ont pour base le nombre e. 
Ces logarithmes jouent un rôle très important en Mathématiques. 
Quand la base n’est pas indiquée explicitement dans cet ouvrage, c’est 
toujours la base e qui est sous-entendue. Ainsi, log, v s'écrit simple- 
ment log v. 

Les logarithmes naturels possèdent là propriété-caractéristique 
suivante À 


Si æ—0 d’une manière * quelconque, 


limite 108 ( + D — limite log (1 ie NPA NE 
æ 


D CO Mo D a D e 
24. Expressions prenant la forme —. — L'infini n'étant pas 
| 00 


un nombre, l'expression æ : æ est indéterminée. Pour évaluer une 
fraction prenant cette forme, le numérateur et le dénominateur étant 
des fonctions algébriques, nous utiliserons la règle suivante : 


Règle. — Diviser le numérateur et le dénominateur par la plus 
haute puissance de la variable figurant dans l'un ou l'autre des 


deux termes de la fraction. Substituer ensuite la valeur de la 


variable. 


limite 27° — 32? + 4 


Exeurze. — Évaluer : : 
T— © 57 — x? — T2 


Solution. En substituant directement, nous obtenons 


imite 27? — 32? +4 


pes  — = + Expression qui est indéterminée. 
—= 5æ SES x? — 17° 


rm 


ar 
Le 

t” 
«he 
DER 
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3. limite”? — 27 +5 A 
t=AÂ mEiT. 9 


4, limite DES DE TA 


at 09zt— 15e 5. 
g. limite Ass 


= —2x+3 


6. ae ax? — 2hx — sna)— JAN: 


ie 
7. us 


Car + br + ex. 


© En appliquant la 6 ci-dessus, nous divisons le numérateur. el Le. dénone 4 
nateur par x*. Il vient alors | 


8. limite(æ — A) — 2x _ | 
LA) Tr +R) 
9, limite _ HA | Ep 


Re Ale Le 


y limiteam+bz+e. a 
r—od+eæt+tf à 


44, limite COS (a — 4) 


LT —2 a? — 8x Br 


&= COS (2x — FA LS 


—_{g a. 


RSR RES 
limite 22° — 37° A4 imite "tar AE D Se 
L= 0 Sp = pp Rp MES Le 
RE LE Dei 
| EXEMPLES 
Établir les limites suivantes : # ; 
4, limite Fe *)= 1. 
L'— © TL - 
Damonstrations Liitite (TPM Eine SES + 
__ limite (1) = limite Th L 20 
Ne z—=©\x P: 
| —=1+0—1. 
limite Fe +22 ele : 
5 — 37° 5) 9 : 
Démonstration. limite Ée — limite Æ : 
æ — © \5— 3x? æ 0 |: 5 A 
m 1 
[En divisant le numérateur et le dènominateur par x°.] 2 
He à à Re 
RE Th. HL p.20 
limite /9 _39 RS 
20 x? à 
limite RU limite (2 ë 
= — RENE ET 
limite Ë __ limite (3) & 
Nb === 700 TL? ÉPE=NCÉ 
La 
0—5 p) ‘ 
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limites? — 1 3 | 
RE PE ppt 


limite(æ 2 AŸ — x" ve 
ee me 


an limite Ba? — 9 — 2 1 = - pure | cos (0 ré per | Es Cos 0. 
[= RE RARE RAD 
14 limite _Y_ CIE NrR se limite 42? — z _ 

Re y—=oy+i ES ; | T— RD A4 — 3x? 


“limite. nr) pe. 99. limite — cos 0 _ 
FRERE HA s k R PEU TE 9. 


= 


"2 limite 1 Ï ES = — ©; si Æ es vers a par valeurs Se meut à a. 
Ar — 


" 


of limite mL 6 
, Tee) 


… 


= +, siæ lend vers a par valeurs supérieures à 4. 


.æ 


CHAPITRE IV 
DIFFÉRENTIATION 


25. Introduction. — Nous allons maintenant étudier la manière 
dont une fonction varie lorsque la variable indépendante change de 
valeur. Le problème fondamental du Calcul différentiel consiste à éta- 
blir la mesure de cette variation de la fonction avec une précision 
mathématique. C’est en cherchant des problèmes dans lesquels des 
quantités variaient sans cesse, que Newton (” fut conduit à la décou- 
verte des principes fondamentaux de lAnalyse, l’instrument scienti- 
fique le plus puissant du mathématicien moderne. 


26. Accroissements. — l'accroissement d'une variable qui passe 
d'une valeur numérique à une autre est la différence obtenue en 
retranchant la première valeur de la seconde. Un-accroissement de æ 
est désigné par le symbole Ax, qu’on lit delta æ.'Le lecteur est mis en 
garde contre la tendance à lire delta fois æ, ce qui n’est pas la signi- 


fication. Evidemment, cet accroissement peut être positif ou négatif(®), 


suivant que la variable croît ou décroit en valeur. De même, 


Ay indique un accroissement de y, 
A indique un accroissement de », 
Af(æ) indique un accroissement de /{æ), etc. - 


Si dans y — f(x), la variable indépendante æ prend un accroisse- 


ment Ax, l’accroissement correspondant de /{æ) (ou de la variable 


dépendante y) s’indique toujours par Ay. : | 
L’accroissement Ay est toujours supposé calculé à partir d’une 
valeur initiale de y correspondant à celle de æ fixée arbitrairement, 


(*) Isaac Newton (1642-1727), mathématicien anglais, fut un homme du plus extraordinaire génie. 
Il développa la science de l'Analyse sous le nom de Fluxions. Quoique Newton eût découvert et 
utilisé la nouvelle science dès 1670, son premier ouvrage publié dans lequel elle apparaît date de 
1687 ; il a pour titre Philosophiæ Naturalis Principia Mathemalica. Ce fut le principal ouvrage de 
Newton. Laplace a dit de lui : « Il demeurera toujours préèminent au-dessus de toutes les autres 
productions de l’esprit humain. » 

(*) Quelques auteurs appellent un accroissement négatif un décroissement. 
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à partir de laquelle Ax est compté. Par exemple, considérons la fone- 
tion 
0 


En prenant + — 10, comme valeur initiale de æ, on obtient y —100 
comme valeur initiale de y. 

Supposons que æ croisse jusqu'à æ = 12, c’est-à-dire que Ax = 2. 
Alors, y croit jusqu’à y — 144 et Ay — 44. 
= Supposons que æ décroisse jusqu'à :æ—9, c’est-à-dire que 
Aæ——1; y décroit jusqu'à y — 81 et Ay ——19. 

Il peut arriver que lorsque x croît, y décroisse ou inversement ; 
dans l’un et l’autre cas, Ax et Ay auront des signes opposés. 


Il est clair également (ainsi qu’on l’a expliqué dans l'exemple 


ci-dessus) que si y — f(x) est une fonction continue et que Ax dé- 
croisse en valeur numérique, Ay décroit également en valeur numé- 
rique. 


27. Comparaison des accroissements. — (Considérons la fonc- 
tion 


(A) y=. 


Supposons une valeur initiale fixée pour æ et donnons à æ un 
accroissement Ax, Alors, y prendra un accroissement correspondant 
Ay, et nous aurons 


y + Ay=(x+ At), 


He y +.Ay — T° + 22 AR + (Ax) - 
retranchant (A), y — 7° 
(B) | Ay = 2x - Ax+(Aæ). 


Nous obtenons l’accroissement Ay en fonction de æ et de Ax. 
= Pour trouver le rapport des accroissements, divisons (B) par Az ; 
nous obtenons 


AZ 


Si la valeur initiale de æ est 4, il est évident que 


limite Ay 270 
At=0 Az ; 
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Nolons soigneusement la manière dont se comporte le rapport des 
accroissements de æ et de y quand Faccroissement de + diminue. 


VALEUR | NOUVELLE ACCRO SSEMENT VALEUR NOUVELLE ACCROISSEMENT 
INITIALE VALEUR INITIALE VALEUR 


de x de x É de y Pre 


RSR DCR RER NES 


16 23 

16 93,04 

16 21 ,16 3 
16 19,36 | + 
16 17,64 | - : | 
16 16,81 

16 16.0801 


. 


… 


… 


4 
4 
ÿ, 
% 
% 
% 
4 


Éd SE SG 
S = KO © 00 


mn 


. 


On voit que quand Ax décroit, Ay décroit également, mais leur 
rapport prend les valeurs successives, 9, 8.8, 8,6, 8,4, 8,2, 81, 
«| | . a : A1 A Po r : Ë A 
8,01, ce qui montre que au. peut être amené aussi près de 8 que 
L 44 AT L 


nous le voulons, en prenant Ax suffisamment petit. Par suite, 


limite AY # 
He) 


28. Dérivée d’une fonction d’une seule variable. — La défi- 
nition fondamentale du calcul différentiel est la suivante : | 

La dérivée (*) d'une fonction est la limite du rapport de. lac- 
croissement de la fonction à l'accroissement de la varicbte indépen- 
dante quand ce dernier accroissement tend vers séro. 

Quand la limite de ce rapport existe, on dit que la fonction est dif 
férentiable, où qu’elle & une dérivée. : 

La définition ci-dessus peut être représentée symboliquement: 
comme il suit. 

Etant donnée la fonction 


(A) ; y = x), 


considérons æ comme ayant une valeur fixe. Donnons à æ un accrois- 


* 


() Lo lecteur doit être mis en garde contre l'erreur belle à qui AT à conclure que si 
le numérateur et le dénominateur d’une fraction tendent tous deux vers zéro, la limite de la 
valeur de la fraction (ou rapport) est zéro. La limite du rapport peut prendre n'importe quelle 
valeur numérique. Dans l’exemple ci-dessus la limite est 8. 

(ge Appelée aussi coefficient différentiel ou fonclion dérivée. 


| 
sement Az ; la fonction y prend alors un accroissement Ay, et la nou- 
_ velle valeur de la fonction est 
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.() D y+y=f@ +). 


Pour trouver Faccroissement de la fonction, retranchons (A) de 


: (B). nous obtenons 


(C) 0 Ay=f+ar)— f(x) 


‘En divisant par l’accroissement de la variable, A, nous avons 


(D) Ay __ f(a+Ax)— f(x) 


Are ess y 


La limite de ce rapport quand Ax tend vers zéro est, d’après notre 
définition, la dérivée de la fonction donnée ; on la désigne par le 


symbole À. 

symbo ee 

Par conséquent, 

Are _ dy __ limite f(x+Ax)—f(x) 
Axe 0x = 0 Ax 


définit /a dérivée de y [ou de f(x)| par rapport à x. 
D’après (D), nous avons également 


dy __ limite AY 
dx Ax—0aAx 


La recherche de la dérivée d’une fonction est appelée différentia- 
ion. Ë | 


= Il doit être soigneusement noté que la dérivée est la /mite d'un. 
rapport, et non un rapport de limites. Ce dernier rapport prendrait 


la forme © qui est indéterminée (S 14, p. 13). 


29. Symboles des dérivées. — Puisque Ay et Ax sont {toujours 


finis et ont des valeurs déterminées, l'expression 


AY 
AT 


est en réalité une fraction. Cependant, le symbole 


s'y 


2 ne doit pas 
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être considéré comme une fraction, mais comme la valeur linmnte . 

d'une fraction. Dans beaucoup de cas, nous verrons que ce symbole | 

possède les propriétés d’une fraction et, plus tard, nous montrerons | 

comment on peut attribuer des significations à dx et à dy, mais LONES : 
di | 

le moment le symbole ee doit être considéré comme un tout. 


Puisque la dérivée d’une fonction de + est aussi, en général, une … 

5 ; CS re n SAN NUS L: 1 
fonction de +, le symbole f(x) est également employé pour indiquer 

la dérivée de /(æ). Par suite, si | À 


y= x), FE à 
nous pouvons écrire 
Use 

ce qui se lit /a dérivée de y par rapport à x égale f prime de x. 


Le symbole _. K As il est considéré en lui-même, est Appees | 
dx À 


L 


facteur de différentiation ; il indique que toute fonction écrite après 
lui doit être différentiée par rapport à +. Ainsi : 


di CÉPRMRE ee A RO ED): | 
“a Que indique que la foncuüon y doit être différentiée par. 
VX ED es | 


rapport à +; | 
. f(x) indique que la fonction /(æ) doit être différentite par rap 
port à æ:; 


te +5) indique que la fonction (22° +5) doit être différentiée 


LL] 


par ous à æ. 7. 
y' est une forme abrégée de T7. 


dx 


Le symbole D, est employé par quelques auteurs à la place de _ 1 
Dans ces conditions, si 0.3 


Eco, | : 


nous pouvons écrire les identités 


SOU 7 Un NO re 2 pi 


L] 


f HE sil Char : MIS TRE CE rs po AL SR 
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30. Fonctions différentiablos, — D’après la théorie des limites, 
il est clair que si la dérivée d’une fonction existe pour une certaine 
valeur de la variable indépendante, la fonction elle-même doit être 
continue pour cette valeur de la variable. 

La réciproque, cependant, n’est pas toujours vraie, puisqu'on a 


découvert des fonctions qui sont continues et ne possèdent pas de 


dérivée. Mais de telles fonctions ne se rencontrent pas souvent dans 


les Mathématiques appliquées et, dans cet ouvrage, nous ne considé- 
rerons que des fonctions différentiables, c’est-à-dire des fonctions qui 
possèdent une dérivée pour toutes les valeurs de la variable indépen- 
dante, sauf, tout au plus, pour des valeurs isolées. 


81. Règle générale pour différentier. — D'après la FAR 
de la dérivée, on voit que pour différentier une fonction y = f(r), il 
faut effectuer successivement les opérations ci-après : 


. RÈGLE GÉNÉRALE POUR DIFFÉRENTIER (*). 
l'° opération. — Remplacer x par x + Ax dans la fonction, ce 
qui donne une nouvelle valeur de la fonction, y + Ay. 
_ 2 opération. — Retrancher la valeur donnée de la fonction de 
la nouvelle valeur afin de trouver Ay (l'accroissement de la fonction). 
3° opération. — Diviser le reste Ay (laccroissement de la fonc- 
lion) par Ax (l'accroissement de la variable indépendante). 


4 opération. — Trouver la limite de ce quotient quand Ax (lac- 


croissement de la variable indépendante) varte el tend vers séro. 
C’est la dérivée cherchée. 


Le lecteur doit se familiariser avec cette règle en lappliquant à un 


grand nombre d'exemples. Nous allons maintenant étudier en détail 


trois de ces. exemples. 


bre [L. — Différentier 372 +5. 


Solution. En effectuant les opérations successives de la règle générale, nous 


obtenons après avoir posé y — 32°? +5, 


ÉD) y+Ay—=3T+ Az} +8 
| — 32? + 6x. Ar + 3(Ar) A 4 
» PIERRE y + Ay = 32° + 6%. Az + 3(Ar) +3 
y 0 : +5 ) 
AE 6x . At + 3(Ax)? 


() Appelée aussi règle des quatre opérations. 
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AY Gr 347. F5 RRPE AN TEST OR ATOS 
FE | : DEUST 
40) Frs ee Ge. Réponse. | PE PONT EN 
Ÿ dx RUE Pak ECS LR 


« j er 


_ 
< 
, 
+ … 
Fe La 


Nous pouvons aussi écrire ce résultat sous la forme Les ED) Ge. pe 
EXEMPLE JL. — Différentier 4° — 2x +7. PNR ce MUC à 


Solution. Posons y= IT ee HÉROS MT “ 
40) y + Ay = (+ Ar) — Qa + Az) T é Xe 
= 23 + 322. Az + 3% - (Az) + (Az og 0 Ar ET 

CO TRE y + Ay = 23 + 342. Ar + 3x. (Az) + (Aa)? — 27 —2. Az +T. 
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Appliquer la Règle générale pour dérentiér les fonctions suivantes : | È Fe 
4, A \ R EURE —5—4 Ré ar. 
y: _ Rép Er œ | 3. y . Fe < + 
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— , ET À Éœare 2. D — 96. 
È ; -Z dx mè : do : 
tL dy 2 dy 4 
(FORTE N —2— 31? MT fn LL = ©. 
és dx | £ Hd dx 2 
‘ dy ny dy 6x 
8. y — 27? — 3. D EE 12. = —— , CEE 25 
Ne ' dx . ÿ x? —1 dx (CARS DER 
18 ir, ASE y — br — 0x: 23. y— 54? + 2. 
14, s — at? — 9bt. A9. 0 — 305 — 962. 24. z — 4r — 3°. 
15. r — 8t+ 36. 20. y— x? — x. 25. p — 30 + 02. 
| ER 4 LR , Gr 
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AGREE 22. p— | 
ÉD TER da Aa 
28. y— x? — 3x + 6. Rép.,.y— 97283; 
29, s — 28 + 51 — 8. | s  —4{t +5. 
30. p — 56 — 90 +6. : pl= 156 — 9, 
"31. y— ax? + br + c. y! = 2ax + b. 


832. Applications de la dérivée à la Géométrie. — Nous allons 
À maintenant considérer un théorème qui 
est fondamental däns toutes les applica- 
. tions du Calcul différentiel à la Géométrie. 
Soit | 
(A) y= f(x) | 
l'équation d'une courbe AB gr 14). 
Différentions (A), d’après la Règle ( gé- 
nérale et interprétons chaque opération géométriquement. 


» Æopération. ,y + Ay = f(x + Ax) mail, 
2 opération. y + Ay = f(x + Âx) SANG 


| Ay = f(x + Ar) — f(x) = RQ. 
opération. M4 — f(x + Az) — f(x) RQ _ RO 
5 PATATE x ae MN PR 
_ — te RPQ — {ge 
‘— pente de la sécante PQ. 


 & opération. imite AY _ limite /(2 HA) — (x) 


(B) | = U— aleuf de la dérivée au point P. 
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Mais si nous faisons Ax = 0, le point Q se déplacera le long de la. 
courbe et s’approchera de plus en plus près de P : la sécante tournera 
| autour de Pet tendra vers la tangente : 

comme position limite. Nous avons ‘donc À 
également | der A ‘ 


di LE 


limite Ay ee Mirnité CALE 
Ar =D AP. Aa 0 "8 FAR 
(C) — pente de la tangente au point F1 
Par suite, d’après (B) et (C), 5 SEX 


ue — pente de la tangente PT. 
. dx 


Par conséquent : 


Théorème. — Za valeur de la dérivée en un point quelconque « 
d'une courbe est égale à la pente de la Ces à la courbe en ce. 


point. 
C’est ce problème de la tangente qui a conduit Leibnitz F2 à la dé- | 4 


couverte du calcul différentiel, 


 ExempLe. — Trouver les EU des tangentes à la parabole y = +?, au sommet | 
et au point où x — 3 


Solution. En différentiant d'après la Règle générale, nous obtenons 


(A) = — 9x — pente de la tangente en un point quelconque de la courbe. F7 
dx 


Li 


Pour trouver la pente de la tangente au sommet, nous substituons æ — 0 dans | 
(A), ce qui donne a = — (. : Ris | 


Par suite, la tangente au sommet a une pente nulle; 
c’est-à-dire qu'elle est parallèle à l'axe des +, et dans le cas 
qui nous occupe, elle coïncide avec lui. | 

Pour trouver la pente de la tangente au point P où x est 

Rs +. 
dx 
c’est-à-dire que la tangente au point P fait un angle de 459. 
(fig. 16) avec l’axe des x. 


égale à À, substituons dans (A); nous obtenons <* 


() Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) est né à Leipzig. Ses facultés remar uables se mani- 
festérent par des recherches originales dans différentes branches du savoir. Il fut. le premier à 

publier ses découvertes en Analyse dans un court essai publié dans le périodique Acta Erüditorum, * 
à Leipzig, en 1684. On sait cependant que les manuscrits de Newton sur les Fluxions existaient | 

déjà et quelques-uns disent que Leibnitz en tira les idées nouvelles. De nos jours, on pense que | 
Newton et Leïbnitz inventérent l'Analyse chacun de leur côté. La notation employée aujourd? Au 
fut introduite par Leibnitz. 
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EXEMPLES 


. Trouver par différentiation les pentes des tangentes aux courbes ci-après, aux 
points indiqués. Vérifier chaque résultat en construisant la courbe et sa tan- 
gente. | 

Le, 


Ly=at— 3, Rép. 4. 
2. y—6— 37? au point où æ — 1. — 6. 
DUT” au point où æ —— 1. 3. 
c) : L À ? 

ay Fa au LORE OÙ & — — 2. me L- 
BÉy=xz— 7 au point où æ — (. 1. 
DRE RENE { 

pou au point où æ — 3. F sb 
y DC P 2 

7. =, au point où z — #. 4. 
8. y— x? — 2x +3, au point où x — 1. | 0. 
Dry, au point où z = — 3. 6. 


10. Trouver la pente de la tangente à la courbe y — 21° — 6x +5, (a) au point 
où æ — 1 ; (b) au point où æ — 0. Réponse : (a) 0 ; (b) — 6. 

41. (a) Trouver les pentes des tangentes aux deux courbes y — 3x? —1 et 
y = 2x? + 5, à leurs points d’intersection. (b) Sous quel angle se coupent-elles ? 

Réponse : (a) = 192, +8; (b) arc tg +. 

42. Les courbes d’une ligne de chemin de fer ont A Un une forme 
parabolique. Supposons qu’une voie ferrée ait la forme de la parabole y — x? 
(fig. 16), les directions OX et OY étant respectivement l'Est et le Nord et l’unité 
de mesure, le kilomètre. Si un train se dirige vers FPEst quand il passe par 0, 
dans quelle direction ira-t-il : 

(a) Quand il sera à + kilomètre à l'Est de OY ? Rép. Nord-Est. 

(@) Quand il sera à : 1 kilomètre à l'Ouest de OY ? Rép. Sud-Est. 


(c) Quand il sera à Ve kilomètres à l'Est de OY ? Rép: Nord 30° E. 


(4) Quand il sera à & ide kilomètre au Nord de OX ? Rép. E. 380$. ou E. 80° N. 


43. La route suivie par une voiture a la forme de la parabole cubique y — #°. 
Supposons les mêmes directions et unités que dans l'exemple précédent. Si 
la voiture va vers Ouest HSE elle passe par O, dans quelle direction ira-t-elle : 


(a) Quand elle sera à Te kilomètre Est de OY? Rép. Sud-Ouest. 
. 3 f 


(b) Quand elle sera à - kilomètre Ouest de OY ? Rép. Sud-Ouest. 


(c) Quand elle sera à + kilomètre Nord de OX ? Rép. S. 27° 43! Ouest. 
(4) Quand elle sera à 2 kilomètres Sud de OX ? 
” (e) Quand elle sera équidistante de OX et de OY ? 
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RÈGLES POUR DIFFÉRENTIER LES FORMES 
ÉLÉMENT AIRES CLASSIQUES 
33. Importance de la Règle générale. — La Aègle générale 
pour diflérentier, donnée dans le chapitre précédent, p. 33, est fon- 
damentale parce qu'elle est tirée directement de la définition de la. 
dérivée et il est très important que le lecteur soit parfaitement fami- w 
liarisé avec elle. Cependant, on à trouvé trop lent outrop pénible, en 
général, le procédé qui consiste à l'appliquer à des exemples. ie 
pour Helites le travail de différentiation, des règles spéciales ont été | 
déduites de la Aègle générale pour différentier certaines formes clas- | 
siques qui se rencontrent fr équemment. ù 
On a trouvé commode d'exprimer ces règles spéciales au moyen de 
formules, dont une liste suit. Le lecteur ne doit pas seulement se, 
souvenir de chaque formule toute trouvée, mais 11 doit encore être | 
capable d'exprimer la règle correspondante. | | 
Dans ces formules, #, v et » désignent des quantités variables. 
qui sont des fonctions de x et sont AT Ie 


FORMULES DE DiFFÉRENTIATION. 


0. 
dx ne 
II RE 
dx 
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IV Lier) = ce 
dx dx 
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“a ) d pu dx 
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D a dv 
à —-(sin Re re | EE 
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èt Je. 
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XIX | _ (arc cos v) = — 


XXE — à (arc tg n— = 


d Ste 
XXI (arc cot Pan NL RER E es 
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XXII Fu (arc sec v) = ——"—:. 
To dx w/v — 4 


XXIII L (arc cosec y) — 22". 
Cri ne | 


pe | dv “ 
à XXIV je (arc sin vers v) — RE Æ 3 
Le _ dx V2 — v° = 
à dy. dv # à 


XXV | Ne ; y étant une fonction de V.. 54 
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GARE | | 


' 
04 : ’ 

1 dy * 

si tv 
re 6,5 

> “ R 


d | 84. Différentiation d’une constante. — Une ones qui con. 


k serve la même valeur pour toute valdur de la variable indépendante. | 
sk est une COHSTALE et nous POUCES la désigner par | 

5 

à Quand x prend un accroissement Az, la fonction ne change pas de 

A? 4 

: enr c'est-à-dire qe Ay= 0 et © nee me — 0. | 4 

i ; : x, À ) ÿ 

3 

À b 


déhioee Ca une Constante est rule 


“ $ 14 LE CA 
95e. Différentiation d’une variable par rapport à elle-même. 
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dérivée d'une arnables de rapport à-elte-mème ‘est Punité. 


» 5 5 RE a so — dur. 
pig pri î k Ay = Au Av — Aw. 
MU 0) AL AU Au Aw 


IV a Aæ. NT 


Un dd), dde, 
NES tn DE je théorème I, p.20]. 
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| dv dw 
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FL ES CUEE 


48 même, pour la somme | alébrique de tout nombre fini de 
ne ions. PARTS. ne 
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(33 e * Ke 
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La dérivée de la somme algébrique d’un nombre finr de fonctions 

Es est Re à la somme algébrique de leurs dérivées. Fire 4 
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37. Différentiation du produit d’une Const ns par une 


je fonction. 
à 
ie Soit Led 72 
0: D'après la Règle générale, nous avons . je 
Der > FASSS \ o eu. | 
5 N An ab AN CRU 
Du) 20 ; Ay—=c: Av, 
HE ADR E | ; 
54e se COR . de | LT COR 
if dx SA VE 4 
ns [En appliquant le théorème II, p. 20.] 
| te Donel dv 
IV Le — (cv) —= : 3 
Æ dx dx 

#6 La déribée du produit d’une constante par une fonction est égale \ 
À au produit de la constante par la dérivée de la fonction. AS 
ee 88. Dimérentidion du produit de dat fonctions. . 
e Soit. T'Y UP, ei y. | 
à D’après la Règle générale, nous avons er PE RES \ 
ÿ NES y + Ay = (u + Au) (o ARS % +7 
ou, en effectuant les multiplications indiquées, “2; el 
+200 y + Ay=uv-+u ‘Av-fv:Au+ Au: Av. 
* 4 HSM | AU U: AD +0 : Au + AUA®. | . 
nn Ad Sy u Av +0 5e —+- Au Av : | | 
à Ag A Ma Ax 
, di d : 
ES 49 Re u ee HD du * 
je dx dx da j 
d: [En appliquant le théorème II, p. 20, puisque quand Ax tend vers zéro, 42 
14 il en est de même de Au et de (au) | { Z:.° 
: d dv ; du 
;. \ DM LU nf ne 
ER d | RAx : 
pue FA 
‘a à à 
nn - ù # 
Rs % 
à 
"4 | 
4 | 
« z FES e "ee 
2 è 4" | ER 
der. > se # LU 
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‘5 dérivée du produit de deux fonctions est égale au produit de. 
, a première fonction par la dérivée de la seconde plus le produit de 
da : seconde fonction Re la. dérivée de la Honal | | EN 


ge 
L'an 


89. Différentiation du produit d’un nombre fini quelconque de PL 
Ho iotions. — En divisant les deux membres de la formule V par uv, > a 
er formule prend la forme 


du do 
AG _ de, de 


EXP IRE y Cu in (2 


à 
Si nous avons le produit de x fonctions, À 
| à 3 de Le x ke. 

_ nous pouvons éerire 6 
Bo: g dé, à d ee 
(OU, Ù D (Tune D "4 
out M de à à ; 
E:: DU + + Un DE 0 OURS = U RCA SEE ‘4 
|| TRISTE dv; DATE ASSET À | | ee. 
” À; (QE = x Sr LA er RE? GRIS (oo, Pa LEZ v) nr * 
RS CRE QE CLR SE De. 
"SAR Us CE (RES 27 A. 
“7 
1% : dé, dv, do, dy, 4 
We APARIAT dx dx 
MEET TEE = — + He DAC T- | 
FFE Be à Vi 7 La V3 L Un 


KL « 


«à a, multipliant les ds membres par 0, ::. D nous obtenons 


Re CUS D Dee GE 


4 me de tous les produits qui el être ares en Tes 
la dérivée de chaque fonction par toutes les autres fonpennes 


bio. Différentiation d’une fonction dont l’exposant est une 

HS — Si, dans le résultat qui précède, chacun des » facteurs 

est égal à U, nous obtenons 

ee . ] do 
DS : d Co D") NA 
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es a, Me es OPA RATE 
CE VI — (y) = nv: TE ADS. 
ep dx ARTE VE CR 
Vs 4 / Æ, | ; PR 
>... Quand à—#x, ce résultat devient 1 
1 VIa | (x) = nx" 7". 4 
} TNT | dx | 
à Nous avons démontré la formule VI, seulement dans le cas où 
rs est un nombre entier et positif, Au $ 46, nous montrerons que cette 
É formule est vraie pour toute valeur de n et nous nous servirons, dès 
> maintenant, de ce résultat général. 
d La dérivée d'une fonction dont l'exposant est une constante est à 
Ë égale au produit de l’exposant par la fonction dont l'exposant est 
| diminué d’une unité et par la dérivée de la fonction. :"À 

: … 41. Différentiation d’un quotient. 
| : ST #7 3 rs 
14 ' . v % 
D'après la Règle générale, nous avons 
u + Au , 
Le ie YyHAY= RE | 
VE Ù + AT : 
D: 96 ; Ne u+ Au ‘u . dAu—uA LCR 
106 : 9 00H A0 D v(v + Av) 
Eu LEE CU Ne : 

30 A RE NE AW À 

F Aœ v(v + Av) 
; , du, do 
Le Le dy __. dx dx 
s dx ECS ‘ 
i (En appliquant les théorèmes IT et III, p. 20.) 
men. u X X 
Eu, VIT ue | NÉS Re Dre 1 
14 7: n dx\v A LUE + 
::1240 La dérivée d'une fraction est égale au dénominateur multiplié 
2 par la dérivée du numérateur moins le numérateur multiplié par 


HAE 


j are 
à" 
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D dirivée du dénominateur. le tout divisé par le carré du dénomi- 
| nateur. 5 


Dos RUE | NO TOUTE | 1 
+748 œ PU" dENC A 
_ La dérivée du quotient d'une fonction par une constante est 
À te à la dérivée de la fonction divisée par la constante. 
Toutes les fonctions algébriques explicites d’une variable indépen- 2) 


Pnte peuvent. être difiérentices en suivant les règles que nous avons 
| établies pos ici. Re 


ARMATURES EXEMPLES (*) 


Diférentier les fonctions suivantes : 


| = Solution a — (a) = 3e? Rép. ER pe PRE LE . d’après VI a 


[n = 3.] 
= Past — bar) = À (avt) — (Lx) d'après I 
“3 dx ; 
= (at) — PACE | | LE d’après IV 
an — Dr. Rép. 7, d'après Via: 
DER id D | d'après I 


d'après VLa et 1 


r 


5. y = (7? — 3ÿ. pe 
ON UNEU d 
Solution. =2 — 5x? — 3) = (x? — 
olution az  D(T ) date 3) 
- (= 2? —3 et n — 5) 
ri Ce 3). OL Cain DL A 


d'après ill 


d'après IV et Vla 


d'après VI. 


: Nous aurions pu développer cette fonction d'après le théorème du binome et : 


6. y—y/a? — 2. 
j ce med. 
Solution. D = (a — 2°)° = + (a — 2) 2 LCR — 2) 
[v = a? — x?, et n=;.] | 
= LG 2) C2 90) = EE hé. 
\ 2 P V/a? — x? 


7. y — (32? +9)V1 ne 


Ut do, 
Solution. = = (Bx° — D + cé + 5x2)? + (A + 572)? de (3x? +9) 
sa 5 ‘ 


€ 
° Fe = 3x2+ 2, et V1 + 5x2) : | 


ar 
— (3x? +9) . (LE 8x?) ? . ; A+ 59 
LA 


appliquer ensuite IE, ete., mais le procédé ci- dessus est préférable. 


d’après VI 


- d’après V 4 


d'après VI, ele. 


: 2 ee re —- Sa2)® Ge 
= (322 +9) + Se?) He + 6x(1 + Sa)? 
2 HAQT? + +92): L Gay/1 + 57° + Br = 45T + 16% Rép. 
_ VA+ 8? V1 +57? 
HS diba | 
MR Ti EEE 4 d CAGE 
RTL rs) © = TB NE KES ne 
Solution. T — - “et 


dx a? Ds æ°? x 
__ 2x(a? — x?) + x(a? + x?) 
ES 


(a? — x2)? 


[En multipliant le numérateur et le dènominateur par (a? — 2}. 


| OU = SET. Réponse. 


; NE PNA 18 
| RTE RAS © à 
# À FOUT De D . se 
“4 LS ONE UP PA LD 
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* 
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ee SET D ad 67. 


ly Rae 

(A b}xt+t 1 1 
=u+0 

D put 4 n. 

TEE 


f(x) = 27° — 3x. 
PÈRE — 2( : bjr + c. 
S Ga dESy = Ge. | 


dep 90) 134 — 
à RER 
(ad + 00) = 4a0 + 6. 


u ae. Din PARC 0 


» 


Er (at 2 10 ie ; 


Aa. 
249%. 25. 

: MS 3 | 

—oy- 34 9y & 26. cris a) = doit —978, 


Ke ” = of L de ef (m2 3002 -L 90 +». 
#1 D % LEA : NC 


a Es É 1 
: 28. 6 +4r? +92. | yl—=M x? +107? + 37°. 


# | De 1 
er en er. TÉE a NE 

É Lt Er Ke %/3x 3x? x? 
é=T. | | 

Le 


= PR EPS 
y'=ÿx ri 5e +9 3+ix 


y 2? + œ 208 — 8, À 
PRE | 2x? 
LE 6287 + 1) qu + 2 - OS 


ï ; ro = (a + Lu es PC) = — ne DA + pet. 
F4 > 

à fx) = ee A 9x Fe 1023). 
PNEU Ben ÊTA 

PCT) — Te 


48 


12 37. I) (a or se us 2. 


PC) = (a +6 FA 
dy HAT ENS 
du: on + 1 | | 
dy ME a* + a?x? — At 
de Va? — x? UNE 


AR LA 
(e) —(b + ie ? 
dt 


ARE 88. y— À. 
1 39. y — x(a?+ 22) /a? — x? 
ee 40. Différentier les fonctions suivantes : 
NS 
ï @ < 4 xs — 4T + ÿ 
4 @) : PCA + dE — 9). 


rites (sr ss se 60). 


3 (2 + >. 


DE sf 
A. y = ————. 
y b? — x? 
Vo El de LA 
a+ 
a 
43. 8 — ——. 
CET 
L4. HORS 
+.) Pia 
TRE) PP HE OL Ash 
Va — b0? 
"46. FD / EE 
à 1—7r 
87. =)" 
1 —7y 
TE 
ai x? 
49. y = pr. 
Re AN 
50. y = 1027? 
a 
2 21 3 
51. du tes D p)z 
52. r = Vas + ct 


D 


"NEA 
. Le 


SVT 


dy x 
dx 


d> 
ds 


dt 


Re ee 


_FO)— 
FF) = 
| YG)= 
MO 
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3. 
2 


UE | 
(g) as)  “ er 


8b2x3 — LEA 


Ge ne 9 
PRET 


24 
(a+ x} 


LP +e 


A 0 
(s +9) + Es 
(s+3} 


| 3 
CEDE 
4 


A pa | | 


MATE 
(1—y}r+i 

tar 
3 


a + 27) 


D mn LÉ et 


O3 AS + 2. 


| È : xe vd cp "et d—1 
5 Hit un : LE pe v » , 
5 | cû OMpe < ei C 
k & ‘ AMEN è À A À æ 
k: à AFS (q LES 1)? He p' CEC REA Q@—2)Vq+1 
_ NT Su a 
… 55. Différentier les fonctions suivantes 
D 4 Ja) ay? ŒANTE 
Ke A CG WA ; SE CRE 
@) dœ Ca) @ Fm () du A — 2 
5 Eire bat. DT CAE É d { a? —s | ‘4 À +? 
= (0) —( —— |}: rs rares —©  — 
© ie) a (7 =) Fee Us 
CIN Pa HU (EE UE 
dE 1% NI grR ' V4 Li DRM AN NT 
Do d/ 1x d EST M/S 


Re. Différentiation d’une foncieon de fonction. — Il arrive 
quelquefois que y, au lieu d’être définie directement comme fonction 


finie comme hu dé æ. Dans ce cas, Y est une fonction. de æ par 


y est une fonction de fonction. 
” En éliminant v. nous pouvons exprimer directement comme fonc- 
à tion de a, mais, en général, ce procédé n’est pas le meilleur quand 


1 on “désire trouver Age 
* dx 


cv pare. un Lo ion Av et y ee également un 
Dccroissement correspondant Ay. Dans cette hypothèse, appliquons 
-Simultanément la Règle générale aux deux fonctions 


Do: - =) et D =) 
Ÿ Nr y+ Ay= f(v + Av) vHAv= (x + AT) 
2° HAN f(v + Av)  v+Av—=.(x + Ar) 
À RTE) L = (x) 
ne ÿ | vu — f(v+ Av) — f(u),.  Av—qg(x+Ax) — (x) 
D GS nr), 
APRES re AD 4 Ar 
s “Grviicr, Caleul diff. etint. | | A” 
“à ge A 
OA + an 


- dé x, est donnée comme fonction d’une autre variable v, qui est dé- 


En 


72150 50: | CALCUL DIFFÉRENTIEL | LEUR ° 


Re: Les membres de gauclie fournissent une expression. du rapport: de + 
* l'accroissement de chaque fonction à l'accroissement de la variable 
Er correspondante, et les membres de droite expriment les mêmes rap- 
ports sous une autre forme. Avant de passer à la limite, formons le 
produit de ces deux rapports, en utilisant à à cet effet les formes Es 
membres de gauche. 

Nous obtenons ainsi 


ed 
cé miel st > de. - dis 


æ CARE qui est égal à Aye 
AD Am Ax ) 
ce que l’on écrit 7 
AT AAA EEE | | 


4° En passant. à. la limite, 1l vient 


| VON RATES or..IT, p. 20) 
(A) à Fe pre (Théor. AS 20) 


ce que l’on peut également écrire | | CR 


KES NN ere) + 


7 PRET 


Sin = f(0)set v— rapport à + est égale 
au:produit de la dérivée sa y par ner à v v'par: la dérivée de v 
par Da ŒiX. | 


és à. 


43. Différentiation des fonctions inverses.. — Soit: y une lus 
ion: de + donnée par la relation. 


y = f(x). 
Danse cas des fonctions considérées dans cet ouvrage, on peut . 
ordinairement résoudre cette équation par rapport à æ,.ce qui donne 

; .: 2 = (y); 


c’est-à-dire considérer y comme la variable indépendante et x comme 
la variable dépendante. Dans ce cas, 


ÉGe} : “et > 9); 


sont dites des fonctions ènverses. 
Quand on veut distinguer entre les deux, il est d’ usage d'appeler la 


RL. 6 D dE de SE Rd nt 2 D NN 


SEX 
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première, fonction. directe, et la seconde, fonction inverse. Ainsi, 
dans les exemples qui suivent, siles seconds:membres:de la première 
colonne sont considérés comme fonctions directes, les membres cor- 
respondants de la deuxième colonne seront respectivement leurs fonc- 
tions inverses. 

| pH Es D be 
Ua”, æ— log y. 

À | y—SINMXT, = ET CSL] y. 

… Différentions maintenant.simultanément, d'après la Règle générale, 
les fonctions inverses 


ne \ = ICHRNS AC EETONR 


n l°y+Ay— ESS 2 + A = ç(y + Ay) 
À 2 y Ay = f(x + Ar): DH AR = fr y) 
Wyr sx) D 5 =) 
Ay = f(x + A) — f(x) Ag — 9(y + Ay) — (y) 
De. dy fé+Ar)—fa) Ar +4) — à) 
D. INR Ac - Ay Ay: 


En faisant le produit des membres de gauche de ces relations, 
nous obtenons’ 


So tRES À 
4 À Aæ  Ay 
ou Ay_ 1 
Nr A 
FL Ay 
… 4° En: passant à la limite, 
# F2) | dy 1 ; 
6 Æ dx dx 
F' LER dy s 
où | | 
AY 1 
À (D) ; f! X)= ——— . 
4 | P(y) 


_ La dérivée de la fonction inverse est égale à l'inverse de la 2 
dérivée de la fonction directe. 
| SLT Différentiation d’un. logarithme. — Soit 
… g=lgv(). 


# Ho loctour: ne: doit pas. din que cette.fonction n’est dèfinie que. pour les valeurs positiy es 
a re a et de la variable v. 


0e 52 | CALCUL DIFFÉRENTIEL … “UN > V7 ENS 


«ré Dérontons d’après la Æègle générale, D. 33, en considérant | 


58 Vi comme la variable indépendante, nous avons 
© | 
5408 | | 
F | 1 y + Ay— log,(v+ Av). tr 
Le Do Ay = log, (o Dre Av) — LR log, D () : | 4 : 
it . (o+ Av de 1 
+ —= E()= —= log, (1 + — RE Re. 
1 Ÿ (2) (2 ‘ à 
SR | | (D’après 8, p. 1.) RAR AU 
Sp v. 1 } 1% 
4); « ñ At 1; Av 1 Av + je 
à ï 30 ay bre, Â pis — lo (| na æmReVal VR 
De "an av PCT ee 0 
ÿ 4 - E 
PRE Av | 4 
# En — log. ; + — né : las # 
[En divisant le logarithme par vet en multipliant, en même temps, l’exposant de la parenthèse) | 
; par v, on change la forme de l’expression, mais non sa valeur (voir 9; P. fl 4 
| j d 1 
| LE = Joe, e: 4 
Ô HE te : 
0) [ Quana av tend vers zéro, a tend aussi vers 0, Par conséquent, ue (: ++ )a=e L 


d'aprés le $ 23 de la p. 24, en posant. = âv | 
j v 
Par suite, | | 
mat 7 Lane d ae | 
+ (A) J — log, v e) = log, e : à 


do dv 


Puisque v est une fonction de x et qu'il s agit de différentier log, ji 
par rapport à æ, nous devons faire usage de la formule (A): S 12, 
relative à la différentiation d’une fonction de fonction, Savoir : S 


fe : dy __ dy. dv eu 
en. Ne | der do. da RSS si) 
| En substituant la valeur de a tirée de (A), nous obtenons. 

dy LS do: 

LR — loge LATE 

dx Re æ * 


(*) Si nous effectuons les troisième et nez ICS opérations de la Règle A sans transformer! 


Je membre de droite, nous avons \ À 
 3*-opération. ay _ log + Ar) —logqv È + 3 ” ; , À 
| DE ; Av A CNE +0 

# - dy _ 0 % 5 : Se a “4 74 
4* opération. MARS » qui est indéterminée. k RTS 
\ v Y 


Par suite, la valeur limite du membre de droite dans la 3° opération ne peut être trouvée pal 
substitution directe et la transformation ci-dessus est nécessaire. 


SD 


= 


EG LES POUR DIFFÉRENTIER | LES F ORMES D LÉMENTAIRES CLASSIQUES 193 
QUE ALT 


4 Pare UE RU vi ! Fe | > 


Re 


RU FS 5 AT a (loge v n= log € Ge." 
ge st : 


RS 


s 4 | Quand (es 8. LS e un mnt dé VIII to ient 


TS dv. 


+ 


Le ae RTE te d (og =. 


La dérivée vu moe d’une fonction est égale au produit du 
7 odule (*) du système de logarithmes par la dérivée de la fonction 
r divisé par. la fonction. 


‘Ka 


45. Différentiation de la fonction exponentielle simple, 
«Soit. < EN PTE FAR AU 


® 


*# En renant fe logarithmes des deux membres dans le s stème de 
à 


pe : : « logy—=vloga,. 
ap TS à ni lo8 y 
De --‘log a 
” a RL * log y. 
ae SAS EUR “loga 
Ru. 
L Diliérentions par rapport à à y; d’ après la formule VIII 2, 
| pe CAFE do LAETS 
: st dy loga y° 
el d'après (C), É 43, concernant les fonctions inverses, nous obtenons 
D | = log a -y, 
D 4 Lier 
_ RASE di 
Me = lo ga". 
“ e : FE 48 5 


Le Le TIRER de e par rapport à une base quelconque a (=log,e) est appelé le module du 
ème dont la base est a. On montre en Algébre qu’on peut trouver le logarithme d’un nombre 
dans un système de base quelconque a, au moyen de la formule 


à log, N = log, e log, N — —lo8eN, 


log, a 
Le module des logarithmes décimaux de Sn est. à 


D 
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par rapport à æ, nous devons faire usage de la formule (A), $ 42, 
relative à la différentiation d’une fonction de fonchon, savoir k 


‘à dy __ dy dv 1 
D dx do dx 


En substituant la valeur de tirée de (A), nous obtenons 
< | 


IX ES (a)= log a: a. 2 


Quand a —e, loga— log e—1, et.IX devient 

Poe: IX a | À (er) ss. Sa dl 
dx dx 

La dérivée d'une constante ayant une variable comme exposant | 

est égale au produit du logarithme naturel de la constante par l@ 

fonction exponentielle donnée et par la dérivée de l RME 


dd 


46. Différentiation de la fonction exponentielle générale. 4 

Soit y (D: A LUN 

En prenant les logarithmes des dns membres dans le système de 
base e, nous avons 


4 1 


| log, y — oc 
ou SE RU 77 SABRE CRE < 


En différentiant d’après la formule IX a, il vient 


AY 2 rtogu À. (vlogu). 


l'E dx dx : LR ÈNRE 


he v D noga FOR ŒU do PR REOS 
‘4 | a We < ae Hlogu ) ne Li 
v du do 
— l 
| : 1 dx ue). 
x À (ur) = vu SES be 


(*) x ne peut prendre ici que des AA SEM MT Gi 


ê | RÈGUES POUR orPÉRExTIRE) LES FORMES. ÉLÉMENTAIRES CLASSIQUES mn 


\ 


Ÿ. La dérivée d'une fonction à exposant variable est égale à la 
| somme des deux résultats obtenus en différentiant d'abord d'après NI, : 504 
en considérant l'exposant comme une constante, et en différentiant ns. 
de nouveau d après IX, en considérant la fonction comme une con 
stante. ARDENNE | +000 


- RUES SA SE : 27 08 
à Soit. b—An une constante carondues La formule X se réduit | 
| alors à | 


"4 pe + . | = À . b . : Le Le ge x ; \ * è 


Mais ce résultat est la formule différentiée au$ 40. Par conséquent, 
la formule VI est vraie pour une valeur quelconque, de. DNS, 


| Ex { _ Différentier y — log sx h 


Be 
BASOTU tion. ‘ -; : pt LR RE RE COR à d’après Villa 
| LASER . + dœ NC ENT 
<RÈRe ME | J | À 
ou | 4 He. À [v= x? + a.] ' 1 
ee RS Æ {s c 4 ; \ 
 - | = + Rép. 
DA 0 | .L* 44 . 4 
RCD æ é 1ù 
1 EXEMPLE IL — Différentier UE “e Vie A — 72. 7 
La UE / LA à 
ARCS \ Des — x?)? | ‘100 
RSA DA OIE- <uRE dx g J LS 
_ Solution. PI ARE ARE ae d'après Villa  - 
en - we #1 . } ï Ë Es dx Se | ù L 
D Ga) 
: FM \ 2 FR . ee : 
JS ” 1 Mere, © . ' 
«0 My 26 de AC) d'après VI 
ET » i ‘ A y 
Le #: 4 Ù re à 
re se. #1 ï \ ‘ (4 es DE 2 
TE e A Éd > , 
ES # PE RER Rép. 
ï YU E x? Laare: 1 ' 


Ex IL — Différentier Heure. 


LE. ; 5 op "er (2) + d'après IX. 
È Fe Sr. | VASE: — Gr log a: . a? Rèp S 
- | IExeueue HV. — - Bifférentier. = ber TA, 
D NA SUEE À (ec vo A d'après IV. 
he % Fa : ; dx dx ù 
| Re bec + en d (e Le æ) ET. d’après: 1X:a 
= bre®+ ri Rép... 


Ko: 
y 
Fe 
æ 
& 

»'3 

2% 
F2 
13 
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Exewrce V. — Différentier We DS x F4 IST 
Solution. = érr er (a) + at log après X 1 
€ \ , 
TA pe D ge joe e® | À 
k = cet + los e). Rép. | 13600 
47. Différentiation logarithmique. — Au lieu d'appliquer tout | 
de suite les formules VIT et VEIT 4 pour différentier les fonctions loga- . 
rithmiques, on peut quelquefois simplifier le travail en tiilissh ti 
d’abord une des formules 7-10, page 1: Ainsi, l'exemple 2 Ci- -dessus 1 
. peut être résolu dela façon suivante: | 
| EXEMPLE L — Diftérentier y — log VA re. | À 
Solution. En utilisant le n° 40, p. 4, nous pouvons écrire le membre de. droite 
sans radical, de la facon suivante : 
y= log (A — 2?) 
| PO ee à MUR 
«a? Le à « ei L 4 54 
Alors | Fine) pars RUN fit 
Yo TT or DL RreL | FR 
SE - Réponse. é. 
dx: 42%; m1 La FA | VA SEC 
ExemPLE Il. — Différentier y — log V/! Den ere | . 
— x? VU 


\ 


Solution. En simplifiant au moyen du n° 40 et du n° 8, p.-1, nous avons 


| 


y —3[log Ë + 22) — log(t — x?)|; L'MER PISE SR E 
Pole tete de Ni ENS 
rt TE ST —- après al a, st 

“ Ê = Rép” 4 Fr ie 


TA AT 1 
Pour différentier une fonction exponentielle, en particulier une: 
variable à exposant variable, la meilleure méthode est de prendre. 
‘d'abord le logarithme de la fonction et de différentier ensuite. Ainsi, 
l'exemple V, p.56, est solutionné de facon plus élégante comme il 


suit : 


 Exempce HE — ‘Différentier y — x°°. | | RATES 


RÈ GLES POUR SDIFFÉRENTIER LES | FORMES ÉLÉMENTAIRES GLASSIQUES Li 


th 


| Solution. En Ho les logarithmes des deux membres, il vient 


d’ DDtES 9:p, 4. 


de er (log æ) + log me (0°) _ d’après VIIL et V 


L 
\ “8 


dy M vT 
He. y — + log x 
k x dx 5 4 ( “A he ë | | 2 
Le so tre log æ) Rép. | +4 
Eseuir IV. — Différentier y (a? — + Ve, $ 1. 3 
| Solution. Prenons les logarithmes des deux membres, nous avons À 4 
AE ogy=(2+ Va 5) log (4x? — T). x 
ss En différentiant par rapport à à æ, il vient ‘5 
RTE 0 as Des = + log CU F2 
Fe ni. Le = ae ais ds Var se + Va? — 2e) lo Ga 1) | Rép. is a 
nd BAT T Vars # 
ee Fe à i “3 
A ÿ 1 
Dans le cas d’une fonction composée d un grand nombre de fac- 3 


_{eurs, il est quelquefois commode de prendre les NÉS avant de 
| diférentier. Ainsi - Fes | 


(x —1)(x— 2) 


: Ve Différentier RS (3) — 4) 


1 F4 ie tsto CA | 
… T— dr 8 : x —4 | 
9x2 — 407 + 44 rire us 
PCR REDON RE ERA 
sn ss En ERA 


@— os @@ — 9)? (x — 3}? (v Lt 


+" 


inc o “ ; ; F x bag je? : 

Bt 4 7 PTT a LUCAN ES 2 ar À PE 
4 | M “EE pREyOS 

À 58 | , CALCUL DIFFERENTIEL CHE F2 
ss EXEMPLES. +4 œion x Perte 
1206 REA L ; 2 4 \ be 4 (2 ; 
$ Différentier les fonctions suivantes : - A NAT - 3:54 


LE Se EE EU à 
dt x+a . 

CRE a ee | 
2. y — log (ar + b). | | 2. re 


1 +2 dy = A4 


1. y — log (x + a). 


s 


CPE 


Fa 
ne. 


he PE TR RE af 
€ 


€: d. lo 7e 
ae us dre — 2 LES EE 
% | | 2 +1 
L 4. y—=log (rx? + x). | re = ns 


Do | ï 3x2 — 9 
Ÿ ie PAL. 5). ; 1 —— 
Be 9. y—log(z 2 + 3) j 4 PCR PUS 
00 if ; j, PRO ARE EEE 
6. y — log, (2x + x). JR Agr ren 
CDR à Ve taper) | | y'= log x +1. 


M 8: ft Shore à rare 


\ 


: 3 log? 

1 9. f(æ)= log æ. fo) = PR 

°%4 NOTE. — logè x — (log x. Utiliser d’abord la formule VE ve HAS æ,n —3; et ensuite la formule 

Fh VIT œ : : 
F | a + x ; | +44 
an 10. f(x) = log = <<. (x) — a - 1 
1 RE L ) ge ae PC ) es 


11. f(x) = log (x + VAE æ?). PR) => 
12. ren ae a7. in 

À je+ bu Lez + Bu x 48. A ss 

dx | Me . df 


à — a —3a*loga. RU LE de 25 log b. PL AE Ee 
dx ës ds 4 
LA at d er | 24 
L log (3 — 22) — RTS an AU NTSC Fa 4 
dt og ( 7 2H —3 4 x. dv” Er DUT NL LA 4 
D DA NES Re De PMÉTNE RE LE 
46. — log =? = — 215 —a" —1loga- ae, $ 
Bd de el SE 
Nr Le ylæ9logt-(x +4) +2, 
Fr 23. y—=cÈ re, | R SR ne —2w log e-c—e.. 
e? ia | É dy ne AT ss : 
RO g 5 de ae EVE 
25, À [er = 299] = 68 2008) 0 ie. 


43. 74 e log'a. 


14. 


15. 


24. y — log 


D'ÉCRAN STE Ron, SN RARE MST 
ÉETE 27, —(x2e%) —"re"(ür +). | Re 
at) e+ CR D NM A CR 


1 
vi 
wi *2 

2: M Ê 4 

1 ty CT, 

D : j 3 J L 7 le \ è 

FO + mn # «it y 
# AE PA AUAT 
es 4 
\ “ 4% \ sur x Fi 
‘ \ ARE QUAT GPU LS 47 27 ae PET RE 


ES Nue EAN 
Re “+ ne TE 
LES & 
à jus e POUR DIN ILES FORMES ÉLÉMENTAIRES CLASSIQUES FA 


gl dan t(n + x log a). 
y'a (log x +4). ©, 


4 
M t? (A — log: 4 — log æ), 
x? 


y'= log 22: mort, 
rs) 


— $ ES 
re 


fO= 
fe 


0 ne æ 
4log® (log x) 
æ log x 
4 
nos Enr log 
A5 
À — y? 


F'(æ) — 


Yu) = 


pe 


ou = QE dogæ)e. 


nue Hp logo\ 
n 


222) a\ lo a— logt 1 
ne) S dE NU 


dy NO vi 

En DU 1 log rt + 1). 

RS ( 8x+1 

dy x 
= LT x? bre log + À 

Ur a ie Fi 


dy xy log a 
de Gas 


PTE 


CRE RE tal 
Le EE 
x hr 


SR 


60 


50. Différentier les fonctions suivantes : 


d 
PEAU 21 0: 
D 7 Fa Ne 5 


OPA Ces 


PAS. 
© 7108 T +3 
(d) À Log = Re 
Vi+x 
ave, 
Br yes + Ay 
(m+2ÿ (x +3) 
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| mie . log x. 


332. ° 
(9) c 


(02 re 


dre 


L4 


A+ a. 


(> Ze d. og(a + +). 


@ e LogsoCe* + 5e). 


de e%. 


(D (+ ares + ee. 


Oo) CH 


___ (G@Hi)Ga+tär +5} 
(x +2) (x +3} 


we 
CA 


NoTE. — Dans cet exemple et as les suivants, prendre les logarithmes des deux membres va 


avant de différentier. 


52. y pe ee 


C2) CRETE) 
53. ee TR 


54. à Let a+. de a?) 


V1 — x? 


155. y — 25(a + 3x) (a — 2x }?. 


Soit 


D'après la iègle générale P- a en | considérant b comme variable 
st dt nous avons : | Ç 


ARS y y = sin + Av), 
9 AN EG 


() Si nous effectuons les 3° ee 4° opérations sans transformer le membre de done nous obtenons “3 


les résultats suivants : 


._3e opération. s 
\ 


. 4 opéralion. 


48. Différentiation de sin v. 


! 


ay sin (+ A) sine 
An vi FAR PR ANS 


dv 


ÿ- 


“A PR € € pe da + 30% — he 
2 dx: 
3 19 — 9)F 3 
dy d+ x — 52 
az.  WI—x —%. 
dy 1 + 372 — Qt. 
ds Dan 
(2)” SES 
en = DT (a + os — 2%) Ge 2ax — 122). 
y ==-Smn D. à 


We 


dy à qui est indéterminé (voir le renvoi de la page 52), 


” 


- 


Len : 
4 


ere 


| one no. sin ?? Av 0 


2 


\ 


—1, d'aprés le $ 22, p. 23 et que à cos v + à )= cos v, 


à | 5e 0) ‘est une fonction de x et qu'il s’agit de différentier sin v 

ar rapport à æ, nous devons utiliser la formule (A), S 42, relative à 
la différentiation d’une fonction de fonction, savoir : 

704 dy dy de, 

ANUS < dre du de 


En substituant la valeur de tirée de 4°, nous obtenons 
uo- & Le à | (2) . * à ï 
> De UP Doc ds do 


31 ANNEES HA Re | ' Re 
ARS Aie | dx 


| Le énoncé des règles correspondant aux AE trouvées sera 
désormais laissé aux soins du lecteur. 


; 49. Différentiation de cos v. 
: Soit “5 FRE Sy —tOs D. 


ù LA 


2 ED après la formule n° 29, P 2, cette égalité peut s’écrire SA 
M  <: | Le = sil RCE 
#2 RES Us \ 
mots RSR RSR ETS: NS NN RAS D Par 
; 5 B=w fre 0 
| Adaitionnant, LOVACRB = 2u+ A0. Retranchant ns B — Av, 
+ 2% «Par suite, +a+Barrd As LA-B=2. 


ÿ Ne En A brlitiant ces valeurs de A, B, (A +B) ; sQA — B) en fonction de v et de Av dans la. 
formule trigonométrique (42,.p. 2), æ 


2 HOUR KE sin À — sin B= 2008? (A + BJsins £(A — B), 


- sin(v+ Av)— sin Bonn 8e sin 2°. 
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En différentiant d’après la formule XI, il vient 


GER PO SR A LL ET HU | 
; ; dx 2 dre # 
| — cos (F—») EYE ina 
2 ) UT dx 
[Puisque cos (Ex) = sin v, d’après 20, p. 2. | | 
î xx À À (pomv—"" simv: av. 
(3 ë dx , dx 
Le 50. Différentiation de ty v. 
sc k 
(7e SOIÉ à. | y = (gv:.. 
k . D'après la formule n° 27, p. 2, cette égalité peut s’écrire 
= | y=sinv 
Le: LL ER :COSD 
| En différentiant par la formule VII, on obtient 
0 
“ | der cs d 
È cos © —— (sin ©) — sin © —— (cos 
dy. A ) me | ) 
le: APE COS D : 
db do PSE NES 
COS? Ù = + sin v=—— Eat 
PORT ire + dx 
; COS? D = 
pe D ua 
COS* 0 d 
De x ns 
51. Différentiation de cotg v. ARE 
Posons k Fe no D. : 


V 


D’ après la formule x 1 26: p: 2, cette. égalité peut s'écrire’ 


- 
ne : s € 
d + 
1 Li pete CE “2 
tev* 
x = 
1 
e y S : 
\ 


Ed Ts 


SE mr: * 
“ pr 
L MAG. ES 
Re AR er 
— x 
< + LT x 
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à différentiant d'après la formule VIL, il vient. 


d 
:— (cotq_v. AS Coser: Vie 
dx L (ce g ) Ex 


PER 
F 


52. 1 
> 
ds 4 “4h 


4 à LR nee 


\ 


Différentiation de sec v. 


Se D 
ARS TEST 


Êe (os 0) 
cos v 
cn Ù do 
COS 0 
À sinvdv 
| cosvcos® dé 
— Sec 0 (£D Fa 


dx 


Trait: AE dv 
—— (sec v) = sec v ta v —-. 
a° ) ne J dx 


| . formule n° 26, p. 2. cette éanlité peut s'écrire 


+ Le” 


64 


III 


y 


A El 
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En difiérentiant d’ que la formule VIT, il vient 


LA 


| d'in D) 
dx | 
sin” 0 
do. 
rs 
SIND 


COS D 


SA TOR 
— — COSeC. v Cote D =— 


dx 


XVI 2 (cosec v) — — cosec v cotg v te 

. dx Et ; dx 
. Pa” ” 9 

54. Différentiation de sin vers v. (*) 

Soit Y = SIN VERS TT ie 

D’après la trigonométrie, cette égalité peut s'écrire 


y=1— cos». 


En dérentiants on obtient 
dy 2 np LE. 
dx FENTE AE A 
XVII ia (sin te ARE Sin ru 
dx dx 


z 


Vi 


LA 
. « 
- 
à 
\ 
2 
L 
1 
sf 
‘ 
1 
: 
: 
LA 


Dans l'établissement des formules que nous avons trouvées jusqu'i ici, 


CUS AD 
AUDE PAPE 
d Ad du 
PES. ; ee 
| pd, de 
GI A LU Res e , 
dx A0, DR 


 Cosinus verse, diamètre diminuë qe sinus verse. 


(és Sins verse, partie du rayon comprise entre le pied du sinus et extrémité de l'arc. 


k 


1l n’a été nécessaire d’ appliquer la Æègle générale, p. 3 (e’ est-à-dire 1 
les quatre opérations), que pour les formules CI- Apres 


00 
Ki, 


Somme algébrique. 


Produit. 
Quotient.: 
+ . ki » F 
È Ÿ Ca. 
"a } \ | 


- A de * 


: do 
LA (log, v) = log, e — dr Ù Logarithme. 
pe | 
(sin D— mr Sinus. 
à a — a. a Fonction de fonction. 
: be Fer r 6 

ca + _ : Fonctions inverses. 

da 7 

È Fr: dy 


. Non seulement toutes les autres formules que nous avons établies 
épendent de celles qui précèdent, mais encore toutes celles que nous 
‘ ‘es à l’avenir en dépendront également. D'où il suit que la 
lérivation des formules fondamentales relatives à la différentiation 


D por: Sr 


 Différentier les fonctions suivantes : 


4. y— sin ar?. 


pi à A 


| Gnivvsr, que dif. et int. 


(14 
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éomprend seulement le calcul de deux ME relativement faciles, 


limite Sin EN LL ER 
SR De ren A d’après $ 22, p. 23. 
24 : i - 
Himit 5 FRE 5 x 2 
53 Éd a +0) ÉRBRRT d’après $ 23, p. 24. 
| F1 __ EXEMPLES 


ES À CRI EEE RAS L (ax?) d'après X1 
RÉRRE 2 dx 
î [&sar;] 
, DAT COS AT 
2. y— 4 Vi— x. | 
£ 
a, — $ec24/1 — x PAC — x)? d'après XIII 
PAT ] , 
& 1 
ETS random 1) 
"sec? sec2ÿ1— x De 


Ur _ 
ANR 
F : 


# 11% G ds rh Lie * MAT Er ‘ 
- d Let 1 Le H { F4 $ , AS 4 n es nié 
66 = GALCUL DIFFÉRENTIEL fe 
: 4 PA 
JOIE COST k 4 
Cette égalité peut s’écrire également 
y.— (cos T7): | Re. 
d | de %e RE, 
I — 8 (cos x (cos +) d’après VI 
dx dx Se 
(v'= cos tel ten 8) | 4 
— 3 cos? x(— sin «) d'après XIE 
ee À — — 3 sin æ cos? x. $ “4 
4. y — sin nt sin" x. 
/ 
‘£ : à SE x 
AU = in nv -L (sin æ)' + sin’ æ (sin 140 1 LA d’après V 
dx (1 DRE dx - 


{u=sinnx et v—sin"x.] 
Pa È RSC a ER AN UP RU A 4 
— sin nt -n(sint) au x) + sin" æ COS rem Qu) d’après VI et XE 
“à dx | AIS 


— n sin nt :sin"T! x cos æ + n sin" v COS nt La 
— nsin"—! x (sin nt COS & + cos nt Sin +) 
—nsint—!zxsin(n + 41)7. 


5. y—sec az. . \ Rép. cu — 4 sec ax t£ ax. 
EN dx AA 
6. y — tg(ar + b). OÙ = a sec’ (ax + b). 
TS ECO UE. | | | RS? sin 34. 
d& 
8.5 —coig (2 + 3). Bu cosec? (22 +3) 
9. f(y) = sin 2y cos y. l'y) —2 cos 2y cos y — sin 2y sin y. 
M0 F@)=— Cote" 57. F'(x) — — 10 cotg 5x cosec? 5x. 
A1. F(6) = tg 6 — 0. | F0) = te? 0. Fs 
12. fG)=9psine+cose. : F9 cose. A NERE TS 
43. f(t) — Sin tcos t. FC) = sin? £(8 cos? t — sin? €). 
14. r—acos 2%. | | dr 9g sin %. 
Le do 
15. -L sin? x — sin 2x. 20. À (log cos NE ta AVE 
dx - dx 
d sde d | ‘ 
16. — cos? x? — — 6x cos rt? sin x°. 24: —(loptsr)— : Se 
de | Ts o8tg#)— sin 27 | É 
GET À cosec À = 4cosec k cotg Font x (log sin? x) — 2 cotg x. 
PEL 4 SE : 2 ax) CAT LAS 
| d _ __asin2s, Mas. His Leshsin 
18. Ts ay cos 25 — Te % en D e re L : 
| AT LACS BAPE CUS E° 
49. Lau — cos 0) — a sin 0. . 24. do se PR gs © p2° t 
fiv 4 Le c. à * ETAT ei Ka Ar SA 


er ‘et * 2 
À ss RAT 


: d sinæ — psinæ re 28. Le sin — o Le 2 Lu 4. 
+ 25. | u = 0 cos Ta UE 3 a sin 3 cos 3 
px 3 à f 
2%. — fin og x) — dre) | 29. 1 sin (COS «) — — sin à cos (cos œ). 
x : 4 
t \ L 
à 2. m4 LE (og = | LEUR, on 30. RES sin æ + cos z. 
4 2 LE snz l 1 
Du #4. — lo (Vire au. ; 
+34 “4 A VV sin 2 dx  Cosx 
a. = pete. (+ cd du 1. 
TER 24 FAT 008 D 
# 33. f(x) = sin (x + a) cos fe — à). FC) == C0 
yat. y'— natere sec? nr log a, 
D nu gene sin æ. y'= ete (cos x — sin? x). 


36. y= e? log sin æ. 


‘7. | Différentier les fonctions suivantes : 


d à 
Ü Mes 8 2 Eu : TL). ea—bcost 
à Q a sin 51?. | ((YE e = cosee (log x) (A) di 
#4 E À 2 cos s(a- — ba). (g) -L'sins 2x. OL = sin 0 
D. de odE 3 3 
Ke d d b 
PC o 1 ï a G@) > me COR (log +). À ohe ee 76 C08 a 
#4 oi AU = © - Ste VA — x. (nm) — nu 1+ cos? e 
© _- sec e%. (3) à log (sin? A | () - log V4 — 2sin?s. 
D. ï :) Fe": ene(n + x COS t}; NE 
ï 39. D (ess cos me) = e%(a cos mx — msin mr). 
0 _1—+ cost Re 2 sin 4 
û = —— ! (f] EE —— 
HS 1—cos0 ” ro x cos 5) 


Ê 1. è 4e ea?(a sin ? — COS +). 
SU a +A 

ET. 2. to — - (s cotg sh. 

43. tte 0 — te 0 +0 

$ h #4 AD 

4h. y ane, 

5. y — (Sin a. 

46. y — (sin r)te?. 
MON « 
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__ d@ 


pe et (cotg + log sin r). 


f'@) = et sin o. 


f'Cs) = ESRUr, oies (colg s — s cosec?s). 


198 ( 


; S | 
AY = psinx Sin £ | Jog x Ha 
dx A 


y! = (sin r}[log sin x + x cotg x]. 


y! = (Sin x)s®(1 + sec?x logsinr). 


À 


* e 
PR RS CT nds? 
se ne Len EE LE ge 


EE 
PHARE EE 


! 
c'e PRET OR COR 2% à { 
At 0 MARTEL res 


PSE red à AE À 


ere 


. 
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Ne. 47. Démontrer que LA COS d — — Sin 2, en utilisant la Règle générale. 4 
dx dx LAINE £ 
Ÿ 48. Démontrer que sa cotg v — — cosec? AL en remplaçant cotg v par CT, . 
k ae ae CE dx” F7, 8100 00 
4 55. Différentiation de arc sin v. 
; Soit y = arc sin v (*). 
Re Alors D — Sin y. | 
; En différentiant par rapport à y d’après la formule XI, on obtient … 
do 
ï COS US 
CES 
par suite, GE » d’après (C). P. 51. 4 
TE TOY ENT 1 
Mais puisque » est uné fonction de +, ce résultat peut être substitué 4 
dans Det | | 
dr SENTE k ‘3 
ce qui donne | ; 
LE UY A ap 
dx cosy. dx 
Fab ji do 
\/1 —_rÿ dx D. 


[cosy = Vi— sin? y — V1 — v?, le signe positif étant pris devant le radical puisque cosy est positif 
pour toutes les valeurs de y comprises entre De is inclusivement, | 


He 
XVII Le (arc sin v) — Re NA à it 
dx | 


Vi—v 


56. Différentiation de arc cos v. 220 


Soit y AC COS DU): 
Alors D =—COS 


(*) 11 faut se rappeler que cette fonction n’est définie que pour les valeurs de v 
comprises entre — 1 et + 1 inclusivement et que y (la fonction) peut prendre une … 
\ infinitè de valeurs, car il y a un nombre infini d’arcs dont le sinus est égal à v.. 

2 Ainsi, dans la BEuTe 17 (lieu géométrique de y —arcsinv) quand v —OM, 
Fig. 17. y= MP1, MPe, MP3:,.. MQ:, MQz,…. Dans la discussion ci-dessus, afin de ne … 
faire prendre qu'une seule valeur à la fonction, on considère seulement les valeurs 


de y comprises entre — _ et he inclusivement (points de l’arc QOP), c’est-à-dire le plus petit . 


arc en valeur numérique (ou absolue) dont le sinus est ». KP 1 
(&*) Cette fonction est définie seulement pour les valeurs de v comprises entre — 1 et +1 


‘t$2 
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- En différentiant par rapport à y d'après la formule XIE, il vient 
do 
dy 


—= — SIN Ÿ; 


dy FAP D'après (C), p. 51. 


ar suite, ART — 
P dv Sin ? 


Mais puisque » est une fonction de x, ce résultat peut être substitué 
dans la formule 
dy dy dv 


-dx do dx (A). p. 50, 


ce qui donne 

0 neo EMEA 

dx siny dx 
AE PRRETUe 
VI dx 


[sin y=Vi — cos2y —V1—v?, le signe positif étant pris devant le radical, puisque sin y est positif 
pour toutes les valeurs de y comprises entre 0 et + inclusivement. | 


dv 


SXIX ju (ATOS) 
dx 


57. Différentiation de arc ts v. 
Soit | y — arc te 0 (*). 
Alors, ; D — tg 1f, 
. En différentiant par rapport à y. d’après la formule XIV, il vient 


« 
pl 


AU 


dy 


k dy 1 ; St 
à 4; ne RE ee er D € Né C s ° 51 A 
par suite. HeRers es (G), p 


inclusivement et peut prendre une infinité de valeurs. Dans la figure 18 (lieu 
géométrique de y = arc cos v), quand v = OM, | 
ME, MP: MO MOT. Afin:de ne 
faire prendre qu’une seule valeur à la fonc- 
tion, on ne considère que les valeurs de y 
entre 0 et + inclusivement, c’est-à-dire le 
lus petit arc positif dont le cosinus est v. 
C'est pourquoi dans la discussion ci-dessus, 
nous nous limitons à l’arc QP du graphique. 
(*) Cette fonction est définie pour toutes 
les valeurs de v et elle peut prendre une in- 
finité de vaieurs ainsi qu’on peut le voir clai- 
rement par son graphique (/g. 19). Afin de 
- ne lui faire prendre qu'une seule valeur, nous ne considé- 


 rerons que lès valeurs de y comprises entre — Fe et =, c'est- 


Fig. 19. 


: _à-dire le plus petit arc en valeur numérique (ou absolue) dont la tangente est v (branche AOB). 


js de Sri das SAN M ed LEE 
CON TE #] | ] 2 {2 4 ra CR 


2 
k 
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Mais, puisque » est une fonction de æ, ce résultat peut être substi- 


tué dans la formule: 


ce qui donne 


XX 


58. Différentiation de arc cotg v(*). — En suivant la méthode 


du”dernier paragraphe, 


XXI 
59. Différentiation 


Soit 
alors . 


seule valeur, on ne considère q 


(lg. 20 b) y prenant des valeurs comprises entre 0 et _ (Q) peut être inclus); et si v est nèga- | 


tif, nous nous limitons aux points de l’arc DC, y prenant des valeurs comprises entre — + et — Fa 


(— 7 inclus). 


-d: 
X 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 


dy = dy. de 


der di; de 


Puy ReUN dv 


2 SPRICE 


Le Me à 
1 uv: dx 
[ses y = tgsy A ve,] 
oh 
— (arc tg v) — Re 


nous obtenons 
(arc cotg v) = — — 
de arc sec v. 


y —=arcsec vf”); 


D SECYy. 


ue les valeurs de y comprises 
entre 0 et r, c’est-à-dire le 


plus petit arc positif dont la 


cotangente est v. C’est pour- 
uoi dans la discussion ci- 
essus nous nous limitons à 
la branche AB. 


(*) Cette fonction est défi- 


nie pour toute les valeurs de 
v, excepté pour celles qui sont 
comprises entre — 1 et + 1 et 
elle peut prendre une infinitè 
de valeurs. Pour ne faire 
prendre à la fonction qu’une 
seule valeur, on prend pour y 
le plus petit arc en valeur 
numérique (ou absolue) dont 


_ la sécante estv, ce qui veut dire 


ue si v est positif, nous nous 
limitons aux points del’arc AB 


(A). p. 50: 0 


meme 0 me 


Fig. 20 b. 


x 
[RO 


(*) Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de v et elle peut prendre une infinité de « 
valeurs, comme on peut le voir par son graphique (/g. 20 a). Afin de ne lui faire prendre qu'une … 


(4 


r 


* 
É 


1 


Ù , 


Dos \ 
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En différentiant par rapport à y, d'après la formule XV, on obtient 


© 


D ’ : | X dv — sec y Lo: a] : 
: 1 Mad 84; 


ar suite, RAT OEM Re - D'après (G), p. 50. 
DS | | do  secytgy 

: Mais puisque + est une fonction de æ, ce résultat peut être substi- 
tu é dans la formule 

ts dy dy de ' 
_ 56 dx dv dx | (A); P 

ce qui donne AR | 

D DRE do 
D: AE da 


2. 7 | secytge y dx à 
D ut on | 
A 5  oÿm 1 dx 
se. y : u et ter EN sec® y—1— Vu —1, le signe plus étant pris devant le radical, puisque tg) 


Tr: 
? 
9 


D est positif pour toutes les valeurs de y comprises entre 0 et Jet entre — 7 et — 
; y compris 0 et — <. | 


% Ts * dv 
| LE rosée) 0e. 
? dx | vÿ/v—1 


es 


_ 60. Différentiation de arc cosec mn). 


_ Soit y — arc cosec v ; 
L : a, 7 3 Ÿ 
LOTS Ps v — cOseC y. 


En différentiant par rapport à y d’après la formule XVI eten suivant 
RATES = la méthode du dernier paragraphe, nous obte- 
nons 
dv 


; Ris læ HE ARR PER TE | ; 
: Pi, ARTE (arc cosec v) —— re 
- 174 dx w/v—1 


Pl 
ts Ur 


(*) Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de v, à 
l'exception de celles comprises entre — 1 et + 1 et elle peut pren- 
dre une infinité de valeurs. Pour ne faire prendre à la fonction 
qu'une seule valeur, on prend pour y le plus petit arc en valeur 
numérique dont la cosécante est v, ce qui veut dire queysi est 
positif, nous nous limitons aux points de l'arc AB (fig. 21), y 


prenant des valeurs comprises entre 0 et Le peut être inclus 


wIY © 


et si v est négatif, nous nous, limitons aux points de l’are CD, 
y prenant des valeurs comprises entre — + et — = ( _ inclus 


7 


1 . 


PTT PS NAS LE 


%. 
a" 
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61. Différentiation de arc sin vers v. 
Soit | U—ALCSANVELS D CIS : 
“ alors d — Sin Vers y. 


En différentiant par rapport à y, d’après la formule XVIT, il vient 


à = — Sin}; ‘4 
se | = sin y EE 


Mais, puisque » est une fonction de æ, ce résultat peut être substi: 
tué dans la formule ‘4 
“dy = dy 2 SR 

dx do dx (A). p Me 


ce qui donne 


y SALE $ 
ALES UE | 
1 dv 
TES RARE 72 


N 


: | [siny = Vi cos? y =V1i-— (1 — sin vers y} — V2v — v?, Je signe plus étant pris devant le radical. 
Eu < puisque.sin y est positif pour toutes les valeurs de y comprises entre 0 et + inclusivement.] 


. XXIV Le (arc sin vers v) — es 
dx \27—v 
EXEMPLES 


Différentier les fonctions suivantes : 


Y 1. y — arc {g ar? d 


Solution. TL — d’après XX 


_ 


(*) Cette fonction est définie seulement pour les valeurs de v comprises entre ( 
et 2 inclusivement et elle peut prendre une infinité de valeurs. Pour rendre le 
fonction continue, on prend pour y le plus petit arc positif .dont le sinus verse es 
v, c'est-à-dire que y se trouve compris entre 0 et + inclusivement. C’est re 


Le Fig. 22. quoi nous nous limitons à l’are OP du graphique (fig. 22). 

ë 

” x 

TE ' 

Te ) 4 
4, + #0 
NE de - 
Rare ns x mn: 
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* 
2 y = are sin Ge Es LS | 4 
D | È 
# | Solution. a TRE Es d'après XVII ‘2 
FRS vi — (8r — 4x}, ‘3 
A “ENRESRS FE? AR AUTS LA 2 
L'EST RebaonE dat — 1625 7 A pr À 7 
De 3 v— arc csee + su) 74 
RS EN 7e dæ\a? —1 : 
{Solution ER dy —— CR RE TR d’après XXIE 
3 4 on POUND RE | 
a —AV \x— à) 4 
+ NÉE æ? + à 
ne | x? — 1 
| pi mr | 0 (a? —1)2x — (x? + 1)2x 
De : PR AU NS AR ER M Se mOn 0 
è “4 Es à ER RER ne 2% NS SRE 
75e | a?— A1 v—1 à 
. 4 4. Apr arc AO ET MUC À AE E aretgÿ1=r=— 1 LE 
08 dr. a PA — 2? PC Arr) 
| 4 TT ROSE Le D RE d. 3 2 
5. arccote (x? — 53) #7 , 10. — art cosec = = —— — 
L 1 dx À u ve ) 1 + (x? — 5) dx JL V9 = 4 
MDN op 15.9 , d FN Re ; 
RTC Lg = 41. — arcsin vers ——— — 
"& le 14e dx it 1+e 
PTE head | a 1 PAS IE As 
Pare DES eene rip ee 42. € arcte * ie 
D du HR. Ir? — L vi _ y? dr ue a + a? 
: «ave sin vers s D? = 2 13. À are Sin es ETES L É 
de 1— x da Va. VA à 
4. IDE + arc sin © f'(æ) = 2V/ a? — x2. À 
À î 
IS JET , æ. PEN AU Lorue LE % 
5. -10= Va —. nr + a are sin Ÿ. Cr) ee) | 
ÈS —_—— dx 7 
46. æ—rarcsin vers Dry — y2: Æ : 
Ne ie y Vary— y : 
En + | do 3 
47. Ô— arc sin-(3r —1). dr 6r Ge \ LA 
3 Ee. à : r+ a de 1 
| 18. < e arc “ Phare È dr A+? PR 
: | | | l 
49. s= — arc PR LRE ds 
; Ver: OR Vr Er er 
. 
0. CE a arc sin æ)— arc sin æ Fred en 
dt. VAE x? 
PAC "#3 Je < : 4 â 4, 


re e. TARN A. deg NS né de NE à CE 
; { ris (ritnes 4 4 à 4 Aer te © Û x =. Nr ee | A 
D) RE FPS NE 
DU TA  GALGUL DIFFÉRENTIEL 
TRE " 
ES l tg 0 
me 24. T(tg 0 arc tg 0) — sec? bare fers 
A BTE BD) intra | 
T'ES d rx 1 Dore TA | 
s 22: —[log (arc cos 0) = — | #7 ; 
; qe. dt arc cos éÿ/1 — # | 
É DE) AR (log y). | HO pre 
140 | TEE) 
1 # 24. f(0)— are sin ÿ/sin 0. | | f'(6) = 1VA + rosec 0. 
s | 1— cos 9 FN 2 Ke 
% 25. o)— arc {lg ——— [ (2 RS ES ; > 
NE î ni Se : : ap. exc tgq 
\ — parc tgg. < Lis ER ! 
| 26. P € | dg IE 
5 are 27. u— arc Fine CAES se du — 2 LAERA 
La | \ 9 do e” —— er ; N 
4 LT Ce AC 9 
ÿ 28. s — arc cos —E. s LP TR 
| et +.et dt (SES EE ADM 
. Fe ATCSINZ log æ. 
29. — garcsinz y' = QUE + — ; 
an oser 
s vi RER { La . 
| 30. y— 6 arctg x. y'=e es actga(t+log 2 | 
KT TRS 34. y — arc sin (sin æ). y A. 
ee AN * | “ 
ER : 32. y—arctg- MT, 1e PRE D 
4 3 + à COS æ 5 + 3 Cos & à 
“à | Pl Dar ne 
D 03 y —arcentg = AE 
{ Teri Fa VE. TEE : 
AH m\t,: 1 x? 
34. y — log K— — arc {g t. (= 
d Are) DER RE 
EU TNT ÉRCSIPE TUE : 
35. y — 4 — %° arc sin x — r. VERS Se Vite | AS 
Fe 3 36. Différentier les fonctions nie é 
.. L: (a re sin 2x2, | 3ar SE | k dE arc sin 1—P 
D ( )%e NY “t are sin : ( ) dure Me. y? 
d4 Nu : LS 
; CB) Te arc {g a?x. (g Me Lente tac, ; | # (1) Te arc {g (log 3az). 
208 AS: RD et MS RE LEGS? 1 Ses | V8 VU 
Sen 2 FAvsec et OR Lg. de arc Lg 9? g. (ra is + s?) Are secs 
@E æ arc COST. : Op ai ae sin @. OP — = ar a 
(e) a arc COS ar. GS — jarc te V1 + 02. ob Er — À arc sin dt. 
Ree he | | 
Les formules (A), p 80, relatives à la différentiation di une ts F fonction, 
meL(C); p. 51, concernant la différentiation des foreione Hifi ont été ajoutées 
AS AS À $ n d, | ; Re si 
rie ex | # [y È S a h-D AE & N ar et PPT AR 


ÈGI LES POUR DIFFÉRENTIER LES FORMES ÉLÉMENTAIRES CLASSIQUES rh) 


eu. | 
la jiste des formules du commencement de ce chapitre, respectivement sous * ”. 
nos XXV et XXVL. Dans les huit exemples qui suivent, on trouvera d’abord 

do 


= par différentiation, el ensuite on substituera les résultats dans \ 

Fr L 4 xs an oi 

se » AS “ . + ; * dy CSS dv : M v à 2 
Leave LT 1 Ê k ns d'a rès NV ! LATE 
& ; Le ET BEEN € SE de do. Re ! P | "EE Ù 
+ sk" FI … j » , 
pou x trouver du. S OS . . 4 

ee AL s' “a 


En général, nos resultats devront être exprimés EE par rapport à ‘À 
— pe 


à variable indépendanté, fa “est à-dire, a par LADEON rapport à y, à 
He ax % 
d par css à 0, etc. 


RAT. y=2e er D BA 
Mid «du — 6x; en substituant dans XXV, Se 
14 Fi dx je ; ce a > 
ee MENT D à. Se ve 4 
De *"d@ n: 
38. y=ig%, D= are {gr — 1) he 
Fi do eer où ue REA en substituant dans XXV, SL K 

5 AN TRS _ dx  2x?—9r+1 "4 
Ar. dy __  2sec? 2% Do tm20+ 1." 2x2 — 97, +1. à k 
dt. Or Or 1 2x Or +1 Ar.— x?) | 7» 
: il [ Puisque » = arc tg (2x — 1), tg ve 22: 1, tg M et “ 
1 4 ES, ven 8, MT 4 

dv & dy 4 BR 

40. ra DE 1 —_— : LL = ——— , a 
= Er) 271 SRE PI PE # 

us dy LE ? 
4. = log (a 1°), 0 = a sin 2. Da — 2182. Ë 
CA + à # 4 À 
el TR SE Le croi À 

2. Ware tee +0) == er, Dee (ae) à 
EL T= ce + ë, s— log (t — LE) " = 485 — 612 +1. 17h à 
Poivre exemples ci-après, on trouvera d'abord” Se par différentiation et ensuite 
a substifuera dans | | AU ; ‘1 
AS PRRAE dÿ. LAC d’après XXVI 24 
| VESÉS STE PES LS 
à Fi Arouver ca HIER | RE 


à Fees qu’ ‘on l'a APRES p. #9 on pourrait éliminer v entre les deux expressions données de 
façon à trouver y directement comme UT de x, mais dans la plupart, des: cas, la méthode 
‘ ssus est REARPQUIE ; 
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| dy 2/1 + y YS T0 

4 2 =yV1i+ y. dx 2. + 3y dy + 3y? 
aa DR 4 dy _2VA+ cosy _ #4 2210 
45. à —ÿ1+ cos y. (ire à Sin... … y9 rt 
2e UN TNA dy _ (A+ log | 
À SR log y } ; dx log % 4 
7. æ = a log Vu? î ns LEE = | 


y. 


. 1 D NT Dar 
48. x —rarcsin vers À Var 2 PETER 
T 


49. Montrer qu’au point de vue ni tn la formule XXVI signifie que la | 


tangente fait des angles complémentaires avec les axes de coordonnées. 


62. Fonctions implicites. — Quand une Se entre æ et y est 
donnée au moyen d’une équation non résolue par rapport à y, on. 


dit que y est une fonction implicite de x. Par exemple, l’équation 


T° SR 7 = () 


définit y comme lonction implicite de x. Evidemment, æ est égale: 


ment définie au moyen de cette équation comme fonction implicite 
de y. De même, 
PL 0 


définit une quelconque des trois variables comme fonction implicite des 
deux autres. Il est quelquefois possible de résoudre l’équation définis-" 
sant une fonction implicite par rapport à l’une des variables et de la chan- 
ger ainsi en une fonction explicite. Par exemple, les deux fonctions i in 


FH jus précèdent peuventètre résolues par rapport à y, ce qui donne, 


D 1 
A | | 
Dr ENT ES RSA. | 
el | These te — 2"; “1 


la première relation montre y comme fonction explicite desxret CE 
seconde comme fonction explicite de + et de £. 


Cependant, dans certains cas, une telle solution peut être impos- 


sible ou trop compliquée pour être employée. 
Les deux fonctions implicites utilisées pour illustrer ce paragraphe | 
peuvent être désignées respectivement par Le 
fr y)=0  ., : 
et | Foy) ê 


PAS 
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63. Différentiation des fonctions implicites. — Quand y est 
définie comme fonction implicite de # au moyen d’une équation de la 
forme | 


(à) fe, ÿ)=0. 


nous avons expliqué dans le dernier paragraphe combien il peut être 
difficile d'obtenir y en fonction de +, c’est-à-dire de trouver y comme 
fonction explicite de +, de telle sorte que les formules que nous avons 
établies dans ce chapitre puissent être appliquées directement. Tel 
Serait le cas, par exemple, pour l'équation 


(B) GAS + 2x y — y'x — 10 — 0. 
. Nous appliquons dans ce cas la règle ci-après : 


Différentier en regardant y comme fonction de x et égaler le 
résultat à zéro (”), C'est-à-dire 


DS . Sœ nv 


4 


Appliquons cette règle en trouvant _ d’après (B). 
| ar 


_ (aa + 2axy — ja — 10) — 0; d'après (C) 


| d rat TRE Es | 
+4 É 7710 RTS 2. 3, LL PNR ee { ee ; 
4 da RE as 24) dx QG) dx QUES 
/ - | Ua 97 _ + Gay — y — x) cu — ( ; 
(2x _ 121") _ = Yÿ—6ax —6Gry ; 
Ê ESS dy y bar (y 


AT Ip se He 


… Le lecteur devra observer qu'en général le résultat contiendra à la 
fois æ et y. ie 


. (9 Ce procédé sera justifié au 8 8. Seules les valeurs correspondantes de x et de y qui satisfont 
à l’équation donnée peuvent être substituées dans la dérivée. 


_ 
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: à % 
EXEMPLES 
Différentier les fonctions suivantes d’après la règle ci dessus : É 
| en dÿ_dp 00e NU 
. y — DT. dx 7 à ñ 
ly à 
2. x? 2 — 72. ay 7 
te dæ y 
3. br? + a?y? — a°b?. dy ne é 
TRE dx a°y 
: l 24 
4. y — 3y + dax — 0. CU — 
æ nn : dx 3(A — y? 
NET AE O EL ‘ te à 
dx T 
Fe 2 2 - PES ÊRES : 
6. + y — a, dy Le É 
Ta dx z k 
a. | RE A . 
D? y dy 30% xy? L 
 (— RE 2 Pia À L Je 
LE) en 
SE Ty A 
y — Ory D? —0. HT, 
ne ES dr y—x “4 
ly __ ay — 2 
DA 3 — Saxy = 0: ay Eee * 
PAU ne. dr. y? — ax J 
ne du _ Wu lon, 
10. AE dx. — y log x 
A1. 52 — a? cos 2. de nr ie, 
de DS 
42. € cos 0 — a? sin 30 de __ 3a? cos 30 + e?sin0 Ki 
RESTES 002" 22 cos 0 À 
| _ du c+usin(ut) À 
DEC: D es 4 
43. cos (uv) — c eee À 
| 2 8 sin (0 + ©) 54 
14. 0 — cos (B+ +). SRE RE | 
Ne à do , 4 + sin (0+ ») 4 
45. Trouver dy dans les équations suivantes : sx se. 
à (#4 rtf e \ : <0i) 
FO) RE (f) Ty + Y + Ar — 0. (h) tg x + y = 0. 4 


(b) x? + 4y? — 16. 
c) br? — 
(D) y? = 23 + a: 
(e) x? — y? — 16: 


ay? — a2b?. 


tes ir 


CO Y UE EU D: 
(h) œ2 — Qri — y. 
(à) æ°2y3 + 4y — 0. 


16. Une piste de course a la Gun du cercle «? 
OX et OY sont respectivement l'Est et le Nord et l'unité est le mètre. Si ur 


(1) cos y + 37? — 0. 
_ (m) æcotgy—+y— 0 
Mn} eo 
Co) €? + 2y = 0. 


+ y? — 2500. Les dre 


[ 


(4 | 


{ 


_ courra-t- il quand il sera 


Pi axe a 6 kilomètres de longueur et va de l'Est à 


10 à 23/2 mètres à l'Est 
(b) à 25/2 mètres au Nord 


de OY ? 
de OX ? 


(c) à 30 mètres à l'Ouest de OY ? 
._ (d)à 40 mètres au Sud de OX ? 
SAGE à 10 mètres à PEst de OY ? 
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Rép. Sud-Est ou Sud Auest, 
Rép. Sud-Est ou Nord-Est. 
Rép. E 36 52! 12" N ou 0 36° 52/19" N.. 


79. 


| ie part vers l'Est du point le plus extrême Nord, dans quelle direction 


A7. Le Chou parcouru par une automobile a la forme d’une ellipse dont le 


l'Ouest, tandis que 


le 


_ petit axe a 2 kilomètres de longueur. Si une voiture part vers le Nord du point 
Le HE extrème Est, dans quelle direction roulera-t-elle quand elle sera : 


(a) à 2 kilomètres à l'Ouest du point de départ ? 
| à  () te kilomètre au Nord du point de départ ? 
: È Fe LA Re EXEMPLES DIVERS 
E | Diférentier les fonctions suiv antes : 
l 4 ï 9 
M = l. arc sin VT — LS Rép. _ 
_ A | rer 
} er. e2 (2x? + 1), 
5 . Et | « Ÿ 4 ( 
| 3 8. log sin DE 9 cotg à 
‘0 à arc cos €. rs 
. ni y y? — a? 
Ms re PE PRTELUA 
Re ÈS d' RAT ere 
u ni. a | : (a? — x°)°? 
k De 5 DT à log ae 
Li GE + log + : (4 log )? 
| 4 7. log sec en — 2. —Jto (Ai — 9x), 
R “8. ue me te? 3%2 — 57%)- 
ci —.. 
| à a log “ts4/ RSS, cosee f. 
F1 1+ cost. 
op EL, EE 2 ! 
he: 10. are sin V: (1 — cos &). St - 
% 9 
74 4. are LR ARE ee ——— "7 7 
| Vs? —1 (1 — 5s2)1/52 —1 
14e * 2 
42. 2m 1 AMEL L : 
[ Ve 1H 34 +2) fe 
© : qe arc sin % ne C2 2 2W/1 — x? a 
3. nr ee 9 æ? arc SIN w. 


a e 4 
Se ANS 
EP RG EE D 


VE SO Li 


Er AA 
PR th ed 


LA 0 


u 


# À 
ct ré n 
Ce ADR 


rés 


Lort 


=. 
Th 


r PE & + “ 
# Ve L: 
QU AA 
Le J / 
Kg / } 
4 À ” L 
NA of, 
he … 4 4 
M 80 
» » 
L Û L 
' “,: 14. 
1 - 
DCR 
ÉD : L 


D: 18. 


Le 
â f ë 
és re 49. 
LE 20 
4 24 
M 21, 
+) Me, 
Æ 22 à 
% 


30. 


\ sh cd ce RC TON “0 | 
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+3 @— 1) 


x? 


- eséc (te 32) 


. arc tg V1 — 2. 


22 
22 ‘ 


COS Z 
etg 22 


log sin? ; 0. 
e® Jog sin ax. 
sin? ® COS ?. 


> 


(e 


A/Cb — cary" 
m MH, LAS tgx 
14m V1 +2? +2? 
tg? æ — log sec? æ. 


929 3 log (2 cos t +3 sin +) 0 


43 


» 


[4/ PA, 
are cotg % + log 4 / 7. 
DA T+a: 


«| 


À, CE 
LAS eus EL » AP 
NEA RD Y LAS. ex ARE APS es 7 
. : s LA 3 re ù Q 
- * Li 
” sh " f #, 27 z : 
” ; re “ x E À s'é 
Er UND 
» NT: > 


31. (og tg ; — Fe 


ire 


33. (Her) —2z) (2+ æ). 


3% S 


35. 


36. 
37. 


39. 
40. V 
21 
42. 


43. 


44. 


45. 
46. 


47. 


2 38 La Le 


Le / ET 
NT Le 


38. 


arc Lg a®. 


asinème, 


0 LS EC 


(3 + x) — 3x) 
arc (g (log 3x). 


VG — er. 


log y 7e mn. (a? — bay". 


earc sec 26. 


@ = 37} Et STE 
GA Fu 4 "5 : < è 
Cos tt © Sr 
e* log sin œ- 
F 
arc sin ee _ A 
V1 +2. - 


cote” (log ar). 
| 1 
(A —:3r°)e7. 


Vi— a 
/1 Lx 


pee ren 


ee sE CHAPITRE VS 2 TITRES 


| APPLICATIONS SIMPLES DE LA DÉRIVÉE LCR 
se L Pre + 
4 Direction a'une courbe. — On a montré au Sr42k pe 00, 
y =") | Re à 
quant tion d'une courbe e g- 2 | : 
À La d'une courbe en un point quelconque est définie 
5 “étant la même que la direction de la tangente à la courbe en 
point. De cette définition, u suit nd lenen que 
=ux= pause de la courbe en un point quelconque P: | 
un in point particulier dont les Édonotnées sont connues, nous : 
: .— pente de la courbe (ou de la tangente) au point (i;7:} g 
LE Au points tels que E É. H. où la courbe (ou la tangente) est ù 
G parallèle â l'axe des TERRE: RAT : | 4 
LE e | e 0°: par suite — 0. > e 
Rés A | dx 3 
ANULLE, Calcul dif. et an RS: LS 6 2 


CA ds 


BE POSTE PERRIER EE" TES 


ul 
4 
: 
{ 
: 
LES 
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Aux Done tels que A, B, @ où la courbe cou la tangente) est pers 


pendiculaire à l'axe des x, C2 8 
14 x — 90°: © par suite 7 — 4. | 
| dx : 4 
L > = Aux points tels que E, où la courbe #0onte (*), ù 
T— un angle aigu; par suite LE un nombre positif. - 
F4 el 


La courbe (ou la nectte) a une pente positive à gauche de B, 


-entre D et F et à droite de G. 
Aux points tels que C, où la courbe descend (), 


+ — un angle obtus; par suite = — un nombre négatif. 
j X 


: La courbe (ou la tangente) a une pente négative entre B et D, el 
entre F et G. , | 


ExEmPre |. — Étant donné la courbe y — . — 2? +92 (fig. 24) : 


(a) Trouver + quand x —1. 

(b) Trouver + quand æ — 3. 

(c) Trouver les points où la courbe est parallèle à à ox 

(d) Trouver les points où r— 45°. 

(e) Trouver les points où la courbe est par allèle à 
ligne 2x — 3y — 6 (ligne AB). 


Solution. En différentiant, il vient 


Di or 94 
Fig. 24 u = re OR - pente en un point quelconque. 
da 


(a) tg7 =|"] —1—9—— 1; par suite : — 135, Rép. 
(b) me=[4] —96—3;:parsuiter— arcig3. Rép. 
ho 


| ; ,* : F Fè, À Ke: 
(Cros 00 to . — 0; par suite æ? — 2x — 0. En résolvant cette équatior 


… 


nous trouvons que æ — 0 ou 2, ce qui donne les points Cet D où la courbe (où ÿ 
- la tangente) est parallèle à OX. 
(d) = 45, (gr—1; par suite 4? —9x— 1 En laut nous chienoih 
x —1 +12, ce qui done deux points où la pente de £ courbe (ou de la. t 


gente) est égale à l’unité. 


(e) Pente de la ligne —?; par suite x? — 27 — 
LA 


ETS) 
É 


(*) Quand on se déplace de gauche à droite sur la tbe: 
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ES l 
NC , , ; #57 


Mit > ru Sr, 
* En résolvant, nous obtenons x — 1 + ÿ7s , ce qui donne les points E et F où ‘2 


# 

oh courbe (ou la tangente) est parallèle à à la ligne AB. | 1 
Re * Puisqu'une courbe en un point ‘quelconque a là même direction 
* que sa tangente en ce! point, l'angle de deux courbes en un point: 
… commun sera l'angle de leurs tangentes en ce point. 0 
EXEMPLE | ee Trouver LR d’intersection des cercles ! | F 

È n. (A) | tr? + y? == 4x — 1E 
_® | RO ROE LES LEEUT EEE ee 

| Solution. En slt ces équations simultanément, nous. trouŸons que les ES: 4 
à points d’intersection sont (3, 2) et (4, — 9). 54 
On tire de (A) | 150 

2 LR dy _2—7x%x None : . 

e Ê LT — s à 3 . : 8 

a 1 D'après $ 63, p. 77 hs 

et de (B) | 

dy és Per te Le #4 

rares. D 6 ; . A * 

/ ét À après $ 63, p. 77 0 

— — ; — pente de la tangente au cercle (A) au point (3,2). FE 

— — 3 — pente de la tangente au cercle (B) au point (3, 9). k 

DES formule pour trouver l’angle de deux lignes dont les pentes sont m, et Mo à 


< tg 0 Mar Mo me 
. Cm ; 7 
En substituant, il vient æ La 
5 i En: | 
ar te 0 — D PS CYÉ ; \ | \ “et 
AE 1 +5 É, k #4 
par are = ie. Réponse. | : F3 
1 F5 aussi l’angle d'intersection au point (i, — 9). É 
EXEMPLES Ki ne 

% La figure correspondante devra être tracée dans chacun des exemples suivants : 7 
KA Trouver one de y — -—Ÿ_- à l'origine. ie Rép e Ales. Ce ce 
HS P = TL gine | P RS : 
be 1 et angle fait É Rene à la courbe Tu? — — ax + y) à l’origine avec ‘à 
L l'axe desæ? | F | - Rép. : 7 — en. 
RE “À ACC 
’ s = 


LE UP 


une ligne dont la pente est 5. 


colline incliné à 45°, sous quel angle un coup de feu tiré en -l’air par-ce canon « 


CALGUL DIFFÉRENTIEL 


3. Quelle est la direction dans laquelle le point engendrant le graphique de 
y — 31? — x tend à se déplacer au moment où æ = 1? Rép. : Failenens à 


à è 
4. Montrer que - cu (ou la pente) est constante pour une ligne droite. 


5. Trouver les a. où la courbe y = 4° — 31? — 9x + 5 est parallèle à l'axe | 
des x. | | Rép.x = 3, 2 —1.. 


6. En quel point de y? — 2x la pente est-elle égale à 3 ? Rép. 2, 4. 


7. En quel point du cercle x?+ 7? — 1? la pente de la tangente est-elle égale . 
« 3 D] CLR 47 
DCR POARRSS | Rép. + 70 
à A - À D > Le, D 


8. En quel point un mobile décrivant la parabole y = à? — Te +3 se dépla- ! 
cera-t-il parallèlement à la ligne y = 5r +2? 5 | Rép. 6, —3. 

9. Trouver les points où un mobile décrivant le cercle 2? +y?—169 se | 
déplacera perpendiculairement à la ligne 5x + 12y = 60. Rép.:Æ142, 52 


10. Montrer que toutes les courbes du système y — log kr ont la même pente, 3 
c'est-à-dire que la pente est indépendante de #. | 


41. La trajectoire du projectile d’un canon décrit la parabole SRE he 
l'unité est Le kilomètre ; OX est horizontal, OY vertical et l’origine est le point N. 
de projection. Trouver la direction du mouvement du projectile À 

(a) à l’inslant de la projection ; 

(b) quand il atteint un rocher vertical distant de 4 kilomètre 4. 1 

(e) En quel point la trajectoire fera-t-elle un angle de 43° avec l' horizontale ? | 

_ (d) En quel point le projectile se déplacera-t-il horizontalement ? "+ 


Rép, (a) aretg2; (6) 4383; (eo) (2):  () A, D. 
12. Si, dans l'exemple précédent, le canon était situé sur le versant d’une « 


atteindrait-il le versant de la colline ? | Rép. 450. 


13. Sous quel angle une route suivant la Jane 3y — 2% — 8 — 0 coupe:t- elle É 
une voie de chemin de fer suivant la parabole y? — 8x ? Rép. arc tg+ et arc tgl. 


14. Trouver l’angle d'interseclion de la sue Pat et du cercle | 
æ? + y? — 16. Rép. arctg: 3. | ë 


45. Montrer que l’hyperbole x? — = ) et ape DR =="15$e ut à 4 
angles droits. ‘ 187 8 3 
a . 

2a — x ÿ 


46. Montrer que le cercle +? + y? — Bax et la cissoïde pe = 
. (a) sont perpendiculaires à lorigine ; 
_ (b) se coupent sous- un angle de 45° en deux autres points. 


A7. Trouver l'angle d'intersection de la parabole 2° — ay et de la courbe. 


Fe Rép. arc (g3— 71033! pes : 
à? + 4a? 


48. Montrer que les tangentes au folium de Descartes LE + Yi — Sn aux L 
points où il rencontre la parabole y? — ax sont parallèles à l’axe des ÿ: 


x 
ee” 
% 


4 
# 
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4. En combien de points un mobile décrivant la courbe y = x? 
7} se e déplacera-t-il parallèlement à l'axe des x ? Quels sont ces points ? 


É LS Rép. Deux; en (A, —#)et(i; —): 


Jr2 T4 


ES 
| 
| 


20. Trouver l'a ngle sous lequel se coupent les paraboles y—3r2— 1 et 
ur +8. à | Rép. arc tg +. 


DD 21. Tfouver la relation qui existe entre les coefficients des coniques 
£ ar Se et- at? + b,y? — 1 quand elles se coupent à angles droits. 


RS Rép. ER 2 ie 


MEN) 
pe 
(nn 
uR 
A 
Lo] 
(= 
© 


} 


… 65. Équations de la tangente et de la normale; longueurs de | 
Æ a sous-tangente et de la sous-normale. Coordonnées rectan- 
_ gulaires. L'équation d’une ligne droite passant par le point 
RC 1) et ayant-une pente » est. | 


Æ. a Ru en 54, (6), ps 4. 


Si cette ligne est tängente à la courbe AB 
au point P,(x,, y) (fig. 26), nous avons alors, 


; d’après-le $ 64, p. 81, | | : 
- dy LUE 
3 m—=ig:—=| 2 a 
s re es LS ) 
; , ER 
3 Par suite, au | point de contact P (di, Y1), l'équation de la tan- 
& | gente EP, esl 
re à 
ee: # q " dy, : 
DR 4 À _V — EX —X,;). 
de ( ) FAT ? La dx, C 1) 


mn 7”. ü 


* La normale étant perpendiculaire à la tangente, sa pente est 


= : D’après 59, p. 3. 


Et-puisqu’elle passe également par le point de contact P,(x,, 71), 
_ nous avons pour équation de la normale P,N 


QG). | y—ypi=— (xx) 


es et ensuite substituer dans le résul- 


CT Cette notation signifie quen nous devons d’abord trouver 
| “tai æ, à r-et Y1 à y. Nous avertissons le lecteur de ne pas interpréter le symbole comme étant 


T 
- la dérivée de y par ÉTAT æ, Car cela n’aurait aucune HeMNeAioB, puisque z, et y, sont des 
x. constantes. 


2: 
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La portion de la tangente qui ést interceptée entre le point de 
contact et OX est RENte lonqueur de la tangente (TP,) et sa pro- 
jection sur l'axe des + est appelée lonqueur de la sous-tangente (TM). 
… De même, nous avons la longueur de la normale (P,N) et la RD 
‘de la sous-normale (MN). | | 


Dans le triangle TPM (/9. 26), = par suite (®) : S 
(3) = TM—= du A 6 cE es longueur de la sous-tangente. 

. 187 He 
Dans le triangle MPIN (Zg. 26), te — ps par e suite). 


(4 MN MP tee = y, cs — longueur de la PR Le 
X, 


La longueur de la tangente (TP,) et la longueur de la normale 
(P.N) peuvent être trouvées directement d’après la figure, chacune | 
d'elles étant lhy poténuse d’un triangle poule dont on connait les 
deux côtés. Ainsi, A 

L 
à 
| 


f 


REA 


(s) = Yi +. 4 +1 — longueur de la tangente. E 


PN=V MP, MN ete y} + mg) | A 


(6) | A VE À + Ce nY= sue longueur. de la normale. | 


Nous conseillons au lecteur d'obtenir les Jongueurs de la tangente 
et de la normale directement d’après la figure, plutôt que de faire 
usage des formules (5) et (6). 

Quand la longueur de la sous-tangente ou dE la: sous-normale en 
un point d’une tte est déterminée, la tangente et la normale peu-, 
vent être construites facilement. à 


- 
“ 


. (© Si la sous-tangente est située à droite de T, nous la considérons comme positive ; Si elle est - 
située à gauche, commenégative. , 


(*) Si la sous-normale est situëe à droite de M, nous la TEL on comme positive ; si elle est. 
située à gauche, comme négative. 


‘APPLICATIONS SIMPLES DE LA DÉRIVÉE 
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M + EXEMPLES 


54 Trouver les équations de la tangente et de la normale, les longueurs de la 

- sous-tangente, de la sous-normale, ‘de la langente et de la normale au point 

= bi a) de la cissoïde a re 

14 PR _ 

+ CA 3 h 3aL? — %° 
S tion. x | Re ne 

. É 24 | dx y(2a — 2. 


ET. 


D | Dé dy °- 34 — a | 
à r uite, ER 9 Es Ï / 
: u es laut se at — ap pente de la tangente 


La substitution dans (1) donne 

y — 2x — a, équation de la tangente. 
La substitution dans (2) donne 
.  * y +x—3a, équation de la normale. 
La SAUIUMER dans (3) donne 


TM +  — Jongueur de la sous-{angente. 


je | La substitution dans (4) donne 


MN —9%a— longueur de la sous- -normale. 
 Ona FRERE 


€ PM — . + CMP — ET — . - Jongueur de la Ro nelE 

# C2: Trouver les équations de la tangente et de la normale à lellipse 

ne s 5 2? + y? — Dry — x —0 

“aux Je où r= OR Rép. A(1,0), 2y=æ—1, y+2r —2. 
GES . AU), y=zr+i, y+ Ir 53. 


273. Trouver les tions de la tangente et de la normale, les longueurs de la 
Bous-tangente et de la sous-normale au point (x,, y,) du cercle + y —=7r? (0. 
424 


Rép. æit + y = Tr, Ty —Yt—=0,  — L, Le 

$ L 
Es bd: IMontrer que la sous-tangente à la parabole y? — 4pr est divisée en deux 
| parties égales par le sommet et que la sous-normale est constante et égale à 2. 


ne 5. Trouver l'é équation de la tangente au point (x,, y) de lellipse _. + Le ES 


Rép. re Mens £ 


PDAs les oo 3 et à, le lecteur devra observer que si noûs faisons abstraction des indices 
da ans les Pos es He elles se réduisent aux courbes elles-mêmes. 


_ 


D DE re D Nr HE TE ie a UE D A ie 2 db Qi 


F le FOUR EL PE Eee 
Ky - » . = o A arte 


PA ‘ En a 
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3 
6. Trouver les équations de la-tangente et de la normale à la courbe y — LS 
au point où æ — 24. ka? + x? 

Rép. + Iy—4a, y—Ix— je 


7. Démontrer qu’en un point quelconque de la chainette y — _ re e— +) 


les longueurs de la sous-normale et de la normale sont respectivement 


8. Trouver les équations de la tangente et de la normale, les longueurs de la” 
sous-tangente et de Ja sous-nor male à à ‘chacune des courbes ci-après aux points . 
qui sont indiqués : | 


(a) y = x? au point (3, à); © (e) y—=9— x? au point (— 8, 0); 

(b) y? = 4x au point (9, — 6); (f) x? = 6y au point où x——6; 

(c) æ? + 5y? — 14 au point où y—1; . (g) 2?—xy+Ix— 9—0 au point(3,2); 
(d) 2? + y? = 95 au point (—3, — 4); (h) 2x? — y? — 14 au point (3, — 2). 


9. Démontrer que la longueur de la sous-tangente à y — a” est constante et” 


égale à © 
log a 
.. 40. Trouver l'équation de la tangente à Ja parabole y? — 20% qui fait un angle 
de 45° avec l'axe des x. Rép. y =? +5. 


NoTE. — Trouver d’abord le point de contact par la méthode de l'exemple 1, (d), p. 82. 


411. Trouver les équations des tangentes au cercle 2? + y? — 52 qui sont paral- 
lèles à la ligne 2x + 3y — 6. . Rép. 2x + 3y + 26—0. 


42. Trouvér les équations des tangentes à l’hyperbole 4x? — 9y? + 36 — 0 qui 
sont perpendiculaires à la ligne 2y + 5x — 10. Rép. 2% — 5y+8—0. 


43. Montrer que dans l’hyperbole équilatère 2xy — a? l'aire du triangle formé. 
par une, tangente et les axes de coordonnées est constante et égale à 4°. 


44. Trouver les équations des tangenteset des normales à la courbe y? —2x°?— 1? 
aux points où æ — 1. Rép. A(,1), 2y= x +1, y + Ir —3. ; 
AC, — 1), 2y= — x —A, y 22 = —3, 

4 ke Lo 
45. Montrer que la somme des parties de la tangente à la parabole z? + y? —a? 
interceptées sur les axes de coordonnées est constante et égale à a. 


46. Trouver l'équation de la tangente à la courbe TUE + y) = at — y) à 
l’origine. | Ô Rép.:y =2 
+ 2 2 À : 
17: Montrer que pour l’hypocycloïde #3 + y = a? la: portion de la tangente 
comprise entre les axes de coordonnées est constante et égale à a. 


18. Montrer que la courbe y — ae° a une sous-tangente constante. 


66. Équations paramétriques d’une courbe. — Soit l'équation 
d’une courbe 


(A) Fr y): 
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…_ Si æ.est donnée comme fonction d’une troisième variable, { par 
é exemple, qu'on appelle paramètre, en vertu de (A), y est également 

une fonction de £ et la même relation fonctionnelle (A) entre x et y 
peut généralement être exprimée au moven 
d'équations de la forme 


(B) | (æ 10) 


y =: 0 

“4 chaque valeur de # donnant une valeur de x 
le et une valeur de y. Les équations (B) sont 
à M à appelées les équations paramétriques de la 


\ 


courbe. Si nous éliminons # entre les équations 
_(B). il est évident que la relation (A) LE en résulter. Par exemple, 
: prenons. out du cercle 


apr, où “y 2 
MAO =". | E— 
Dans ces conditions, . 


F.COS:i:- 


y—=?T Sin 4, 


: Per Lres ds oh béé à: > st 


4 et nous avons 

* | 

à | | CARS MACOS L 

x Ag 2 * 

D (CO) NPA ee 

Er : (y=7rsMmé, 

es 

| comme équations paramétriques du cercle dans la figure 28, 4 étant 
4 le paramètre. | 

2 

‘ss Si nous éliminons f entre les équations (C), en élevant au carré et 
4 en additionnant les résultats, nous avons 
ne k | 

= Er + y —=r (cos é+ sin”) — 7”, 


Ke qui est l'équation du cérele en coordonnées rectangulaires. Il est évi- 

dent que si £ varie de 0 à 2x, le point P(x, y) ReCrie une circonfé- 
_rence complète. 

- Au S 71, nous discuterons le mouvement d’un point P, mouvement 

“qui est défini par des équations telles que. 


> ; y #0. 


À que nous Rip orons les équations paramétriques du trajet parcouru, 4 
% 


A 
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le temps { étant le paramètre. Ainsi dans lex. 2, p. 105, nous voyons 
que $ + Ce. 
L'EV) COS ET; | | 


ee D 9Ë + us sin CELA 


sont, en effet, les équations de la trajéctoire d’un projectile, Le temps à 


L4 


étant le paramètre. L’élimination de { donne léquation rectangulaire 


de la tr ajectoire | | ; | SFR 
: #7 9 | = À re 
y=XIg 2 ee de s 
204 COS" x a ; 


Puise d’après (B), y est donnée comme fonction de Let {comme 1 
fonction de +, nous avons | 4 


dy _dy. dt 


# l'après XXV ON 
dæ dt dx RÉPÉRE 0 


— RE 
rs se FPE 

c'est-à-dire | , | 
RE dy a É SES 5 
| dy __ dt __®(t) | ir Ent TON 
(D) ré mo TOŸ ÿ 0 | 
dt 4 


Par suite, si les équations paramétriques d’une courbe sont données. 


_ nous pourrons trouver les équations de la tangente et de la normale, 


les longueurs de la sous-langente et de la sous-normale en un point 1 


” 


donné de la courbe, en trouvant d’ abord la valeur de cu en ce point, 
dx hi 


d’après (D) et ensuile en substituant “ les formules s (1). @» GB). 
(4) du dernier paragraphe. REC nÉ Das S 


Eure L — Trouver les équations de la langente et de la normale, les’ 1on : 
gueurs des sous-tangentes et sous-normales à P cie | 


: "(T—acose, | CE | à 

Œ) ae 

| dy —bsingC) 1270) 
au point où + = 5 ee RS 


(*) Traçons comme dans la figure 29, les cercles auxiliaires principal et secondaire de l'el- 2 


lipse. » "0 
% Al 
e 
N. 
LA 
à hu 
1 
a P, Le 
{2 
A # 
7 fs , 
E De. 
: 1 068 
à É 1 À 
& | 
CRT. 4 
| a < 
+ ‘ ? 4 A 7 ! À 


2 SEXE É s M, S # LS + Ë 3 st * Fe PAT 
| = > Aa af 4 Ÿ = Co Mo y a ASE À + 
de & di fe Nine : 
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: Fe he 0 cos 9 o rs 

>; 4, UE ne asins: = pente FRS un point quelconque. 
“En à substituant p— dans les équations données (E), nous abtenoris ( : 
| 2 


À comme point de contact. Par suite, de 


, X 


dyi — SE 
RE € 7 PE a 


: ce + ay — -/2 ab, équation de la tangente. 
En substituant dans (2), p. 85, nous avons 


CES 


| QE by) — a? — b?, équation de la te 
_ En a substituant dans (3) “ (4), p. 86, nous obtenons 


s 6 = en = longueur de la sous-normale 
ns ES A ) Æ Ce longueur de la or 


Po & = a(0 — sin 0), - 
# yat — cos 6), 


X N 
.- OU, Æ — COS » et Y — sin @. 
a b 
Élevons maintenant au carré et additionnons, nous obte- 
nons 


"2 2. 4 = cos? 9 + sin?e — 1, 


sf: 4%, D? 
À Pr, a : qui est l'équation de l’ellipse en coordonnées rectangu- 
Fig 20. LC: laires. 
- ch 0 + est quelquefois appelé l’angle excentrique de l’ellipse 
Een au point P. 


La trajoctoire décrite par un point de la civeonterence d’un cercle qui roule sans frottement 


è EXEMPLE A — Étant donnée l'équation de la cycloïde (*) sous la forme para- 


ES 
/) Par les deux points B et C sur le même rayon, traçons 


7 à des lignes parallèles aux axes de coordonnées. Ces lignes 
se coupent en ur point P(æ, y) sur l’ellipse, parce que l 
\ ._. _ æ=0A=0Bcose—=acose 
/\ et y = AP =OD=OCsine—bsins 
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9 étant le paramètre variable, trouver les longueurs de la sous-tangente, de. 


er 


Ja sous-normale, de la tangente et de la normale au point où 0 = 
Solution. Eve a(i — cos 0), dy — a sin 6. 
do do 


En substituant dans (D), p. 90, il vient 


2 


“02% %7 


h 


LA 


dy _ sinÿ 
d&æ. A1—cos0 


— pente en un point quelconque. 


Puisque 8— ©, Je point de contact est (2% — a, a et “Hi, 
9 9 dr, 


En substituant dans (3), (4), (5) et (6) du dernier paragraphe, nous obtenons : : 
longueur de la sous-tangente — a; longueur de la sous-normale — 4, 
longueur de la tangente — ay9, longueur de la normale — aÿ/2. Rép. 


EXEMPLES 


Trouver les équations de la tangente et de la normale, les longueurs de la 


sous-tangente et de la sous-normale à chacune des courbes ci-après, au point 


7 es £ 
Ï . \! ' 
PONS OP NP RES D EN CPE EP ER PE AS EP 


indiqué : | 

Tangente Normale S:-t9. S.-n!° 
AR OU A: D Ip A0 Br y VENU RIRES 
2. t—t, y— ti; t—), 192—y—10—0; v+12y—98—0, 2, 96. A 
BSD ty = 09 td: 3m —0ÿ 10; rt We-B D 200 

4. 2 — et, yet: t—0. T+Iy—h—0, Iv—y—5—0,, —92, —À 
5, x—sint, y—=cos dt; t—T. 2y+4r—3—0, 4y— Ir —1—0, — 5 —1. 
6. v—1—t,y—#%;1t—=3. Dr y—=P it A, 4 
LL Ta=3t,y—=6t-#;1<0. A0. 2—2—1,y—30; 11. Ne 
: 8. Re td | 11. %= COS , y=sinY; = : 


sur une ligne droite fixe a reçu le nom de cycloïde. Soit a le rayon du cercle roulant, P le point 
qui engendre la courbe et M le point 
de contact avec la ligne fixe OX qui 
est appelée la base (fig. 30). Si l’arc 
PM = OM en longueur, P viendra 
en O si le cercle roule vers la gau- 
che. Nous avons, en désignant l’an- 
gle PCM par 6, 


æ=OM—NM=a—asins LM i 
— a(ÿ— sin 8), 
y=PN=MC—-AC 
— a — a cos 8 — a(i — cos 6); 


ce sont les équations paramétriques 
de la cycloïde, l’angle 6, dont le cei- 
Fig. 30. cle roulant tourne, étant le para- 
Bree mêtre. OD —2xra s'appelle la base 
, d'un arc de la cycloïde et le point 
V s'appelle le sommet. En éliminant 4, nous obtenons l'équation en coordonnées rectangulaires 


D'NGAEC cos( >) V2ay — y? =: 
a 
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4 1 # > 


42. 2 3e-4 y dt: t=0. s 14, = 24cost, y —3sint; is 
48. Done y =2cost; (= TZ. 45, æ =log(t+92), y=t:t 


Dans. les courbes suivantes, trouver les longueurs (a) de la sous- -tangente, 
- (ide la sous- -normale, (e) de la langente, (d) de la normale en un point quel- 


| conque: S 
"e 46. Courbe | fade tn t), 

D Are y—=a(Sinét—tcos 6). je 

MO 27. Out, Œytgé (=, (@ 41 

DR - , sin cos { 

A7. H oc cloïde astroïdey | © — 44 COS” i, 

Ke. yo ! ( ) y = 4a sin? {. 

+ - Rép. (a) — ycotgt, (b) —ytgt, (ec) —? Dans 
LR p a ycolgé, (b) NO @ 
“#4 48. Cercle ant Fr Ce 
É EEE lyr sin 
_ Cardioidé . {e=a@cost— cos 2) 

7 MS ly — a(2 sin é — sin 26). 

158 3t 

re Mens 

… 20. Folium de Descartes op 

= À Y —-—> 

De E 148 

_ 5 FERRER x = cost, 

24. Spirale hyperbolique è 
 ÉTGRTES ES y= sin : 


= : - " - \ 


d’une courbe et la tangente à la courbe 
en ce point. — Soit s—/(0) l'équation 
d’une courbe en coordonnées polaires. 

Soit P un point fixe quelconque (+, 6) de la 
courbe (fig. 31). Si 5, que nous supposons 


ones par Q . point (o + A0, 6+ A6). Menons PR RÉRBÉGENRS 


laire à 0Q.. 

2e 00 = + | PR —; sin AG et DH A6, 
Me PR TRI sin Aÿ 

Mrs rit Lx Reste ns 
er s 0 ser RO: 0020 OR pH Ae— 0 cos A6 


«1 


Dur. Angle formé par le rayon vecteur mené par un point 


être la variable indépendante. prend un ac- 
| croisement | A5, 2 prendra un accroissement correspondant 'As. 


4 Désienons par langle formé par le rayon vecteur OP et la 


4 ES SP ALI RES TRES 
ri 2 À a à, F et. CR ELTE tes è k $ ES " a 
, à | # a he à - KA 4 4 s +" 4 | | 4 Pe4 ' 2 r, ; 
DUR 04 re GALGUL. DIFPÉRENTIEL. SP En ns LS 
' ï tangente PT. Si, maintenant, nous Fées tendre A6 vers #60: 


Fe, k +74 


: (a) le point Q tendra à se ohfoi dre avec le point Pi Ver 

: 4 (b) la sécante PQ tendra vers la tangente PT comme position 

limite ; | 
(ce) l'angle PQR tendra vers % comme > limite. Je 
Par suite, | | DRE AP RE, 


Le 
3 
a 
, 
" 
; 


mi sin A6 
2 far 
; _— limite  esmA6 FF 4 
12 Fig. 32. ie | TR sin? + A 54 
À | — [Puisque d'aprés ÉD) D RAA ES tue int. PAS 
i | | | | ; &. « 


Ne. | 125 QÉSIN AN 


ne ir dE limite DE RAD re | LT ee 


Ne Ar À 
A 02 
ns + 
æ 


De | Püisque las (&)= . et jp, (it) 0 et aussi, 


> 3 ; limite (sin A6 RE ñ 
ÉLÉRESS ART Ve : fimite - Se Pass AT 
"Res  A6=0 xp =: «d'après $ 22, p. 23, 


nous avons | 
‘10e ss | pis, RE 
: À ge tue M F2. 
Do, Si or 0 
4 dB 
+ LÉr-AN apres le triangle OPT, nous avons S 
OCR 


Ayant trouvé ,.nous pouvons te trouver tg7, c’est-à-dire la 


ou, puisque, d'après (B). - 


to 0 + t . 710 
Trente 00 


æ 
+ 


x: ous pouvons caleuler ts » d’après So et substituer dans la formule 
HP tg8—+tgp. 
1 — tg8tg 


RAP 
+ | Exmme LE — - Trouver + et + dans la cardioide eo — a(i — cos). Trouver éga- 


ha si Lie, 
277,4 HR 2 


re 


d 01 
RS LES 


pente. de la Enter — ty ee 


r4 


nn % 


S- 


L 
{ 4 * 
Ÿ + 
QU 2 RARES . “or « 
Ge: PSE et NAS du nt CE DES 


PL 
LAS 


lement Ja pente en ô— = ; 
2% D 


| Solution. e— a sin 0. Ré substitution dans (A) donne 


LATE da sin? 
__a(i — cos 0) PR 
a sin (} 


CP y 


e|s 


12 


nt 3 4 D'après 39, p. 2 et 37, p. 2? 


w|e 
" 


ab 


Sr FT 252 


Je 


D 
ce 
3 


tg Ÿ — re ir _ Réponse. 


% * . 2 , 
dites de Ms 
IT ar: û 


2 À 
[A 


Î 
? 
+ 
(Le) 
da 
__ 
(ee 
Se 
‘ 
Des d: L en A À 
AP à SN RES + Es 


ones 13 | 6 Réponse. 


Réponse. 


«Pour poue l’angle d’intersection 4 de deux courbes G et C’ dont 
u les équations sont données en coordon- 
nées polaires, nous pouvons procéder 
comme il suit (Ag. 33): 


_ an gle LP angle OPT 28 angle OPT. 


N “ “ 
NT CE D TRS Re 
DE AOES PPS ASP PRE 


IR {- 
en: NT 
NS LE CU ie À 2 


AE N 
Eyes 


ADS Le TN: 


ER 


NÉE PA EN me 
Par suite, 


@) : qe 


a) 


tg p'— tg 

A+ tg y ig ge | 

X où tg ’ et tg y sont calculées d’après (A) 
pour chacune des deux courbes et éva- 
luées en fonction du point d’intersection. 


ve 
nt 


<% 


— Trouver l'angle d’intersection des courbes 9 — a sin-2), 


À NE en Pa Le DE Pan S 
DéEt re 2 sx: HENORE CR rs 
& 1e, e 
“ Se 2 UT DE UE 
< PES - à À 
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Solution. En résolvant les-deux équations simultanément, nous obtenons au ‘4 
ei point d'intersection : 


LT | ty 20— 1, 2— 450, 0—9221. 


le 


p De l'équation de la première Due nous obtenons en faisant application 
de Le te 4! — ENS car nr | 


= Hu 20 mt car ee 
Substituant dans (D) 
» 1 | A 
= es + Fe , , , ‘4 
tg ? — 2; et ?—arctgs. Réponse. 
Dr: 


68. DOnPAEUrS de la sous-tangente polaire et de la sous- 
normale polaire. — Traçons une ligne NT passant 


N .3 
par l’origine et perpendiculaire au rayon vecteur du < 
. point P de la courbe (fig. 34). Si PT est la tangente_ 
Pet PN la normale à la courbe au point P, 
O X : 21 
OT — /onqueur de la sous-tangente polarre, 
et. ON — longueur de la sous-normale polaire 
de la courbe au point P. 
E R j 4 À ; « Æ "3 
RS Pa dE Dans le triangle OPT, 188% — Des consér. x 
a rt quent, | RENE 
* 3 AY pie 0 —p: “° — longueur de la sous-tangente polaire(*). « 
Dans le triangle OPN, ter Nr Par conséquent. 
(8). ON + ee =? longueur de la sous- normale polaire. 
| eu | 


2 


La longueur de la nt polaire (PT) € el la lon gueur Fe la À 
normale polaire (PN) peuvent être trouvées d’après la figure, chacune 
d'elles étant lhy poténuse d’un triangle rectangle. 


EXEMPLE IH. _— Trouver les longueurs de la sous- -langente et de la SsoUs- normale | 
à la lemniscate g? — a? cos 26. 


(*) Quand 6 croît avec e, 67 est positif et est un angle aigu comme dans la figure 34. La sous- 4 
de da 
PE tangente OT est alors popiive ä mesurée à la droite d’un observateur placé en O et regardant 
es dans la direction OP. Quand 2 d est négatif, La sous- tangente est négative et mesurée à Ja gauche à 


de l’observateur. L 


AL 4 


= — da sin 2, 


10 | ; 

k de ___ a?sin % Ç 7 | da 

i da. à 2 5 1 
DB substituant dans (D) et (8) nous obtenons 3 
\FTENESS longueur de la sous-langente polaire — tar À 
MES | _ æsin 20 ‘4 

: | a? sin 20 é 


nc: L W longuèur de la sous-normale polaire = — 
40 RE : o 
x 4 Ne 


t 


Le 
ACT 


DST nous désirons exprimer les résultats en fonction de 0, il suffit de trouver o 

en fonction de 0 d’après l'équation donnée et de substituer. Ainsi, de l'équation 
a lemniscate donnée Ci- dessus, nous tirons , | We 
$C | pi = + ay/cos 94: | Se & ui 


r conséquent, la longueur de la sous-tangenté polaire = + a cotg 20 V/cos 26. 


EXEMPLES SE FLE TR 
Da. Dans le cercle 9 — r sin 0, trouver 4 et r en fonction de 4. | : 1 ES 
CES Réponse. V0: 7" 90; Ge 


K'2. Dans la RAP Oers e — a Sec? &, montrer que 7 +=. 


L 72 #0 


Dans la courbe dre a?cos 2, montrer que 20 — x + 44. 


Ko 


4. Montrer que , est constant dans la spirale logarithmique 5 —es. Comme 
tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur, cette courbe est appelée 
irale équiangle. 


k ne Étant donnée la courbe pb — a sin? _. démontrer que r = 44. 


Ë j 6: “Montrer que tg®—0 dans la Its d’Archimède 5 — a. Trouver les mi 
va deurs dev quandô—9%ret4r. Rép. 4 — 80° oT' et 85°27/. Ë 


ÿ ‘Trouver l'angle formé par la ligne droite p cos 0 — 2a et le cercle e— 54 sin 0, 
LES 
Rép. arc lg - _ 


s La droits, » | 2 à 


D 


4 74 Trouver l'angle d’intersection de e —asin 0 et o — a sin 2. 
Réponse : A l’origine 0° ; aux deux autres points arc (g 3/3 ‘ 


40. Trouver les pentes des courbes ci-après aux points désignés : DE 
da: 7 , 


ü # Fe a(t — cos 0). AR + “Rép. —1. 
| (b) 5 — asec”. o — 24. a ER | 


#(c): e=asin 40. origine. R 0,4, 0, —1.. | 
pe _@) pa? sin 40, origine. . | 0,1, ©,—1, : L'AARENNES 


va 


: Graxviutr, Caleul diff. etint. RER TS 7 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 


(e)  p — a sin 30. 


0, V3, ru V3- 


origine. 

(f) p—=a cos 3l. origine. 

(g) e — a cos 2. origine. 

(h) © —= a sin 1%. ET 

(i)_ p = a sin 30, = TZ. 

à | S 6 : 

(7 ke. al. n (| Er Es à 

() p ÿ 

(A) eo — a. (=+ 

() p—e. RE 0: ‘ 


41. Démontrer que la spirale d'Archimède e — ai # la spirale réciproque» 


1 
Î 


pe ï se coupent à angles droits. 


12. Trouver l'angle formé par la parabole o— a sec À et la ligne DU 1 
e sin 0 — 24. 2 v 

Rép. 430. 

43. Montrer que les deux cardioïdes pe = a(l + cos 0) et 6 — a — COS ne se 

coupent à angles droits. ; 


14. Trouver les longueurs de la sous-tangente, de la sous-normale, de la tan 
gente et de la normale dans la spirale d’ Archimède D =U0: ; 


4 


Rén# Sous AS ts ya + 


SOUs-NOrmM.— 4, norm. pe: 


Le lecteur remarquera que la AURA AES est constante. 4 
45. Trouver les longueurs de la sous-tangente, de la sous- AOTRRIES de la tan 
gente et de la normale dans {a spirale logarithmique DEAR $ 


Rép. Sous-tg =, gp / 1455 
log a $ : dog? a 


sSoUusS-norm. — e log a, norm. — V1 + log? a. 4 


Quand a—e, nous remarquons que sous-tg — sous-norm, et que tg— norm \ 


16. Trouver les angles formés par les courbes 9 — a(1+ cos 0), e—b(1 — cos D. 
| ee : Rép. () tea é 
A1 Montrer que la spirale g = a à une sous- tangente constante. 4 


# 


N- 
#4 
”. 
1 
à 


48. Montrer que les hyperboles équilatères | p? sin 20 — 4°, : 6? cos 20 — b?.$ e 
coupent à angles droits. LP EEE 


69. Résolution de équations onet des racines multiples. 
__ Toute racine qui se présente plus d’une fois dans une équatiôn. 
est appelée une racine multiple. Ainsi, 3, 5, 3, 20 sont les racines de 


(A) D Ta + 9 0x = 54 = 0; 


ji ins nb -2e PS «ia frs PE À « = È Le ag 
nr Lan Le A + \ ‘ Ë ke ps 
i SPREEAN., te + 
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pa suite, 3 est une racine multiple se présen tant trois fois. 

_E videmment. on peut également écrire (A) sous la forme 

À | (x — 3} (x +2) — 0. S 

M. A0 L fx) désignant une fonction rationnelle entière de x ayant une 
_ #28 

ine multiple a et supposons que cette racine se présente 7x fois. 

el pau ons s alors écrire 


| f&)=@— à)" (x), 
5 est le produit des facteurs correspondant à toutes les racines 
0 différentes de a. Différentions (B), 


TE (æ)= (@— a)" (x) + s(x)m(x— a)", 


(O, f—G— a) Ur —a}/(2) ex), 

D séquent. f'(æ) contient le facteur x — à répété m—1 fois 
é -eb pas davantage, c’est-à-dire que le plus grand commun diviseur 
AP. G. C. D) de fe) et de f(x) a m —1 racines égales à à. 

Dans le cas où /(x) a une seconde racine multiple 4 se présentant 
_» fois. il est évident que le P. G. C. D. contiendra également le fac- 
teur (æ — 0)" et ainsi de suite pour un nombre Ro de raci- 
nes multiples différentes, chacune se RSR une fois de plus dans 
fx) que dans le P. G. C. D. 

Nous pouvons alors énoncer comme il suit une règle pour trou- 
DE les racines multiples d'une équation /{æ) — 0. 


x He opération. — Trouver f(x). 

Lo opération. — Trouver le P. G. C. D. de f(x) et de f(x). 

k .æ opération. — Trouver les racines du P. G. C. D. Chaque racine 
(R différente du P. G. C. D. se présentera une fois de plus dans f(x) 
à ue dans le P.G. C. D. 


… S'il arrive que le P. G. C. D. ne contienne pas æ, c’est qu'alors 
| F (CO n'a pas de racines multiples et le procédé ci-dessus n’est d'aucun 
secours dans la résolution de l équation, mais 1l peut être intéressant de 


savoir que l'équation n’a pas de racines égales, c'est-à-dire multiples. 
|", 
5 | Exewpux L — Résoudre l'équation 25 — 8x? + 127 — 6— 0. 
: Solution. Posons  f(œ) = 28 — 8x? + 13x — 6. 

ner opération. 1 FCx)— 32? — 167 +18. , 

2e. opération. P.G.C.D.—x—1. 

Que Do uer TE ee TRE ES © 


14 DNS 


facteur. La division de x%— 8x? + 13æ — 6 par (x — 1)? donne pour quotient le 
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L] 


Puisque 1 se présente une fois comme racine dans le P. G. C. D., il se présen: ; 
tera deux fois dans l'équation donnée, c’est-à-dire que (x —1}Ÿ appar aitra comme 


facteur unique (x — 6) dont la racine est 6. Les racines de notre équation sont 


donc 1, 1, 6. En traçant le graphique de la fonction, nous voyons que pour la 
racine double x — 4, le graphique touche l’axe OX, mais ne le traverse pas(*). 


EXEMPLES 


Résoudre les dix premières équations par la méthode indiquée dans-ce para. 


craphe : | «1 
1. 2 — Ta +16 — 1920, | | Rép. 9,9, 8. ù 
2. tt— 67 —87—3—=0. . ë —1,—1,— 1,3. L. 
8. dt — Ta + 9x? + 2x — 54 — (. 3, 3, es 9 
4. xt — Ba — 9x? + 81% — 108 — 0. 3; 3,3, — À. 

G'iméce Das dx 9r + 16 — 0; 1,1, —4,— 4. 

6. ct — On + 9322 — 3% — 36 — (0. 8,3, — 1,4. 

7. ti — 6x + 107? — 8 — 0. | 2,9, 1 +43. 

8.2 rt OX Tr -D8r LA — —1,—1,—1,9,2. 

9. 5 — 152 + 107? + 60% — 72 — 0. 2,2,9,:— 3, — 3. 

10. m5 — 3mt — By + 13224 Dr +100. LT, 4,3 EVA 


Montrer que les quatre équations ci-après n'ont pas de racines multiples: 
(égales) : 


A4. 25 929% — 48 — 0. 

42. œt — 152? — 107 + 24 — 0. 

43. cui — 345 — 6x7? + 4x + 12 — 0. a 

44. 2 — at =(. | | à 

45. Montrer que la condition pour que l'équation 

2 + 3q& + r = 0 

ait une racine double est 49° + r2 = 0. LATE HER \. 

16. Montrer que la condition “ que ji FAN RUTe 

| 23 + px? + r- 

ait une racine double est r»(4p° + $ = D 


70. Applications de la dérivée en mécanique. 
Ü \ à 1. . fr 4 
Vitesse. Mouvement rectiligne. Considérons le ? 
, \ 4 

j (*) Puisque la première dérivée s’annule pour chaque racine multiple, 
Fie. 35 il en résulte que l'axe des æ est tangent au graphique en tous les po 
NE qui correspondent aux racines multiples. Quand une racine multiple se 


présente un nombre pair de fois, le graphique ne coupe pas l’axe des zen 
ce point (fig. 35); si elle se PECSERE ur nombre impair de fois, le sauiaue coupe l’axe des à LE ë. 


&. 
LE 
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5e d'un point P sur la ligne droite AB (Ag. 36). Soit s la 
dis! tance mesurée d'un point fixe tel que À à une position quelconque 


LENS He ES de P, el soit / le lemps écoulé 
| ANA RE E 5 OP ENt A chaque valeur 

| Ne M Le de { correspond une position de P 
nr Le | et, par suite, une distance (ou 


pr) ER Par conséquent, $ est une fonction de £et nous pouvons 


Se HOË 
_— faisons prendre à {un accroissement A/; s prend alors 
a accroissement As (*), et | 


— la vitesse mouenne x. 


P pendant l'intervalle de temps Ar. Si P se déplace ne 
_ ment uniforme, le rapport ci-dessus aura la mêmie valeur pour chaque 
intervalle de temps et représentera la vitesse à un instant quelconque. 
_ Dans le cas général d’un mouvement quelconque, uniforme ou 
+ nous eos la vetesse (coefficient différentiel de s par rapport 
Ron) à un instant quelconque comme étant la hmite du rapport 


tt 


\, quand a tend vers Zéro, ©'est-à- dire 


Lt aile As 
APE 


__ds 
dE 


pe 


Pour montrer que cette définition s'accorde avec la conception que 
d. 
us avons déjà de F vitesse, cherchons la vitesse d’un corps qui 


b EE reent dans le Side au voisinage de la Le de la terre suit 
| approximativement la loi suivante : 


TRS ; rs sir 


{ 


| La as tant l'espace (ou distance) PAQUET BÉUATEE le temps At. 


nn "> =" 
mn", £ _ 

: Re. , VE Le 
à Fe 


_ 


D ed 


ë< 
SX. 
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où s— l’espace de chute en mètres, {= le temps en Socbnde Anpli- 
quons la fiègle générale, p. 33, à (B). 7 


- 


1" opération. n 
s+ As = 4,91(6+ Al) — 4,918 49,897. At +4 1.91(A0. ‘+ 

2° opération. As — 9,82€. At+ 4 da ‘+ 
3° opération. = — 9,824 + 4,91A7— vitesse mo yenne pendant 
l'intervalle de temps At. | i | 
Pr t—2, il vient | “ 


(C) à — 19,644, MA vitesse moyenne pendant l intervalle 3 
de temps At après deux secondes de chute. 


Notre notion de la vitesse nous avertit tout de suite que (C) ne. 
nous donne pas la vitesse réelle au bout de deux secondes; cam 


même si nous prenons At très petit, par exemple Rs ou PR. de 


100 1000 
seconde, (CG) ne donnera encore que la vitesse moyenne pendant : le. 
petit intervalle de temps correspondant. Ce que nous devons entendre 
par « vitesse au bout de deux secondes » est /a limite de la vitesse: 
moyenne quand At tend vers zéro ; c'est-à-dire que la vitesse au bout 
de deux secondes est, d’après (C), 19,64 mètres par seconde, ce qué 
_nous exprimons par la notation | NS 


limite Fe) — 19,64 mètres par seconde. | 


 Ereesr 


CRAY em à 


L'exemple ci-dessus éclaire bien la notion de valeur limite. Lé 
lecteur devra bien se pénétrer de cette-idée qu’une valeur limite este 
une valeur définie, fixe, et non quelque chose qui est seulement, 
approché. Observons qu'il n’est fait aucune hypothèse sur la petitesse 
de 1,91 Ar et que c’est seulement la valeur limite de : 


149,64 + 4,91 A7, 


+ 
= LA 
\ FR 
LA RAT 


quand Af tend vers zéro, qu'il nous importe d connaitre. Cette vaoll 
est eæactement 19,64. 250 


r- 


71. Vitesses composantes. Mouvement curviligne. — Les 
. coordonnées + et d’un point P se déplaçant dans le plan XY sont 


m èp de A équations, + 
0 00 


4 les A ae paramétriques de la RP (voir $ 


\ 


ca 


Fe 
qui 


Le 


de la projection M de P; C’est, par conséquent, le coefficient rent 


> 66, 


placé par æ, nous obtenons 

BE ed 
je dt. 
< ne Nous. obtenons de la même facon la composante verticale ou coeffi- 
| ent différentiel de y par rapport au temps, 
ASE 


Vy — dt 


En Re ruutnt la vitesse et ses composantes par des vecteurs, nous 
ons immédiatement, d'après la figure 37, 


Si e est l'angle que fait la direction de la vitesse avec l’axe des x, 
us avons  d après la ligure, € en utilisant (9), (40), (44), 


Ne ; dy dx dy 

v dt Vx dt v dt 

sin Ru RS et (Qt ox-Mee 
OR “ - à TŒ as gT v: dx 
dt dt dt 


ou | D = yà). 


es ces équations. 
) _ ES de v est celle de la tORBORIES à la trajectoire. 


“ 


“ 


M x 
, : » 2 a 
EN 
L 
Fa 
LE 
AT 
[ “ 
n “ ’ C 
di A 2,2 "* 
PT A vi LL Y » v. ,* 


fi ue tre ' ts “ dr ++. Be us FA sde à 4 ñ : h 2e + _rÿ 
É , Ls De $ 
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a LENS horizontale », de » (%) est la Miteseo le long de OX 


de. a par rapport au temps. Par suite, d après (9), p. 101, sis est rem- 


2.0 ou ‘ \ 
; P(x,y) ; qe o 
Don AUS ds dx dy\° 
nr. à 12 V= — — (= ES ee 
5 | a dé \/ a) dt 
M. se É 10 * | à 
3 Pig. 37 ce qui donne la mesure de la vitesse à un 
M instant quelconque. | 


PE. no) L'équation de la trajectoire” en coordonnées rectangulaires peut être trouvée en éliminant A 3 


A EE A 


Fa ES 


2 
ee. nie: + 


f 


FE LS Ve LA 


re # 
À CR MONT AT 


+ 


: 
ECS MPETE 
CAS TENTE 
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Donnons à / un accroissement A/; » prend un accroissement Av, et} } 


D — l'accélération moyenne de P pendant ATHAETARE de temps At 


t 


Nous définissons 7 rer à un instant quelconque comme 


étant la limite du rapport à = quand At tend vers zéro, 'est-à- dire 


1e A: Ras Hors Av ca LES 
is | TA = 0 Af AE | DR 
Rule, Qu | | j 1100 
% | | CS Mar à 4 

sk 14 QE 


_L'accélération est la dérivée de la vitesse par rapport au temps: 


A à: ni 


73. Accélérations composantes, Mouvement curviligne. — 
Dans les traités de mécanique, on montre que dans le mouvement 
curviligne l'accélération n’est pas, comme la vitesse, dirigée suivant 
la tangénte, mais vers le côté concave de la trajectoire du mouve- 
ment. On peut exprimer ce résultat en fonction d'une composante 
tangentielle a, et d’une composante normale à,, où : 


(44 a) Hat rs 
dt REA 

(R est le rayon de courbure. Voir $ 103.) | à 
L'accélération peut également être exprimée en fonction de com- 1 
posantes parallèles aux axes de la trajectoire du mouvement, En 
suivant le même plan qu'au S:71 pour trouver les vitesses compo » - Q 


santes, nous définirons les accélérations composantes parallèles à 24 
OX et à DAe “4 


(45) | | [04 Frdves 4 AA 


On aura ég ralement 


: A des dv 
A, 46 où — am. Y 
. VE +) 


de qui donne la mesure & labélération à un instant quelconque. 
ji, : EXEMPLES 
“LR 1. On a trouvé par LARDR ER qu’ un corps partant du repos et tombant 


14 5 
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tune vide au voisinage de la surface de la terre suit approximati- 
ve ement Ja loi s— 4,91 &, où s — l’espace (hauteur) en mètres, t—le temps en 
econdes. Trouver la vitesse et l'accélération : 


© à un instant quelconque , (6) à la fin de la première seconde ; (e) à la fin 
Hnnniene seconde. 


A k 1 


+ (A). 3— 2,91 ES 

s. &n Diérentins, cB) = 9,82f, ou, d’après O), 
40 et 

à | v= 9, 82t metres par seconde. 


“ 


QUE À 


| Différentions de nouveau : ‘ 


% Re . à É (EX D 29,82 ou, d’après (1%), 
LAS ” « — 9,82 mètres par (seconde)? 


qui nous montre que l'accélération d’un corps qui tombe est constante ; en- 
Que KérmRes, la vitesse croit de 9,82 mètres par seconde de chute. 


== 9,82 mètres par seconde : 
Les 0. 82 mètres par (seconde? 


1Q) AT trouver v et « à la fin de la cinquième seconde, 


Mans S (B) et (C); 


A “ = 49,10 mètres par seconde ; ” 
Br UN : a —9,82 mètres par (seconde). 
PKR a * j £° En 
2. En négligeant le résistance de l'air, les équalions du mouvement d’un pro-- 
eu. ; jectile sont \ 


»° 4 | 
"| TV COS,  y—vsinp.t—4,9168; 

où », est la vitesse initiale: +, l’angle de projection 
avec l'horizon ; £, le temps en secondes pendant lequel 
le projectile est en lair; æ et y étant mesurés en 
mètres. 


VA CDS DS 
vy = 0, Sin 9 — 9,826. 


- N 


1 170 d'après 2} 


noi Re — 19,646, sin o + 96, 432. 
D'a près a) eL GE) AR 
| ne Ë AA “ Ge Press nn D | de 98 ia — 9:82. 


Trouver la vilesse, r accélération, les JCREES pue 
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‘à  (b) Substituons {= 1, v, — 100, e — 30°, dans ces Fa nous obtenons >4 
FES à 4 1 1 v 
A2 v:— 86,6 mètres par seconde, SAIT | 1 
k #7 ME 40,18 mètres par seconde, bise 2, 9,82 mètres par (seconde); 
# : v — 95,9 mètres s par seconde, a —— 9,82 mètres par (seconde). 
: (C) = are ge = arc tg ARE angle de direction du mouvement avec l'hori- 
: ‘zontale. 86,6 RP DAS LE | 2e 
+ ; 3. Étant données les équations suivantes du mouvement rectiligne, trouver 
4 ; la distance parcourue, la vitesse et l'accélération à F PS indiqué. 
“ (as = RE EE 27 A Rép.°s = 16, 0,290 5 = 10; | A 
; OX su or. 29 s—15,v—8, a —9. 4 
CARE SSP | s= —A3;2= 24;u 07 
* (AY EIRE PRE, | SE I CE 4 Ne 
e (D VAR RTE DERS y Qi 0 a NE à 
5: (F) h = QtE+ AGE ; t — 10. h—1800, v—340,a— 32. 
4 (D) s=9sint;1= 7 v= y, a = 2 0 
À { | a ra AO ra | 
? :(h) y—=acos :t—1. Y= y D=— A — 
} () 8 — et! : RENE SU HSE OU, #7 
(ÿ) son 3 t—9. !: TT DS TAUEENS 
! La (H) 446; 13. ; RE - LR 
D oi y- ose | AS x de. 
x ei id ; 6 : . we A 
. + {m) É t— 9. Ha NUE. À 
. à RATE) US GANT EE ‘ | + 104 
x (o) SE Pier OLES Lx) 
À (p) Mr. be 273 
‘ + 
“ 4. Si on donne à un projectile une vitesse initiale de 200 mètres par ir seconde 
Dar dans une direction faisant un angle de 45° avec l'horizontale, trouver: 
À (a) la vitesse et la direction du mouvement à la fin de la troisième . et de mn 
sixième seconde ; ‘4 
(b) les vitesses composantes aux mêmes instants. 4 
DEN , Les conditions sont les mêmes que dans l'ex. 2. is fes A 
ES Réponses : | AR te: | | M | 
ré ’ LA, 9% RER 
(a) quand {—3, v — 180,3 mètres par seconde, r— a 2° 
' 14,4 454 
es quand t— 6, v — 163,6 mètres RE seconde, T —"arc {g Fe 25 
5 D) quand t—3, te 141,4 mètres par seconde, v, — 111,94 Roue par “sSc0n 
NR quand ‘{ — à — 4141 4 mètres. par seconde, We 82,48 mètres par seconde. 
TPE | : 4< 44 
Éo | 130 
à * | À 
FA \ Se 
fiv 
KE a } n nn 
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5. La hauteur (—5s) en mètres atteinte en £ secondes par un corps projeté 
D lement avec une vitesse de v, mètres par seconde est donnée par la for- 
TS Fa 7 s—vt— 4,946. 


*“ 


| _ Trouver : à (a) je vitesse et l'accélération à un instant quelconque ; et si. 
= — 100 inètres par seconde, trouver la vitesse et l'accélération : (b) au bout de 
_ 2 secondes ; (c) au bout de 15 secondes. La résistance de l’air est négligée. 


MHéD D | (a) Dr, — 9,826, a — 9.82; 
_(b) v= 80,36 mètres par Free en montant, 
Keno ‘89 mètres par (seconde} en descendant : 


G.? v — 47,30 mètres par seconde en descendant, 
:9 ‘82 mètres par (seconde)? en descendant. 


is 


Ï pa 


a 6. Ua boulet de canon est lancé verticalemént avec une vitesse à la sortie ie 


4 _ secondes; @) pendant bien de temps il continuera à s'élever. Les cdi 
_ sont les mêmes que dans l’exemple 5. 


Rép. (a) 98,2 mètres par seconde en montant; (b) 20 secondes. 


; CE Un train ayant quitté une station s’est trouvé après { heures à une distance 
co de s — & + 282 + 34 kilomètres du point de départ. Trouver son accélé- 
| LE (a) è à la fin de t heures; (b) à la fin de 2 heures. 


TR RER * Rép. (a) a —6t+4: (6) x — 16 kilomètres par (heure). 


ge En t heures, un {rain a atteint un point situé à une distance de 
LS ACER Lt 48 AGE, 


_— 


Eiloinètres du point de départ. (a) Trouver sa vitesse ef son accélération. (b) Quand 
ue train s’arrêtera-t-il pour changer la direction de son mouvement? (@) Décrire 
dr mouvement pendant les dix premières heures. 


PÉRREEER ae Rép. (a) v = t — 128 + 894, à — 3? — D4t + 32; 

va & Pa (b) au bout de la quatri ième et de la ter heure ; 
| DR (c) en avant pendant les 4 premières heures ; en arrière 
ne pendant les 4 suivantes ; en avant, de nouveau, 
‘100 QUE * après 8 heures. 


* #0 | Rép. v—0, «— —32 mètres par x Gecondets 

40. es Te elération, étant donné: | : 

he: (@)v=P +4; ES, ur Rép. a —8. 
+ AU": PURE Rs 


di 


nu oi re "Se A HET PRE A GR 


DO ss ce): | | GANIERS 


nr 


à y 


a = /3. L 


+ 2e 
Yo . 


Ta 
ce 


AMEL ES 


£ DA oe ed aie FRE 
4 à : ; Ur ns NLSR 
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| 41. Au bout de £ secondes, un corps a une vitesse de 3e +2 mètres pts 
seconde. Trouver son accélération : (a) en général; (b) au bout de 4 secondes. 


Rép. (a) x —6t+2 mètres par (seconde}?; (b) « — 96 mètres par (seconde? 


“6 | 42. Le Ca ae verticale de la vitesse d’un point au bout de LEouoes est. 


— 91-+ 6 mètres par seconde. : 


Trouver la Re Vériicate de l'accélération (a) à un instant quelconque ; 

(b) au bout de 2 secondes. 

79. à Rép. (a) a, —6t— 2; (b) 10 mètres par (éco 

UE - 43. Lorsqu'un point se meut sur une trajectoire fixe de telle sorte que s —ÿ#. 

montrer que l'accélération est négalive et proportionnelle au cube de la vitesse. 
14. Si l’espace.parcouru est donné par 

+ S ; s—aet + beTt, 


/ 


montrer que l'accélération est toujours égale en grandeur à l'espace parcouru. 
45. Si un point rapporté à des coordonnées r eclangulaires se meut de façon ques 1 
æ—acos t+b et y—asint+ 0, 
montrer que sa vilesse est constante. = 1 
16. Si la trajectoire d’un point mobile est la courbe _: SR 
x= at,” | « 0 
HD SGEN OS tee | L 

montrer : (a) que la composante v, de la vitesse est constante ; (b) que l sccéléra 
tion du point à un instant quelconque.est BPABRE lionnelle à sa distance à l'axe 
des æ.. | | “2 
: ÿ 4 
47. Étant données les équations suivantes du mouvement curviligne, trouver à 


l'instant donné 5, 0,, 0; à, 4, a; la position du point (coordonnées): la direc- … 
tion du mouvement. Trouver également l’équation de la trajectoire en coordon- * 


F nées rectangulaires. ; 4 
FE US Ga)r=r,y=t;t—)2. (9) r—9siné, Vos tr ‘4 
CIRE Riu RTE LS » 20 


1) 0 = SIN y EICO0S 2P3 t— 7 
ÉD RE ES HA EE De (h) 4 a 


ES (Dr—=d,y=E+3; 60 - D RS y EN 
Er (e) D AS Y ER 1 DNA CD LÉ DE lon en ee 
54 (f) æ—asint | LH, (Det, CR EE 
& ; \ % 
Pet n. & \ 
n £ k 

N \ * ne ‘à 


| € 
à CHAPITRE VII 
| /-DIFFÉRENTIATION SUCCESSIVE 


ma Définition des dérivées successives. — Nous avons vu V0 
que la dérivée d’une fonction de æ est en général une fonction de à: * 
Cette nouvelle fonction peut également être différentiée ; dans ce cas 
à dérivée de la dérivée première est appelée dérivée seconde de la 
# fonction primitive : De même, la dérivée de la dérivée seconde est appe-: 2 
| lée Gras Ho tune et ainsi de suite jusqu’ à la dérivée ie RUES Si vs 


| FR \ | y — NRA: 3, * A L Er à 
LS 12, "+ 
PTS à | da A0 \ pa 
TAGS 7 RC SA eh {1 0 62 | Re 

FA A HS ueh f , Se D « # 

FC : At La a À Ne dx da} 

KT ORENS d se dy rar 
PR 72 TT \ | 792%, ete. £ 


PR ie 
bons. Notation. 2 “les symboles des dérivées. successives sont 
R “ha bituellement abrégés ainsi qu’il suit: | 


g de A au, 


TRS x dE d {dy\12 d{dy\ _ d'y 
+ AE : dx É de dx al das” 


LATTES d La y __ d'y FR ET + 
2 de\drr h dx à. ur se 


PR 


ëS = 10) les dérivées successives Sont également Jon par HARAS ‘ 
4 (a Mo : F@, f(x) AC f"(@). RE fx) : | e “à 
p RTS k < 


rh. [11 1, . \ : ta 
LAVER PRET PURE RU Le | TES 


“he je : dé fe # FATCR Ca}, se 5 


pan ne LT 4 4 \ AS je LA x » à x 
ce < #. 4 ÿ &: À PT > # F e rh: sy MER D 

À ” va k | va | ; ? , LE . Dire à L ; ù 

4 l LA 

bic | 
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à: w 2 # 
Pinus 16, Dérivée #°. — Pour certaines fonctions une expression gen ee 
_  rale en fonction de n peut être trouvée pour la dérivée n°. La méthode 

Re habituelle consiste à trouver un certain nombre de dérivées successives, … 


© autant qu'il est nécessaire pour découvrir leur loi de formation, ct 


À 


k d'écrire ensuite, par LHAUCHONS la dérivée °. 
FA que, d'y | 
ai & _ ExePLe IL — - Étant donné y —e thauver Re 
Ru | TA EC” 
sie Solution. PE LE + 11 RP ; ER. 
gi dx | - 
( a | y — qe À È 
; | dr? : 
I: 

dr y — qrelr, Dar CU : 

dx" 3 
de at dr dy 
+ Exeupce IL -— Étant donné y — log x, trouver Fra 
LV dE 
j è É rar 
A. Solution. RE “4 “ * 
Na Ts Fe RER ; 
à y SR 
f " dx? x? : 
FE dy >. 452 à a 
Le das 4 s 
i dy_* 1:9:3 | 
1 è ; VE a 
ts : In NS | à 
À d'y (— A1 (n — 1) Rép. 
ss dar H 0 : E43 
EAN : , 
‘4 : à LL Prior: RARE 
“€ x Exempze I — Etant donné y —sin #, trouver —7. x 
“ae UT UF qe : 
ae : 
Dee .. Solution. du —= COS E — sin [æ + ZT), 
E l GT 7 A7 ! * 
F4 hr PET 2+Æ)=6ços æ+7)\=sin Ne ; 
: RECRE dx? dx 2; 2 | 2 }. 
5 dy d 9 9 A Re 
D Nc ee enr te cos ne —= sin (T+ ere 
ER ot AT ENT | ( o ) ( ET } 
Ù d'y MATE 

, —=$sin{xz+ |. Ré 

4 x! dx" e | ; 


‘FAN 77. Formule de Leibnitz pour la dérivée n° d’un produit. — 
Rs. _ Cette PAR an la dérivée n° du produit de deux Niro et ëi 


| 17” PLAT: JA a nt k ee RAS 2 Lait Fa ». ù à " TT IRES 
en be EU EN TES 
NEC | Re 
APRES | ET 
ARE . à h As 2 
À ! + 4 + 
ES | DIFFÉRENTIATION SUCGESSIVE dir RIT 
sont des fonctions de a nous avons, d'après V,. “4 
SE % 
LÉ. de 1 È 1 1 
A DE RE URU | TUE : Fe 
\ / + da É 
$ | ; 
érentions de nouveau par rapport à «: c 
Re dde de du, aude dr PS. 
y EE a Eu fa 1 AA 
DUR: dx fe NE ED 15 PAT ET dx dx dx? 
Aves Le _ d'u dv du de du dv du do, d'o 4 
L'ETÉ NE La PR TS 7 9 ÉD. 
2 de dé dx dx” dx dax dx?” dx dx? AL. w 
‘ 1 
à gt du dv nd | LES 
Œ' RANCE RU RUE dx” 4e 
% 
ire futnériques suivent la même loi que ceux du hs À 
AL 
e du binome et que les indices des dérivées correspondent aux Ka 
)osants du théorème du binome(*). Dans ces conditions, en rai- 55 40 
nnant par ‘induction de la dérivée m° à la dérivée (me + 1)° du 10 
CPR \ 1016 
Le: nous pouvons démontrer la formule de Leibnits. ro 
SN d'u d'-ludv , n(n—1l)dudv ‘6 
2 ee D ee de ( ) Fe “à 
He OURS x à AS NOT D € dx’ 
“hr de : du di "y d' 
. \ dx dxeT! dx 
F ENT d " ” RS 
EMPLE LÉ Étant donné yet log 7, NAT © par la formule de Leibnitz. 
Nav 4 | FE 
utio: Soit u = ” et v—logz; x 
KE Een rh dpe 4 
? RTC D M ï 
dx dir 3 
du AE] 
OR = = — —) 
dre dv "A 
du — ee? dv D; 2. k. 
dx? ? des FR AS | | 3 


& APE 3e? de 3 ÿ) 
ohne de 0e 42 logz+e— D + ak 
LORS RER ve ; 
: ï | À 
À du dv 
U pu la correspondance compte u et sont considèrès comme — et] -—”; 
dre 12 y: GËe dy 
| ve ; _ 
Le à y 
T : “ à : > FT 
AU * à à | 
LCE K à - 
D ns, à 4 PR + 


# Le ‘a : k ATP À * \ ; ; fu. 

à +? Le ; È x k : ” - è | % 

: < CARTE 7 sk “ % 2 + C : w? RAS : Z : ÿ- 

\ L U , RE, > 4; 
é #4 ? : LEA J 
\ ‘ . £ 

nt s , 
BAS 16 PAUSE 8 ALGUL DIFFÉRENTIEL % 


# 


ExempLe IL. — Étant donné = ae, trouver dy } par, la formule de Leïbnitz, à 


Solution. Soit u—=2etu—e"; « RE NM À ne ne 
JR RETRO e 
F k À | : Yen 
du ONE 4 2 LS RER E * A 
alors De DT NDS Ge 
‘dx des 
À » à x , 
Bu pipe OUEN ES rs é ‘ 
M UT 
Mn ‘ dw. ie 
du __ 0, dors des, 
dx MES, 
in an ? Tele 
BUU Le 0, La Cl CP ie 
dx" OC LD OS y CET 


En substituant dans (17), nous -obtenons 
| 2 

à TH = = t°q"e” + Anar —\gess + n(n — ae ar ne, Ai Ona _ nn — — Dh 

GT D * 


78. Difrérentittion. successive des fonctions implicites. —. 


Pour illustrer la méthode, nous essaierons de. tirer. ul de ‘équation. 
de l perbole MR 14 
| ba? — ap — b?, 


Différentions par rapport à æ, comme au $ 63, p. 77, 


D} 247x 20 ol 0. 


(A) dy 0x EEE 
3 TA TEEN es 
Différentions de nouveau, en nous rappelant que y est. une à fonction. 


| | DURS NET 
d'y URLS RARE ESS 
SRE 2 Te NN AD ES MAR A RU A TRE 
| ee Se È 
En LORS GA) x par sa valeur tirée de (A). , Ë 
AN dx ; 
VAUT PL bar AL NAUEES 
ab PL ) | 
Py nu Tet \ay). 6% TR 
ART Use | ; 
29 CÉSG CE “rR F Fe 
i ù À Qi GE ss 
RE PRE MES VA 
x Fe $ FT ue RES AU AE w ; ke 
ne : HR Pr RE LATE SE PA #41 


| DIFFÉRENTATION $ SUCGESSIVE 


p: =} 


s, d'après LÉ équation donnée, 


, br — ay = ab? 
GRO 
DÉS RE OU 


EXEMPLES 


he les fonctions suivantes : 
dx? | d 
IN T)=— 
DO 
PG)= 6! 


Hon(n-F41)c 
Sad an +2 CE 


6: VE — Eure +. = BeT(e — 9)e + Lol 
pe | | A | 
ont Hs 
2a a 


f(x) = 0. 


OP OA 


@+ 1) 

l'E GC er) 

f de (e + + et); 
‘b 


me — 4! sin a0 — G#r. 


d 
3 
= 6 sect + — 4 sec? & 


19 cotg ? cosec? ». 
FCO = ent cos = Af(#). 
FC) = 310) 1 — FO). 
DÉPART EREE 
dd. _ (a+ q} 


ques RAT - 
a (log a)'a°. 


à @- + a are cle + 


En ee ayi@ D, 
Fe (l + x): 
ds 
de = ar cos (ar +"). 
d'y RP DER 
È da æ 
DURE CREPposnts 
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É 1 — x d'y 
‘5e ALeye cle MAL 
# PÉTAISE sde" ‘et CE re 
Fe » NorTe. — Réduire la fraction à la forme — 1 + : = 3 avant de GHPreres 
d 22. Si y —=esint, GÉROURSE que dy — 25% + 2y = 0. 
1° “ri 
0 F2 I b î » Py y dy. 
‘2 23. Si y — a cos (log x) + b sin (log x), démontrer que x Fr TE ee + y — A pa 
ce | Faire usage de la formule de Leibnitz dans les quatre exemples suivants : 
78 
,. 24 y— aa. - = — a" (log aÿ:—?| (x Hs — Fnÿn]. 
à 25. y — e°x. = er(æ + n). 


26. 


Do 727. 


HA) PES 


f(0) = cos ab cos b8. 


“Ù 


fox) = (y 2)rer sin (e + Se) D 


ea 


FOX 0) = (ter COS | (a + b)6 + sa Ë ‘#3 


% C + (A by" cos [Ca 2% M SX 3 
7 2 7 | 
; 28. Montrer que les formules de l'accélération (14), (15), p. 104, pEUEe S écrire 
e ds CREER à 
au TUE. RATE 

29:.y—=4ac DUT 40", 
À dx? y? LR? 
; Pr br: 3b6x 
| ” br 2 — g2b? LE RE AS I < 
4 Se RENE à dx? ay dr ay 3 
Re 2 2 ÉYrST $ 
; 31: +y = Te 
SN “ ; ls Ve 
* 32. y? 7. eg SH RÈ . ; 
4 HR is di AH) |. 
7 ; l2 R? — ab 
ë 33. ax? + Dhxy + by? = 1. CRE RS 
£ in ua Le da? (Rx + by} : * 
: 34. y? — dry — &. D EU Se OURS SEE 
à da?  (y—az} de Gy— x) 

Mg L 2 : Lisp DE : 

| 35. secocos0—c. 0 tete? S 
100 | COTE È | 

36. 0 — te (9 +0). a PO OR 
5 IR A Re Ve. SES 
: 37. Trouver la dérivée seconde des fonctions suivantes : k RS e 
; (a) log (u + v) = u — v. (e) PR Eure AU 
: (b) +u—e +0. (P)  — Imxy +2? — a =0.. à: 


(c) s—1+ te, 
(d) E+si—e—0. 


à (g) y = sin (x + y). 
(RE T 
“ GE 
= #% 
ë < . L à pu 
. < KAN . GES SES 


CHAPITRE VII 


R MAXIMA ET MINIMA. POINTS D'INFLEXION. 
Re _ TRACÉ DES COURBES 


79. Itroduction. — Dans un grand nombre de problèmes pra- 
tiques. nous avons à nous occuper jé fonctions comportant une valeur 
plusg grande que toutes les autres (maximum) ou une valeur plus petite 
| que toutes les autres (minimum) ( et il est, 
très important de connaitre quelle est la 
valeur particulière de la variable qui fait 
prendre une telle valeur à la fonction. Par 
exemple, supposons qu'on demande de 
trouver les dimensions du rectangle d’aire 
maximum qui puisse être inscrit dans un cer- 
cle de 5% de rayon. Considérons le cercle de 
la figure 39 : 

- Inscrivons-lui un rectangle quelconque, tel que BD. 


De co CD :r; alors, DE — V100— >, et l’aire du rectangle es 
Ë | ts 
O0 A — xV/100 — à. 


__ L'existence d’un rectangle d’aire maximum peut se voir ainsi 

qu il suit: | 

. Faisons croître la base CD — x jusqu’ à 10% (le diamètre) ; alors, 
la hauteur DE —/100 — x° décroîitra jusqu'à zéro et l'aire devien- 
_dra nulle. Faisons maintenant décroître la base jusqu’à zéro ; alors 
k hauteur croîtra jusqu’à 10 centimètres et l’aire deviendra ue de 
nouveau. Par conséquent, il est évident intuitivement qu'il existe un 

| rectangle inscrit qui est plus grand que tous les autres. En étudiant 
 Sorgneusement la figure, nous pourrions eonjecturer que quand le 
_ rectangle devient un carré son aire est la plus grande possible, mais 


_ce serait là une simple supposition. 
= 


0 nl peut y avoir plusieurs maxima et plusieurs minima, ainsi qu’on le montrera p. 122. 
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Une meilleure méthode consisterait évidemment à construire 1e 
graphique de la fonction (1) et à noter comment il se comporte. F 
Pour nous aider dans le tracé du graphique de (1), nous observons 
que : | | LS 


(a) d’après la nature du problème, il est évident que æ et A | doivent | 


être tous les deux positifs ; 
(b) les valeurs de æ sont comprises entre 0 et 10 inclusivement. 


ss 1 2 _ 


8 & 8 & 5 & S à 


E 


Li 


CD EE LE C0 HO — 
© © 00, CO: 00 C9. © D, CIO 
SO OS OH OO OO D © © 


_ 


… 


0 
1 
2 
3 
4 
se 
6 
it 
8 
9 
0 


= 


a  ——— — — — à 
œ su Cu te date te de A tte de (un te de lue us dt ms un un ue die ie de mu mu me mf 


CRE One maintenant un tableau des valeurs ta æ el de: À : el 


traçons le AU (fig. 40). 


Que nous apprend le graphique ? 


(a) S'il est soigneusement fait, nous pouvons trouver très exacte-" 


er 
vw 


ment l'aire du rectangle correspondant à une valeur quelconque de # 


en mesurant la longueur de l’ordonnée correspondante. Ainsi : 
quand D UN AE 


AMP —98,6", MR 


et quand x = ON = 4m 


A = NQ = environ 39,8" (résultat trouvé en mesurant), 


(6) Il y a une seule tangente horizontale (RS). L’ordonnée TH de 
son point de contact T est plus grande que toute autre ordonnée. D’ où 
cette découverte: Un des rectangles inscrits a évidemment u une sur- 


C4 


HA ; 14 
2 ; 
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3 face a grande que celle de n'importe lequel des autres. En d’au- 
2 res termes, nous pouvons conclure de là que la fonction définie par 
0 a une valeur maximum. Nous ne pouvons pas trouver exacte- 

_ ment cette valeur (HT) en mesurant, mais il est très facile de la trou- 
ver en utilisant les méthodes de l'Analyse. Nous avons observé qu’en 
la tangente est horizontale ; par suite la pente est nulle en ce point 
Ÿ (exemple 1. p. 82). Pour trouver l’abscisse de T nous chercherons 
… donc la dérivée première de (1), nous légalerons à zéro et nous ré- 


| soudrons par rapport à æ. Ainsi, 


«y DE 00e, 
D AIO 

+. | dx. :\/100 — 
nn : \/ 100 — x" 


En résolvant, on obtient — 5/2. 
- En substituant cette valeur de æ dans l'expression de DE, nous 
_ obtenons 
: 5j DE —1/100 — x° — 51/2. 
æ Par suite, le rectangle d’aire maximum inscrit dans le cerele donné 
est un carré dont la surface est de 


: é A CD DE #52 — Ho. 
a . La longueur de HT est par conséquent 50. 
_ Prenons un autre exemple. Une boîte en bois doit être construite 
4 de façon à contenir 108 centimètres cubes. Elle doit av oir la partie 
supérieure ouverte et une base carrée. 
Quelles doivent être ses dimensions pour 
que l’on ait à employer le minimum de ma- 
tériaux, c’est-à-dire pour que la dépense 
soit la plus petite possible ? 

Soit x — longueur en centimètres du 
côté de la base carrée | 


et Po — hauteur de la boite. 


Puisque le volume de la boîte est donné, y peut être trouvé en 
| foneton de:z. 


\ 
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pe Ainsi, volume = 2°y — 108 ;: Re RS 
“ 10 | Re 
- d'où ? et 
ke é XL” + “ ; 
Éa Nous pouvons maintenant: exprimer comme 1l suit le A0 DE M 
a de centimètres carrés de bois nécessaires en fonction de x : | 
75 aire de la base — x° centimètres carrés, 3 
D S ù < 
(Na ; J 39 s k : ‘7 Le 
L4 4 < x r Di 
et aire des quatre cô côtés — kxy = —" centimètres carrés. 4 
ë Par suite, FR 
Pa | / F 
er. ù 432 | Si: 
$ (2) Fes Mme L 
BA: % a Re 
est une formule donnant le nombre de centimètres carrés de bois 
s. | ; . à 4 
M - 5 "4 
| À 
2507 | À 
. } #= 
2 À RÉ 
200 l | 4 
“ sf 2 5 
ct | - | 3 e 
} l 2% 
| j l I 4 A : 
: 1 E | 8 0 
| } } R l ! I | - 
| Re RE Pa Te 6 
- RE SRI ES NUE 438 
fé à qe à 7 = 
ne 3 | | [ j | ( 8 
TR RE a en Lea 9 
S A 1 10 ÿ 
“à , Î [ PCI | 1 | 
M | a L'ORRSS LATEST Te ET ce y +20 
2 Fig. 42 : 
+ nécessaires pour une boite ayant une capacité de 108 centimètres 
ee cubes. EC | #4 
3 Traçons le graphique de (2) (fig. 42). | 0 
#3 Que nous apprend ce graphique ? Er <È 
Se (a) S'il est dessiné avec soin, nous pouvons mesurer Vol 
De. | correspondant ? à une longueur quelconque, æ, du côté de la base car 
LCR 
5 rée et déterminer ainsi le nombre de centimètr es carrés de bois néces- 
Mie 
x a” pli : 4 
É: À sue és F ; 3 ed ” 2 * Le 
à x - Le 
É: 4 
# ! 2e > 
2 <* 
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"@): I y à une seule tangente horizontale (RS). L’ordonnée de son 
+ de contact est plus petite que toute autre ordonnée. D'où cette 
. découverte: Une des boîtes nécessite évidemment moins de bois que 
# n'importe laquelle des autres. En d’autres termes, nous pouvons 
… conclure que la fonction définie par (2) a une valeur minimum. Trou- 
*. vons exactement ce point sur le graphique, en utilisant les mé- 
. thodes de l'Analyse. En différentiant (2) pour obtenir la pente en un 


4 point quelconque, nous avons 

A JS Pers L'— 5 

M dx œ 

_ Au point le plus bas T, la pente est nulle. Par suite. 
fer à È s LA 

| 432 

- Fe: Ki 2x LE 9 — (Q ; 

CR QE 


- c'est-à- dire que quand + —6 La quantité de bois nécessaire est la 
hu. petite possible. 
En substituant dans (2). nous voyons que dans ce cas 


M— 108". 


_ Le fait qu’une valeur minimum de M existe est également montré 
par le raisonnement suivant. Supposons que la base aille en croissant 
. dun très petit carré à un très grand. Dans le premier cas,-la hauteur 
. doit être très grande et par conséquent la quantité de bois nécessaire 
- est très grande. Dans le deuxième cas, la hauteur est petite et la 


s base nécessite une grande quantité de bois. Par suite, M varie en 

… partant d’une grande valeur, décroit, puis croît de nouveau jusqu'à 

ue autre grande valeur. Il s'ensuit que le graphique doit avoir 

un point «plus bas que tous les autres » correspondant aux dimen- 

+ sions qui nécessitent la plus petite quantité de bois et, par conséquent, 
- la plus faible dépense. 


ne. 


Nous allons maintenant procéder à l'étude détaillée des maxima et 


des minima. 
ne: ji. 


» 
€- 


w 
Fe“ - 


80. Fonctions croissantes et décroissantes (*). — Une fonc- 
tion est dite croëssante quand elle croît lorsque la variable croit el 
… décroit lorsque la variable déeroit. Une fonction est dite décr oussante 


p 


10 Les MNtrelions données ici sont fondées principalement sur l'intuition géométrique. Le 
sujet des maxima et des minima sera traité analytiquement au $ 108, p. 191, 
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quand elle décroîit lorsque la variable croit et qu'elle croit Te la 
variable décroit. 2 

Le graphique d’une fonction indique clairement sr elle est crois- 
à sante ou décroissante. Par exemple, considérons la fonction a” dont \ 
ë le graphique (fig. 43)'est le lieu de l'équation 1 


Ù 4 
VE QE LE 

à: Quand nous nous déplaçons sur la courbe de gauche : à droite, la 

courbe nonte; c'est-à-dire que quand æ croit, la fonction y croit 


té 


Fig. 43. Fig. 44. 


7 constamment. Par conséquent, 4° est une fonction croissante pour 
toutes les valeurs de +. À | 
D'autre part, considérons la fonction (a — x) dont le graphique. 
(fig. 44)'est le lieu: de ue 4 
y=(a — x). 


ne nous nous ue sur la courbe de gauche à droite, la È 
courbe descend ; c’est-à-dire que quand # croit, 
la ICRA y décroit constamment. Par suite. 1 
est une fonction décroissante pour | 
se do ae. À 
Une fonction peut être tantôt croissante et 
lantôt décroissante, ainsi que le montre le gra- 
phique (fig. 45) de | | 
y = 22° — Ja + 12% — 3. 


Quand nous nous déplaçons sur la courbe de. 
gauche à droite, la courbe monte jusqu'à ce que nous atteignions le 


ES : ; Fe 
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4 À, ensuite elle descend de A à B, et à droite de B elle monte 
RSS Par suite : 
(a) de x —— à x —"1, la fonction est croissante ; 


Hide la x", la Ont est décroissante ; 
4Q] de æ =2 à x —=+ =, la fonction est croissante. 


LEA pe 


To ji e 


È 


_ Le lecteur devra étudier soigneusement la courbe de façon à noter 
& onment se comporte la bte quand x =! et x —2. Evidem- 
ment, À et B sont des points critiques. En A la fonction cesse de 
“croître et commence à décroître ; en B c’est le contraire qui se pro- 
| dut. En A et B la tangente (ou la courbe) est évidemment DTA le 
à l’axe des æ et, par suite, la pente est nulle. 


Cgf 


— 81. Règles pour déterminer quand une fonction est croissante 
et quand elle est décroissante. — Il est évident d’après la figure 
… 45 qu'en un point tel que C, où une fonction 


+ y = ft) 


est croissante, la tangente fait, en général, un angle aigu avec l'axe 
des ds Dir suite 


Ki | HER cu — f(x) = un nombre positif. ; 
| dx 


Es De même, en un point tel que D, où une fonction est décroissante, 
la tangente fait, en général, un angle obtus avec laxe des +; par 
Due 


# Der lp = = f'(x) = un nombre négatif (”). 


En conséquence, la condition nécessaire et suffisante pour qu’ une 
ns croissante devienne décroissante ou inversement, est que la 
… dérivée première cnye de signe. Mais ce fait ne peut arriver pour 
à dérivée continue qu’en passant par la valeur zéro. Ainsi dans la 
figure 4 45, p. 120, lorsque nous nous déplaçons le long de la courbe, 
a dérivée (la pente) change de signe en A et en B où ae a la valeur 


À oO Réciproquement, pour une valeur donnée de x, 
ER " si f{æ)= +1, f(x) est croissante ; 


EL 
Ex 


si f(x) = — n f(æ) est décroissante. 
Quand AT =D, nous ne pouvons dire sans autre recherche si f(x) est croissante ou décroissante. 


En 


petite que toutes celles qui la précèdent ou la suivent immédiatement! 
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zéro. Donc, en général, nous avons aux points critiques 


(48) | = r(x)=0. 


La dérivée est continue dans presque toutes les applications impor=« 
tantes, mais 1l est intéressant de noter le cas où la dérivée A pente). 
change de signe en passant par l’ (*). Ce fait se produit évidem-« 
ment aux points B, E, G, dans la figure suivante (/ig. 46) où les 
tangentes (et la courbe) sont perpendiculaires à l'axe des +. En ces 
points critiques ne : 

! 5 

de | 2 

= mie 4 
ou, ce qui revient au même, | 
* ee: 5 
1 (©) | ->4 

82. Valeurs maximum et minimum d’une fonction. — Une 
valeur maximum d’une fonction est une valeur qui est plus grande. 


que toutes celles qui la précèdent ou la suivent immédiatement. n. 
Une valeur meénimum d'une fonction est une valeur qui est pluss 


Par exemple dans la figure 1 45, p. 120, il est clair que Ja fonction 
passe par une valeur maximum MA(y — . quand æ— 1 et par une 
valeur minimum NB (y — D quand AE 2 

Le lecteur observera qu’un maximum n’est pas nécessairement De 
plus grande valeur possible d'une fonction, ni un minimum la plus 
petite valeur possible, car dans la-figure 45, on voit que la 10H (23 


*) On veut dire par là que son inverse passe par la valeur zéro. _ 
P = 
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Bodes TT à droite de B qui sont plus grandes que ler maximum MA. 
*- el des valeurs à gauche de A qui sont plus petites que le minimum NB. 
hu Une fonction peut avoir. plusieurs valeurs maxima et plusieurs 
4 | valeurs minima. Supposons que la figure ci-dessus (fg. 46) repré- 
D Je graphique d'une fonction f(x). 
+3 EnB, D, G, I, K, la fonction passe par un maximum, et en C, 
, H, J, elle passe par un minimum. La figure montre qu'une valeur 
l © minimum déterminée peut être plus g de qu'une valeur maximum 
. déterminée ; les valeurs minima en C et H sont plus grandes que la 
| valeur maximum en K. 
Aux points critiques ordinaires C, D, H, L.J.K, la tangente (ou la 
| courbe) est parallèle à OX; par conséquent 


3 : 5 es Here ES _ ee HO 0. 


Aux points Sie exceptionnels, B, E, G, la tangente (ou la 
| courbo est perpendiculaire à OX, ce qui donne 


née 7 pente D = f(x) = > 


Une de ces deux conditions est donc nécessaire pour que la fonc- 
- tion ait une valeur maximum ou une valeur minimum. Mais une 
pareille condition n’est pas suffisante, car en F la pente est nulle et 
- en À, elle est infinie, et cependant la fonction n’a ni valeur maximum 
ni valeur minimum en chacun de ces points. Il est nécessaire que 
nous sachions, en outre, comment la fonction se comporte dans le voi- 
* sinage de chaque point. Ainsi, aux points de valeur maximum, B. 
D, G, I, K, la fonction de croissante qu'elle était devient décrois- 
_sanle, et aux points de valeur minimum, G,-E, H, J. la fonction de 
décroissante qu'elle était devient croissante. H suit de là, d’après le 
SE qu aux aie de valeur maximum 


pente Le = f(x) doit passer de — à +: 


quand nous nous déplaçons sur la courbe de gauche à droite. 
“à 3 " € ’ 


FA 


124 ;  GALCUL DIFFÉRENTIEL 


Aux points tels que A et F où la penteest nulle ou infinie, mais quine 
sont des points de valeur maximum nides points de valeur minimum, 


pente — cu = (LNRE change pas de signe. 0 
c "20 


Nous pouvons dès lors énoncer d’une façon générale, comme 11 
suit, les conditions suivant lesquelles une fonction /(x) passe par un 
maximum Où par un minimum pour certaines valeurs de la variable : M 


(19) f(x) passe par un maximum si f(x) — 0 et si f(x) passe de E 
+ à — À 
(20) eee par un minimum si f(x) = 0;et/s1 f(x) passe de 4 
F* È AT +" 


Les valeurs de la variable aux points critiques d’une fonetion sont 
appelées valeurs critiques ; ainsi, æ = 1 et x = 2 sont les valeurs cri- É 
tiques de la variable pour la fonction dont le graphique est donné. 
dans la figure 45, p. 120. Les valeurs critiques aux points critiques 
où la tangente est parallèle à OX sont évidemment trouvées en éga- « 
lant la dérivée première à zéro et en la résolvant pour les valeurs « 
réelles de æ, comme äu $ 64, p. 81 (*). | ‘1 

Pour déterminer le signe de la dérivée première en des points v voi- ; 
sins d’un point critique déterminé, on substitue d’abord dans cette . 
dérivée une valeur de la variable un peu plus petite que la valeur. 
critique cor respondante, et ensuite une valeur un peu plus grande CH 
Si la première substitution donne + (comme en L, fig. 46, p. 122) 
et la seconde — (comme en M), la fonction (y) a une valeur maxi 
mum dans cet intervalle (comme en D). 

Si la première substitution donne — (comme en P), et la seconde 224 
(comme en N), la fonction (y) a une valeur minimum dans cet inter- : 
valle (comme en C). : Ë 

Si le signe est le même dans les deux cas (comme en Q et en R), 
alors la ne (y) n’a ni valeur maximum ni valeur mininum dans 
cet Interv alle (comme en F) (*). 


() De même, si nous voulons examiner une fonction aux points critiques nn T où la 
tangente est perpendiculaire à OX, nous égalons à zéro la réciproque (ou l'inverse) de la dérivée 
première et nous la résolvons pour trouver les valeurs critiques. | 

(*) Dans ce cas, l'expression un peu plus petit» ou «un tout petit peu plus petit » s poli 
à toute valeur comprise entre la racine que l’on considére et celle qui lui est immédiatement infè- . 
rieure (valeur critique) et l'expression «un peu plus grand » ou.«un tout petit peu plus grand» 

s'applique à toute valeur comprise entre la racine que l’on considère et celle qui lui est immédia- | 
te ment supérieure. 

BE discussion semblable s'applique èvidemment à chacun des points critiques exception=. & 
nels A: | 


+-h 
Cu 


Nous allons maintenant résumer les résultats qui précèdent dans 
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: 
Ÿ 

la Règle ci-après 


< 


83. Première méthode pour examiner les valeurs maxima 
et minima d’une fonction. Règle. 


arr is LE 
os à af + 


#4 opération. Trouver la dérivée première de la fonction. 

2 opération. Égaler la dérivée première à zéro (*) el résoudre 
Er équation résultante pour ses racines réelles afin de trouver les 
valeurs crétiques de la variable. 

“RE opération. Écrire la dérivée sous forme de produits de fac- 
- teurs ; si elle est algébrique, l'écrire sous forme linéaire. 

: DTA opération. Considérant une valeur critique déterminée, exa- 
9 .miner les signes pris par la dérivée première, d'abord pour une 
« valeur un peu inférieure, et ensuite pour une valeur un peu supé- 
… rieure à la valeur critique. Si le signe de la dérivée est d'abord +- 
= et ensuite —, la fonction passe par un maximum pour cette valeur 
_ crilique par oiore de la variable. Si l'inverse a lieu, la fonction 
… passe par un minimum. St le signe de la dérivée ne change pas, la 
«fonction ne passe ni par un maximum ntpar un minimum pour la 
… valeur critique considérée. 

…_ Dans le problème étudié p. 116, nous avons montré au moyen du 
- graphique de la fonetion 


EN, CO 


À 


ORNE A x\/ 100 — AL? 

4 que le rectangle d’aire maximum inscrit dans un cercle de 5°" de rayon 
a 50 centimètres carrés. Ce résultat peut maintenant être démontré 
… analytiquement comme il suit, en appliquant la règle ci-dessus : 


Solution. f(x) = 2ÿ/100 — æ2. 
De - ne 0 Die. 
Be Ze opération. FLY Ne = 
= 4100 — x? 
2° opération. NE Re 0, 
AA 400 — x? 
x TC — 592, 


qui est la CR critique. Seul, le signe positif du radical est pris, puisque, 
… d’après la nature du problème, le signe négatif n’a aucune signification. 


(9 and la dérivée premiére devient infinie pour “une certaine valeur de la variable indépen- 
£ dante, la fonction doit être examinée pour cette valeur critique de la variable, car elle PR don- 
ner des valeurs maxima ou minima, comme en B, E, ou A (fig. 46). Voir la note, p. 122 


2 

"cr 

> 
| PE 

“ 5 

SET ME 

N x Y 
éd 0 “ 


‘ 
« Pur 
4 ” 4 
« c EX. f 


126 CALCUL DIFFÉRENTIEL 


3° opération. f(x) = (802 — z)(5ÿ2 + +) ë) 
VA —x)A40+ x) 
4° opération. Quand & < 592, f(x) + 2H) (he 
VCD 
Quand x > 532, f(x) — 2—)H 
VHC 


Puisque le signe de la dérivée première passe de + à — au voisinage de 4 


æ — 3/9, la fonction passe par un maximum qui est 
f(8V2) — 32 - 5/2 — 50. Réponse. 


84, Seconde méthode pour examiner les valeurs maxima 
et minima d’une fonction. — D’après (19), p. 124, il est clair que 
dans le voisinage d’une valeur maximum de /(+), en parcourant le 
oraphique de gauche à droite 
f'Cx) passe de + à,0, puis à —. 


Par suite, /'(x) est une fonction décroissante 
et d’après le S 81, nous savons que sa’ dérivée, 
c'est-à-dire la dérivée seconde, f'(æ), de la 
Fig. 47. fonction elle-même, est négative ou nulle. 


De même, nous savons, d'après (20), p. 124, 


que dans le voisinage d’un valeur minimum de {(2) 
f(x) passe de — à 0, puis à +. 


Par suite, /'(æ) est une fonction croissante et, d’après le $ S 81, il 
s'ensuit que /’(æ) est positive ou nulle. 

Le lecteur devra observer que /"(æ) est positive, non seulement aux 
points de valeur minimum (comme en À) mais encore en des points tels 
que P ; car, quand un point passe par P en allant de gauche à droite, 


pente = {gr AE — f(x) est une fonction croissante. 


dx 


vers le haut. 


aux points de valeur maximum (comme en B), 


un point passe par 0, 


di HR er LT 
pente tp CT — f(x) est une fonction décroissante. 


dx 


En un pareil point, la De est dite concave 
De même, /”(æ) est négative, non seulement 


mais encore aux points tels que Q; car quand. 


L : se 
du ds fran +4 Are » 


CPR TS FT 


CORNE NT" R OTe Sn 
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En un pareil point, la courbe est dite concave vers le bas (*). 

N ous pouvons donc énoncer comme il suit les conditions suffisantes 
De aux valeurs maxima et minima prises par /(æ) pour cer- | 
nes valeurs de la variable. 


(2) f(x) passe par un maximum si f QE — 0 et si f(x) — un 
noi nbre négatif. 
té 2) 1x) passe par un minimum si f (x)— 0 et si f(x) —un nombre 


É La | Rêgle correspondante pour opérer est la suivante : 


à opération. Trouver la dérivée Première de la fonction. 

2e opération. Égaler la déri ‘vée première à zéro et résoudre 
D. résultante pour ses racines réelles, afin de trouver les 
urs critiques de la variable. 

Es". opération. Trouver la dérivée seconde. 

ie opération. Substituer chaque valeur critique de la variable 
da dérivée seconde. Si le résultat est né gatif, la fonction passe 
un maximum pour cette valeur critique ; si le résultat est posi- 


2e fonction passe par un minimum. 


POtand f'(æ)= 0 ou n'existe pas, la méthode ci-dessus est en dé- | 
ut, bien qu'il puisse exister un maximum Où Un MINIMUM ; Mais - 
1s ce cas, la première méthode donnée dans le dernier paragraphe 
| plique toujours, parce qu'elle est fondamentale. Habituellement, 
tte seconde méthode s'applique et quand lopération de recherche de 
dérivée seconde n'est pas LEURS longue ou trop DD c'est géné- 


“+ 


MG clio 
D | 432 
) 


L 


M= 2 + 


hp 2 

£ d 
: 439 
ns fx) = 2x — sr 


in un oint où la courbe est concave vers le haut, on dit quelquefois que la courbe a une 
ge ke et en-un point où elle est concave vers le bas, une courbure négalive. 
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2e opération. 2x — . 20, 

x =D; valeur critique. 
3° opération. FC) STAR ie | - | 
42 opération. | F6) = + | 
Par suite, 1(6) = 108, valeur minimum. É 


Le travail de recherche des valeurs maxima et minima peut être 
fréquemment simplifié à l’aide des principes suivants, qui résultent 
immédiatement de notre discussion du sujet. | ; 


(a) Les valeurs maxima et minima d'une fonction continue doë 
vent se présenter alternativement. | 
(6) Quand c est une constante positive, c - Ce) passe par un mari 
mum où un minimum pour les valeurs de x que donnent à f(x) une 
valeur maximum ou une valeur minimum et seulement RO ces 
valeurs. 


Par suite, dans la détermination des valeurs critiques de + et dans 
l'application des règles pour trouver les maxima et les minima d une 
fonction, tout étant constant positif peut être négligé. 71e 


Quand ce est négatif, ce: f(x) est un maximum quand f(x) estuw 
minimum et inversement. 
(ce) St c est une constante, 


12) el C+ f(x) 
passent par des valeurs maximum el minimum pour les mêmes va 
leurs de x. : 


Par suite, un terme constant peut être négligé dans la recherché 
des valeurs critiques de æ et dans l'application des règles données 
ci-dessus. - | 

En général, nous devons d’abord exprimer, d’après les conditions 
données par le problème, la fonction dont on demande de rechercher 
les valeurs maxima et minima, ainsi qu’il à été fait dans les deux 
exemples étudiés pages 115-119. Cette opération est parfois un prop 
blème d’une difficulté considérable. << 0 

On ne peut donner de règle applicable à tous les cas pour exprimer 
la fonction, mais dans un grand nombre de problèmes, nous pouvons. 
être guidés par les directives générales qui suivent. : 


% 
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Di irectives générales. 
2 ? 


@ Exprimer la fonction dont on demande de rechercher le 
maximum ou le minimum dans le problème. 
RO) Si l'expression résultante contient plus d'une variable, les 


LL re les variables pour que toutes puissent être exprimées en fonc- 
tion d'une seule. 

x (e) Appliquer à la fonction résultante qui ne contient qu'une 
le variable une des deux règles relatives à la recherche des va- 
rs mazima el minima Cpp- 125 et 127). 


ne 
nnera un minimum sans qu'il soit toujours nécessaire d'effectuer 
»s quatre opérations indiquées par les règles dont il s'agit. 

0 T racer le SPA de la Hs (p. 116) afin de controler 


LP | PROBLÈMES 


On désire faire: une boite sans couvercle du plus grand volume possible 

PE _avec un morceau carré d’étain dont le côté est a, en en- 
E RP levant des carrés égaux aux coins et en relevant ensuite 
ET R. létain verticalement pour former les côtés (fig. 49). 
Quelle doit être la longueur du côté des carrés enlevés ? 


Solution. Soit æ — côté du petit carré — profondeur de 


__G22 la boîte: 
————- Lau Alors a—x—cûté du carré formant le fond-de 
> Fig. 49.  . la boîte: | 
ae PRE et le volume est — (a —2%r}x, 


Éhon out on cherche le maximum Eu æ varie\ 
En "Lt règle, nous avons 


x 


opération. ! 2 = (a — 22) — ue — 2x) — ue — $az + 1972. 


opération. La résolution de a2— Sax + 127? — aleurs critiques 


Fe a 4 
LL = — et ae 
Tr 6 
ll Lest. évident, Édrprèr le la figure 49, que 2=+ doit donner un minimum, car 


tions du problème devront fournir suffisamment de relations 


ouver. la valeur critique qui donnera un maximum et celle qui 


CFA 
NE OS, VAE TT! 


Fa 


_ .: 
Le 
ne 
h. 
Le 
‘. 

& 

£ 

4 

e 


Lis ue On rt 7 
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boite, Dar la règle habituelle, on trouve que x — = donne le volume maxi- 


di 
La % » 


côté du carré donné. | 198 
_ Le tracé du graphique de la fonction dans ce problème et dans les suivants 
est laissé aux soins du lecteur. 


da 
mum _ Par suite, le côté du carré qui doit être enlevé est le sixième : 


2. En supposant que la résistance d'une poutre à section rectangulaire {rans- 
versale varie en raison directe de la largeur et du carré de la hauteur, on 
demande quelles sont les dimensions de la poutre de résistance maximum qe on, 
peut tirer d’un morceau de bois rond dont le diamètre est «. K. ‘4 
Solution. Six — la largeur et y = la hauteur, la poutre aura sa se 

maximum quand la fonction ne ct son maximum, 

—> D'après la figure 50, y? — d?— x? ; par suite, nous fers 

examiner la fonction 


MES 


fa) = a — x). | 


1" opération. fx) = — 22? + d? — x? — e — 30? 

2e opération. ad? 8x2; 
fie. 50. deg” ‘ JE Se , 
Fig. 5 x = À vajeur critique qui donne un maximum. : 


V3 


Par conséquent, si la poutre est coupée de facon que : 


« 


la hauteur — V2 du diamètre du morceau de bois, 


et la largeur — VE du diamètre du morceau de bois, 


’ 


L ai” 4 1 n 
: F "hs : s. nu La 
PP PSS PT OT M QI ae. trot Éi LS LA ak À 


s 


la poutre atteindra sa résistance maximum. 


A 

3. Quelle est la largeur du rectangle d’aire maximum qui peut être à ci 
dans un segment donné OAA! de parabole ? 

NOTE. — Si OC=k;- HC=h=#x Et - PP —2y: 

par conséquent, Paire: du rectangle PDD'P' est 2h — x)y. 


Mais puisque P se trouve sur/la parabole y? =2px;, la fonction que 
nous devons examiner est 


6 
4. Trouver la hauteur du cône de volume maximum N _# 


qui peut être inscrit dans une sphère mehr es 


| Ah—x)Vopr. Rép. Largeur = + A. 


B 


de rayon r. 
NOTE. — Volume du cône = rer: 
Mais, æ2= BC XCD =7y(2r2- y). 
# Vrut Par conséquent, la fonction à étudier est 
D Fe l'a 0e RSR RS) 
Fig, 52. 2 Rép. Hauteur du cône =+ r. 


5. Trouver la hauteur du cylindre de  ibihé maximum qui peut êlre inscrit 
dans un cône droit donné. | S 


MAXIMA\ ET MINIMA 


ACER et EC—=h 
Volume du cylindre — +2. 


| Mais, d’après les triangles semblables ABC et DBG, 


Ph y. 
œ h—7y k 
Par suite, la fonction à étudier est 
VIS en Q — y}. Rép. Hauteur — Th 


6. Diviser a en deux parties telles que leur produit soit 
maximum. 
Rép. Chaque partie — . 


pa 


- 7. Diviser 10 en deux parties telles que la somme du double de l’une et du 
ci “4 ré-de l’autre soit minimum. Rép: 19et1. 


8 Trouver le nombre dont l’excès sur son Carré soil le pe grand Retee 


8 # 


TPS \ | Rép. ; 
| 9. Quel est le nombre qui ajouté à son inverse donne la somme la plus seu 
possible ? gere Rép. 1. 


fs supposant que la résistance d’une poutre à section rectangulaire trans- 


la largeur de la poutre de résistance maximum qu’on peut tirer d’un morceau 
bois de 16% de diamètre ? Rép. Largeur — 8°". 


Le On doit construire un réservoir à eau à base carrée et ouvert au somme 


dépense. SES “Côté de la base — 4", hauteur = 4", dépense — 96 francs. 
de 2. Un terrain. rectangulaire doit être acheté dans le but de tracer une piste 


demi-kilomètre ayant ses côtés en ligne droite et ses extrémités semi-circu- 
es. En outre, on doit acheter un morceau de terrain de 35" de largeur le 
g de chaque côté pour les tribunes, terrain d'entrainement, etc. Si le terrain 
ite 200 francs l’are, quelle sera la dépense maximum pour l’achat du terrain 
cessaire ? ) Fa ! | 


La 


43. Un bateau: torpillé est ancré à gun du point le plus rapproché d’un rivage 
et I on désire ‘envoyer un messager dans le plus court délai possible à un camp 
pure situé à 15km,de ce point le long de la côte. Sachant que ce messager 
peut marcher à à raison de 3: par heure, et ramer seulement à raison de 4, on 
ande | l'endroit où il doit aborder. Ré. A 3km du camp. 


44. Un aromètre est formé d’un récipient cylindrique fermé par le haut et 
puvert par le bas par où il plonge dans l’eau. Quelles devraient être ses propor- 
ic ns. pour un volume donné de facon à employer le moins de matériaux possible 
(ce qui donnerait € en. même Lemps le poids minimum) ? 

Ne. M de Rép. Diamètre — double de la hauteur. 


sale varie en raison directe de la largeur et du cube de la hauteur, quelle 


no pour lesquelles la ee sera minimum et quelle sera cette : 
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15. Quelles devraient ètre les dimensions et le poids d'un gazomètre dé 
8. ca 000" de capacité, construit le plus économiquement possible <en tôles 
de + de centimètre d'épaisseur et pesant 7 kg. : : par mètre carré ? 4 

Rép. Hauteur, 137"; diamètre, 273% ; poids, 440 Lo DES 


16. Une feuille de papier doit contenir 18%? de texte imprimé, Les marges 
supérieure et inférieure doivent avoir 2% chacune et celles des côtés 1°, Déter= 
miner les dimensions de [a feuille pour lesquelles il faudra le moins de papier 
possible. Rép. 5° sur 10,4 

47. Un fabricant de boîtes de carton a en stock une certaine quantité de feuilles 
de carton de 30°" sur 144. Avec ces matériaux, il veut fabriquer des boites ouvertes. 
par le haut en enlevant des carrés égaux à chaque coin et en relevant ensuite 
le carton verticalement pour former les côtés. Trouver le côté du carré qui devras 
être enlevé pour donner aux boites un volume maximum. Rép: 3cu° 


18. Un couvreur veut faire une gouttière ouverte de capacité maximum dont” 

le fond et les côtés aient chacun 4% de large et dont les: 
côtés aient la même pente. Quelle doit être la largeur au 
sommet ? | Rép. 8cm 


49. En supposant que l'énergie dépensée pour faire mar 
Fig. 51. cher un bateau à vapeur varie comme le cube de sa vitesse,» 
trouver son taux de vitesse Le plus économique par heure. 

quand on le fait marcher contre un courant qui fait c kilomètres à l'heure. 


Note. — Soit v — la vitesse la plus économique; . , 
alors av3 — l'énergie dépensèée par heure, a étant une constante dépendant des conditions M 
particulières du problème FE 

et v — c= la distance réelle franchie par heure. $ de 


: 3 

Par suite -%= est l'énergie dépensée par kilométre de distance franchie et c’est par conséquenis 
VC 

la fonction dont nous avons à chercher le minimum. : Rép: v = =. 4 


en 


20. Démontrer qu'une tente.conique de couté dns nécessite le minimum 


de toile quand la hauteur est égale à V2 fois le rayon de la base. Montrer que. 
quand la toile est mise à plat, elle forme un secteur de cercle de 15209 et qu’une 
tente en forme de cloche de 10" de hauteur aurait alors une base de 14" de dia- 
mètre et nécessiterait 272%? l’étoffe. ‘ 


21. On doit construire une chaudière cylindrique à vapeur d’une contenafñ € 
de 1000 décimètres cubes. Les matériaux de la paroi latérale coûtent 2 francs 
par décimètre carré et ceux des extrémités 3 francs par décimètre carré. Trouver: 
le rayon pour que la dépense soit minimum. 10 40° y 


VE 
22. Dins le coin d'un champ limité par deux routes perpendiculaires se trouve 
une fontaine située à 6 décamètres d’une route et à 8 décarnètres de l’autre. 
Comment une route en ligne droite longeant cette fontaine et coupant le moins 
possible du champ pourrait-elle être tracée ? ? c 
Rép. A 12 et 16 décamètres du coin. 


Quelle serait longueur de la route la-plus courte qui serait ainsi tracée? | 


Rép. 


2 2\ 3 : 
Rép. (55 3 +83 DE 2 décamètres 


23. Montrer que de carré est le rectangle de ÉSNMELS naximum qui puisse 
ètre inscrit dans un cercle donné. 
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2. Deux, perches de Éntae a et b mètres sont debout et à une distance de 
pue Trouver un point sur la ligne joignant leurs bases tel que la somme 
Les carrés des distances de ce point aux sommets des perches soit minimum. 


Rép. À moitié de la distance qui sépare les deux perches. 
Quand la somme de ces distances sera-t-elle minimum ? 


25. Un réservoir conique ouvert au sommet doit être construit de facon à 
| contenir . mètres cubes. Déterminer la forme pour laquelle la quantité de maté- 
“ iaux employés est minimum. 


96. Un triangle isocèle a une base de 42 mètres de longueur et une hauteur 


0 mètres. Trouver le rectangle d’aire maximum qui puisse être inscrit dans 
e triangle, un côté du rectangle reposant sur là base du triangle. 


‘27. Diviser le nombre 4 en deux parties lelles que la somme du cube d’une 
‘lie et de trois fois le carré de l’autre ait une valeur maximum. 


28. Diviser le nombre a en: deux parties telles que la somme du cube d’une 
partie et de la quatrième puissance de l’autre soit maximum. 


29. Une bouée ayant la forme d’un double cône doit être construite à l’aide 
de deux plaques de fer circulaires égales de rayon r. Trouver le rayon de la base 
cône quand la bouée a son déplacement maximum (volume maximum). 


. ra Rép. AVE 


30. On remplit de vin un verre de forme conique dont la profondeur est a et 
; ‘angle générateur x et l’on y jette avec précaution une sphère de volume tel 
u velle produise le débordement maximum. Montrer que le rayon de la sphère est 


Sr: | ; € sin 
RCE ES SIN % + COS pa 


31. Un. mur de 27 mètres de hauteur est à 8 mètres d’une maison. Trouver la 
ongueur de l'échelle la plus courte qui atteindrait la maison si une extrémité 
Posesur le sol extérigurement au mur par rapport à la maison. Rép. 13113. 


32. ‘Un vaisseau mouille l'ancre à 31 du rivage, et en face d’un point situé 
3h plus loin le long de la côte, un autre vaisseau est ancré à 9%" du rivage. Un 
anot du. premier vaisseau doit conduire un passager au rivage et aller ensuite 
vers l’autre vaisseau. Quel est le trajet minimum du canot? Répr132e 


33. Une traverse en acier de 93" de long est déplacée sur des roulettes le long 
d’un chemin de 12,8 mètres de largeur et ‘dans un couloir à angles droits avec le 
emin. Si on néglige la largeur de la traverse, quelle largeur doit avoir le 
ouloir ? | Rép. 5,4 mètres. 


F3. Un mineur veut creuser un tunnel d’un point A à un point B qüi se trouve 
300% au-dessous de A et à 300% à l'Est du même point. Au-dessous du niveau 
À se trouve un lit de rochers et au-dessus de A, de la terre végétale. Si le 
oût du creusement dans la terre est de 5f par mètre linéaire et de 3€ dans le 
| L Fe. trouver quelle sera la dépense minimum pour le creusement du tunnel. 

| Re Rép. 6742,65 francs. 


€ CE Me 


35. Un charpentier a 108 mètres carrés de bois avec lequel il doit construire 
ne boîte à base carrée et ouverte au sommet, Trouver les dimensions de la boite 
le de contenance maximum qu’il peut faire. Rép. LX 63. 
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36. Trouver le triangle rectangle d’aire maximum qui peut être construit sur 
une ligne de longueur h comme hypoténuse. 


a, 


{ 


Rép. ie — longueur de chacun des côtés de LSDBI droit ti 


S 
37. Quel est le triangle isocèle d’aire maximum qui peut être inscrit den un. 
cercle donné ? Rép. Un triangle équilatéral. 


38. Trouver la hauteur du rectangle maximum qui peut être inscrit dans-un » 
triangle rectangle de base b et de hauteur h. 


Rép. _ 
39. Trouver les dimensions du rectangle d’aire maximum qu'on peut inscrire * 
dans l’ellipse br? + a? — ab? Rép. ay? et ba; aire — 2qb.n 
40. Trouver la hauteur du cylindre droit de volume maximum qu’on peut 
inscrire dans une sphère de rayon r. Rép. Hauteur du cylindre 54 
3 
41. Trouver la hauteur du cylindre droit de surface latérale maximum qu'on … 
peut inscrire dans une sphère donnée. … Rép. Hauteur du aie x 
42. Quelles sont les dimensions du prisme hexagonal droit de surface mini x 
mum dont le volume soit de 36 mètres cubes ? ss ; 
Rép. Hauteur —21/3: côté de l'hexagone — 2. 4 


pn 


43. Trouver la hauteur du cône droit de volume minimum circonscrit à une” 
sphère donnée. Rép. Hauteur — 4r, et volume — 2 X volume de la sphère.) 


44. Un cône droit de volume maximum est inscrit dans un cône droit donné, 2 


‘le sommet du cône intérieur étant au centre de la base du cône donné. Montrer w 


que la hauteur du cône inscrit est le tiers de la hauteur du cône donné. 1 


45. Étant donné un point de l’axe de la parabole y? — Qpx à à une distance a 
du sommet, trouver l’abscisse du point de la courbe le plus rapproché du point g 
donné. Rép. T—a—p 

46. Quelle est la longueur de la ligne la plus courte qui puisse être menée 
tangente à l’ellipse b?x? + a?y? — ab? et rencontrant les axes de coordonnées? M 

Rép. a+b. 


47. Une fenêtre normande se compose d’un rectangle surmonté d’un demi-… 
cercle. Étant donné le périmètre, on demande la hauteur et la largeur de ka 
FnGLLe quand la quantité de mere reçue estmaximum. 


— Rép. Rayon du cercle = hauteur du rectangle. | 


48. Une tapisserie de 79% de hauteur est accrochée à un mur de telle sorte que e: 
sa bordure inférieure soit à 9% au-dessus de l’œil d’un observateur. A quelle " 
distance du mur devrait-il se tenir pour la voir le mieux possible? Rép. 120, # 

NOTE. — L'angle vertical formé par la tapisserie et l'œil de l’ observateur doit être maximum. 

49. Quelles sont les proportions les plus économiques qu’on puisse donner à. 


% 


un pot d’étain de capacité donnée, compte tenu de la perte? PRE 


Rép. Hauteur _W3 X< diamètre de la base. 


er 
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Nore 1. — Il n'y a aucune perte en coupant l’étain pour la paroi latérale du pot; mais pour 
De. AU le couvercle et le fond on utilise un hexagone d’étain circonscrivant les 


N pièces circulaires. 
À NOTE 2. — Si on ne tient pas compte de la perte, la hauteur — le dia- 


o mètre. 
À } NoTE 3. — Nous savons que la forme d’une alvéole de nid d’abeille est 
hexagonale, ce qui lui donne une certaine contenance pour le miel avec 
Fig. 88. - le maximum d'économie pour la cire. 


E: "ARE 50. Une auge ouverte de forme cylindrique est construite 
“en courbant une feuille d’étain donnée de largeur 24. Trouver le rayon du 
eylindre dont l’auge forme une partie quand la capacité de noue auge est maxi- 
} num. 


Réponse: rayon 24, c'est-à-dire que la feuille d’étain doit être courbée en 


pin 


Î forme de demi- cercle. 


4 TE Un poids W doit être soulevé au moyen d’un levier avec une force F 
Eine à une extrémité. le point d'appui se trouvant à l’autre extrémité. Si 
Je poids à soulever est suspendu en un point situé à une r 
distance a du point d'appui et que le poids du levier soit = 
4 de w kilogrammes par mètre linéaire, quelle doit être La 77772 
| à ongueur du levier pour que la force nécessaire pour soule- w 

De pois soit minimum ? ré VE NÉ Fig. 56. 

w : 


Rép. x 


» 


elouse circulaire de 100 de diamètre. En supposant que intensité de la 
\ lumière varie en raison directe du sinus de l’angle d’incidenceet en raison inverse 
du carré de la distance, on demande à quelle. hauteur doit ètre suspendu l'arc 
« électrique pour qu'une allée tracée autour de la circonférence de la pelouse soit 


k éclairée le mieux possible. 1 SUR 
D. | | Rép. A VA 


83. Le c coin | inférieur d’une feuille de papier de largeur a est replié de façon 
KR NN \ _ à toucher le bord intérieur de la page (fig. 57). (a) Trouver la 
| = largeur de la partie repliée quand la longueur du pli est mi- 
IN NT nimum. (b) Trouver la largeur quand la surface repliée est mini- 
mum. | | Rép. (a) 24; (b) 24. 


"WW 


54. On doit construire une palissade rectangulaire limitant 

2 une certaine surface. Sachant que l’on peut utiliser un mur en 

À Fig. ER pierres déjà construit pour l’un des côtés, on demande de trou- 

| 7 ver les dimensions pour (OUEUS le coût de la construction 
serait minimum.  - 

#4 _ Rép. Côté parallèle au mur — deux fois la longueur Le MALE extrémité. 


Fi 
QE 


o # 


5. Une vache est attachée par une corde par- 
faitement lisse à un gros pilier carré au moyen 
d ’un nœud coulant (fig. 58). Si la vache tire sur la 
corde dans la direction indiquée par la figure, 
quel sera l'angle formé par la corde avec le pilier? 
Rép. 30°. 


£ 


— : 
égaux à D ; Ma, Æ À 
n 3 ) 
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dule sur la verticale peut être donnée par la formule 
| 0— ae cos (nt +e). 


Montrer que les FORREURES maxima se produisent à à des intervalles * temps” 1 


pes 


57. On veut mesurer une certaine ue inconnue æ avec précision. Sup- | 
posons qu’on fasse avec un soin égal n observations de la fine ayant donné 
les résultats ci-après 

ALES Cats rot Ur 


Les erreurs de ces observations sont évidemment | FER 
# ’ 
€ ne à 1, DE do, TL TS 3, FORCE EUR, L mr 1: An; 


#. 


certaines étant positives et d’autres négatives. 
On convient que la valeur de x la plus probable est telle qu *elle rend minimum. 
la somme des carrés des erreurs, c’est-à-dire | 


Ga) + (ra) + — a} +: + Ge — an). 


Montrer que cette relation donne la moyenne arithmétique des observations. 
comme la valeur de x là plus probable. ù A 


58. Le moment fléchissant en un point B, d’une Mine de En 4, unifor- | 
mément chargée (fig. 59), est donné par la formule 4 


M ut — ue “ee 4 | 

dans ei w — la charge par unité de longueur. 
Montrer que le moment ÉCRIS maximum est au. 
centre de la poutre. me 


Fig. 59. 


59. Si la perte lotale par kilomètre dans un conducteur électrique este 
212 2 s x Ke 
T AE 


W—= c?r ss 


où c est le courant en ampères, r la résistance en ohms par kilomètre, et t une” 
constante dépendant du revêtement et de la dépréciation des matériaux, quelle . 
est la relation qui existe entre CT. exe quand la perte est minimum ? Si 


ie RAS - Rép. = 


60. Le câble d’un télégraphe sous-marin se compose d’un faisceau de fils de 
cuivre recouvert d’une matière non conductrice. Si x désigne le rapport du rayon. 
du faisceau à l'épaisseur du rev étement, on sait Pre la vitesse de: transmission s 
des signaux varie comme | 


æ? log . 


À | se ONE Re lee 
Montrer que la vitesse maximum ser atteinte quan T= —— xs 
e 


\ 


64. En supposant que la puissance fournie PR une re Pile de Volta soit donné 
par la formule 
S (r RS “& # RS 
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da anale É = — une force traite constante, r — une résistance interne 1 
tante, R — la résistance externe, montrer que P est maximum quand r =R. à 


62. La force exercée par un courant électrique cireulaire de rayon à sur un à 
etil aimant dont ee coïncide avec celui du cercle varie comme l LAS 


CD 
a 


_g ment pour onsté a et b. L'intensité oe de chaleur 
? à une distance x de A est donnée par la formule 


est. Le vitesse: initiale, g l'accélération due à 
santeur, 9 use de projection avec Re 


: 100 | ; y 25, | ge 
g 8 


LES pins devrait- il être projeté pour que la durée de Le qu nr ES x 
4 & à; ép o —=. YU? è 
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En négligeant les frottements, ete., quelle doit être la valeur de o pour que la 
rapidité de la descente soil maximum? Rép. p=— 45, 
67. Examiner la fonction CG — 1x + D en ce qui concerne 1 
ses valeurs maxima ét minima. &: 
Employer la PAG ÈT méthode, _ 
1p::429: Cat 


Fig. 62. Solution. 


fe) = (œ— x + AY. 


17e opération. 
f'Ce) = 2x —A)(x + AP + 3(x — 1) (x +1) 
= (x —1)(x + 1)(P5r — 1). 


2e opération. ; (x — 1) +1) GO 1)=0. 2 À + 1 
æ—1Â, —1, }, qui sont les valeurs critiques. “4 
3 opération. fe) = 8(œ —1)(x + 1)(x — 2) 1 


4° opération. Examinons d’abord la fonction Eonr la valeur critique = 
(C dans la figure 63). 


Quand 2 <A, LG 

Quand TA, fr) =5S( IR) = + T4 

Par conséquent, quand æ—1, la fonction passe par une valeur minimum 
f4) — 0 (ordonnée de C). | # : 

Examinons maintenant la fonction pour la ut critique & =? (B dr ns 
figure 63). 2402 

Quand c<h fa) =) # Ce 240 

Quad 2xp. Des) 


Par conséquent, quand + —*, la fonction passe par une valeur maximum 4 
4 fG }=1, 11 (ordonnée de B). 


Examinons enfin la fonction pour la valeur critique T—— 8 (A dans la four 
63). 
ë Quand 2e, ONE 1 
| Quand 2>—1, PH=SCD= ; 
Par conséquent, quand x = — 1, la fonction n’a ni Fe maximum ni te à 4 
| minimum. a 
DES 2 n 
68. Examiner la fonction a — b(x — c)? en ce qui concerne ses valeurs maxima 
P et minima (fiy. 64). | 4 
Solution. f(x) = a — b(x — c)°. CPE 
PSS 4 2b 
LE ['(&) PSE ART RER . D 
PA 6 3(æ — c)? 
; Fig. 64. Puisque x — c est une valeur crilique pour laduelléts 
‘ f(x) — », mais pour laquelle f(x) n’est pas infinie, 


Ù examinons la fonction en ce qui concerne ses valeur maxima et minima 
te ghen TC | | 


MAXIMA ET MINIMA 
oa<e, fG)=< 
SE) ED. f(&)—=— 
* 
+ Par suite, quand T—c— OM, la fonction passe par un maximum 


AR . 


RE TN EE fe a = MP: "1 


A 


Eee ve 


nine. ARE 


N > 


ce. CE pau. 22 AS Rép. æ He, donne un max. — +; 
PAT 0 à 40 onne un min. — (0. 
(a. —- 1 — 9, æ — À, donne un max. — 0 ,034 56 ; 
dard donneun-run,=— 0 
ACER 


x — — 2, donne un max. ; 
z—%, donne un min. ; 


#4 «= HE -2) Ge +0 HÉNRES æ——#+ donne un max. ; 

C _æ—1+ donne un min. 

æ — 9, ne donne ni max. Le min. 
ei : È 
m3. @+0? 3 Sr Des donne un max. 
7 ee z—=— 1 et », donne Ke min. 
Le qu | % ; 2 : 54 « à 9 
LA Ge- — a) te 5 ED 2e donne un max. ; 

M es SU ot æ = a, donne un min. ; 


a 


— = Genus un max. 
LT" el — +) donne un min. 


ne donne ni max. ni min. 


æ — 4, ne donne ni max. ni min. 


nn: ne donne ni max. ni min. 


æ——1, ne donne ni max. Hi min, 


76.4 a+ æ}. a ET — 4.0 4 donne un max. ; 


De —5 donne un min. ; 


x = «a, donne un min. — b. 


Ni max. ni min. 


x — 4, donne un max. ; 
æ — 16, donne un min. 


ve vs donne un min. 


" 


xæ— a, ne donne ni max. ni min. 


. 


0 uoiner les fonctions suivantes en ce qui concerne leurs valeurs maxima et 
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gp, 1—?7+2" ë é ÿ ,* ET. 


- | æ—} donne un min. TE 
4 +T—X- | ; +1 
Pan 9 | A ORDRE | L 1151 TP 
82. mia æ—2, donneun min. —1%/9—17: 
a+ 3T +9 = : ER 
s æ—=—19, donne un max.——419/2—17; 
æT—=—1,—9, ne donne ni max. ni min: 
ne Re FQUES ÉMFET 
83. ÉCRIT PAT 2ab , donne un max. AC Es 
So --a+b .. 4ab 
a? b? 2 : 
84. — + : - æ—-T%, donne un min. ; 
T'AS ES 
D F° donne un max. 


85. Examiner æ°— 3x? — 945 en ce qui concerne ses valeurs maxima et 
minima. Employer la seconde méthode, p. 126. 


Solution. fe) = 28 — 37? — 9x +5. | 

17e opération. Ce) = 3x? — 6x — 9. 

2° opération. - 8x? —6x—9=—0; 
par suite, les valeurs critiques sont x — —1 et 3. 


3° opération.  f’(t) = 6x — 6. 
4 opération. f"(—1)= — 19, 
f(— 1) = 10 — (ordonnée de A)— valeur maximum. 
FC) = +12, > LE 
(8) = — 922 (ordonnée de B) = valeur minimum. 


86. Examiner sin? x cos æ en ce qui concerne ses valeurs maxima el minima | 
(ig. 66). 
Solution. f(x) = sin? x cos x. 
1e opération. 
f(x)=2sin? cos? æ — sin? #. 


2e opération. 
2 sin x Cos® x — sin? z— 0; 3 RS DHNt 
par suite, les valeurs critiques sont ; 
æ—œnr et æ—nr +arctg2—=n:+e. 


Ce 


| SP 
” tt « L 
OS VTT NUE 


LE 


3e opération. l'Ér) = cos T (2 cos TT Sin ep) 2e Ù 

4e opération.  f'(0) — + f(0) — 0 — valeur minimum en (0. # à 
f"G) = — f(r) = 0 = valeur maximum en C À 
f'Ca) = — f(2) = valeur maximum en A. : 


fG — a) = + fr — a) = valeur minimum en B. etc. 


pese, 

Mr \ 
d LA 
SPP E PER | 


Examiner les fonctions suivantes en ce qui concerne leurs valeurs maximä et. 
minima. à : 


ES 


* 


Si Om 8x? — 12% + h. 
96. °2p8 — Mar? + 36 — — 20. 
à 92410, 
sin eq + cos 2). 


»* 


æ— 3, donne un min. — — %6: 
. æ—0, ne donne ni max. ni min. 
& — — 4 et 3, donne un max.; 
æ—= — 3 el 4, donne un min. 
99, z$ — 8. 
400. 4 — xt. | A 
. & = nr + =, donne un max. TUE 
= 3 47 
| UT Re io 
æ= nr — —, donne un min, — — ©4/3; 
| ira à 4 


A 
(CE 

* 

> 


MAXIMA ET MINIMA . RIT 


Rép. æ = — 1, donne un max. — 43 J 
| % 3, donne un min. — — 51. 


æ—1, donne un max. — — 3: 
x — 6, donne un min. — 

æ — 1, donne un max. 
æ — 3, donne un min. 
æ—19, donne un max. — 
æ— 3, donne un min, — 
æ = 1, donne un max, ie 
æ— 5, donne un min. — — 98, 


Ni max. ni min. 


æ—1, donne un max. — 2; 


æ—=nx, ne donne ni max. ni min. 
æ—e, donne un min. —e; 


æ—=1, ne donne ni max. ni min. 


&æ — nr, donne un max. 
À. b ; ; = 
x = Log —, donne un min. — 2ÿ/4b. 
k a 
æ—= —, donne un min, 
p 


æ—e, donne un max. 
LEnee donne un max. — (/2:. 


o 
- pri 


ES D donne un min. = — 2. 


= 


% — — donne un max. : 


LT —= — & donne un min. 


Ni max. ni min. 


RUES EE rs 
T—=nr—+—-, donne un-max. = © (3: 


D 16 
rite e donne un min. = — "V5; 


æ—n7, ne donne ni max. ni min, 


Crimes 


UN 
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il rico: ÿ æ — cotg æ, donne un max. 
412. sinx+cos2r. . z— arc sin?, donne un max. ; 1 
Ve ms donne un min. 4 
443. 2 tg x — tg° x. LT =, donne un max. 
: 4 LA 
A14. - Sin 4 z—==, donne un max. 0 
1+tgæ 4 | | 
115. mr oe : æ = Cos x, donne un max. ; / 4% 
Fear æ—=— Cos +, donne un min. :14 
85. Points d’inflexion. Définition. — Les pornts d'inflexion 


séparent les ares dont la concavité est tournée vers les y positifs (ares 
concaves vers le haut) de ceux dont la concavité # 
est tournée vers les y négatifs (ares concaves 
vers le bas) (*. Aïnsi, quand une courbe 

— f(æ) passe (comme en B) (fig. 67) de concave 
7e le haut (comme en A) à concave vers le bas 
(comme en C) ou inversement, un point tel qeû 


B est appelé un point d’inflexion. LPS e. 
Il résulte immédiatement de la discussion du A 84, qu'en A, 4 
f'(æ)=+., et en C, f’(æ)——. Pour changer de signe, la dérivée 


seconde doit passer par zéro (*); par suite, nous avons 


(23) aux points d'inflexion, f’(x) — 0. 


’ 


La résolution de l'équation résultant de (23) Ron les abscisses : » 
des points d’inflexion. Pour déterminer la direction de la courbure 
dans le voisinage d’un point d inflexion, examinons les signes pris 
par f'(æ) pour valeurs de +, d’abord un peu plus petites et en- 1 
suite un peu plus grandes que l’abscisse de ce point. De 

Si f'(x) change de signe, nous avons un point d inflexion et les 4 

signes obtenus atout si la courbe est concave vers le haut ou4 
vers le bas dans le voisinage de chaque point d’inflexion. 


( Les points d’inflexion peuvent également être définis comme étant des points où & 5 


(a) Yo et 2 change de signe. ‘7 DCR 

dx? dr? | ; € 

ou (HAS ESS et d% change de signe. PCA x 
; ; dy? dy° Von # LR 


(*) On suppose que f(x) et f(x) sont continues. La solution de PEx: 2, p. 144, montre comment 
il convient de discuter un cas où f(x) et f'(x) sont toutes les deux infinies. Évidemment les points 
anguleux (voir p. 302) sont exclus, puisqu'en ces points f(x) est discontinue. À Es 
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| rs lecteur devré observer qu’en un point où la courbe est concave 
À vers le haut Corne en A), la courbe se trouve au-dessus de la 
| tangente et qu'en un point où la courbe est concaye vers le ‘bas 
. (comme en OC) la courbe se trouve au-dessous de la tangente. En un 
. point d’inflexion (comme en B), la tangente traverse men la 
courbe. | 

Ée- Nous donnons ci- après une rêgle pour trouver les points d’in- 
exion d’une courbe dont lé équation est /(x). Cette règle renferme 
_ également des directives pour examiner la direction de + courbure 
| d une courbe dans le voisinage de chaque point d'inflexion. 


ire opération. Trouver f'(x). 
2° opération. Poser f@)=0 et résoudre léquation résultante 
uant. aux racines réelles. 
3 opération. Écrire f'(x) sous forme de facteurs. 
… 4° opération. Examiner les signes pris par f(x) pour des valeurs 
_ de x, d'abord un peu plus petites et ensuite un peu plus grandes 
. ue chacune des racines trouvées dans la 2 opération. St f(x) 
change de signe, nous avons un point d'inflexion. 
» Quand f(x) —+., la courbe est concave vers le haut 2 (*). 
| Quand f'(x)= —., la courbe est concave vers le bas =. 


LT EXEMPLES 


# Éaniiuer les courbes ci-après en ce qui concerne les points d’inflexion et la 
Le direction de la courbure, 


Solution. | fCœ) = 3%* — 4x3 + 1. 
1'e opération. f(x) = 367? — Lx 
2e opération. 364? — 4x — 0. 
æ—? et x—0 sont les valeurs critiques. 
8e opération. fx) = 362% (x — À). 
4 opération. Quand æ < D, car = + 
s et quand NI ASIE 
# Le courbe est concave vers le haut à gauche et concave vers le bas à droite 
$ e EE (A dans la ÉEre 68). 
LS No 2 ‘Qüand x <* don et quand x > ©, f'(&)=+ 


» On peut facilement se souvenir de ces résultats en disant qu’un vaisseau qui aurait la forme 
dela courbe à l'endroit où elle est concave par en haut contiendrait (+) de l’eau et qu il en rejet- 
seat (—) dans le cas où il aurait la forme de la courbe à l endéoit { où elle est concave par en bas, 
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La courbe est concave vers le ae à gauche et concave vers le haut à droite 


de æ =? (B dans la figure 68). 


La courbe est évidemment concave ee le haut en tout point à gauche de À, 
concave vers le bas entre A (0,1) et B G, À 2) et concave vers le haut en tout point 4 


à droite de B. 
ÉCS 22 (y— 2} = x — 4. 


Solution. 


. 3e opération. E £ É 


3. Ne RE Rép. 
5. y— 2° 


Es 4 


10. y— x" — 1973 + 487? — 50. 


1. y —sinx. 
12. y—=tgx. 
13. 


44. Montrer que les graphiques de e® et de log æ n’ont aucun point d'inflexion. 


86. Tracé des courbes. — La méthode ee pour tracer 


2ALGUL DIFFÉRENTIEL l'IE ue. . 


‘1e opération. 


2 e 
p de +; mais quand + => #4, dy = —, 


Nous pouvons donc conclure que la tangente au poifil (4,2) est perpendieu- - 4 
laire à l’axe des æ, qu’à gauche de (4,2) la courbe est concave vers le haut et 
qu'à droite de (4, 9) elle est concave vers le bas. Par conséquent (4,2) soi être? È 
considéré comme un point d' inflexion. 3 


Concave vers le haut à gauche de x — 2, con- … 


Montier qu'aucune section conique ne peut avoir de point d’inflexion. 


z a 
_ su 


FPT 
y. 9 — : 
dx? — 9 € FSU 


4 
F3 


Concave vers le haut en Dés les points. ES 
Goncave vers le bas en tous les points. Es 


Concave vers le bas à gauche et concave vers. 
le haut à droite de (0, 0)... 7. 


Concave vers le bas à gauche et concave vers 4 
lé haut à droile del: 2) D 

Concave vers Le bas à gauche et concave vers 
le haut à droite de (b, a). | 

Concave vers le bas à gauche et concave vers 5 


le haut à droite de (a sh ec LR 4 | 
Concave vers le haut en tous les points. 4 


a. 


cave vers le-bas entre x —9 et x —4, con- 
cave vers le haut à droite de x — 4. Ê 
Les points d’inflexion sont 4 = nx, n étant un. 3 
_nombre entier Técleouas +468 
Les points d’inflexion sont = nx, n étant un 
entier quelconque. 


Te 


F. 


fu 
< 
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(ou construire) une courbe dont l'équation est donnée en coordonnées 

rectangulaires, méthode avec laquelle le lecteur est déjà familiarisé, 
consiste à résoudre l'équation donnée par rapport à y(ou æ), à don- 
ner à æ (ou y) des valeurs arbitraires, à caleuler les valeurs corres- 
pondantes de y (ou de x), à construire les points respectifs ainsi 
déterminés et à tracer une courbe passant par-ces points en se laissant 
ouidér par le sentiment de la continuité ; la courbe ainsi obtenue est 
approximativement la courbe demandée. Ce procédé est extrêmement 
laborieux et dans le cas où léquation de la courbe est d’un degré 
supérieur au second, la formule de résolution d’une telle équation 
peut se prêter difficilement au calcul; ce procédé peut même être 
complètement en défaut, puisqu'il n’est pas toujours possible de 
résoudre l'équation par rapport à y ou à x. 

Ce qu’on recherche habituellement, c’est la forme générale d’une 
courbe et l'analyse nous fournit des méthodes pour He la 
forme d’une courbe au moyen de très peu de calculs. 

La dérivée première nous donne la pente de la courbe en un point 
quelconque ; la dérivée seconde détermine les intervalles dans les- 
quels la courbe ést concave vers le haut ou concave vers le bas et Les 
points d'inflexion séparent ces intervalles ; les points maxima sont Les 
«points hauts » de la courbe et les points minima en sont les «points 
bas ». Comme guide dans ce travail, le lecteur peut suivre la règle 
CI-après : 


Règle pour le tracé des courbes. Coordonnées rectangulaires. 


1 opération. Trouver la dérivée première; l'’égaler à zéro; la - 
résolution de cette équation donne les abscisses des points maxima 
el minima. 
2° opération. Trouver la dérivée seconde ; l'égaler à zéro; la 
résolution de cette équation donne les points d'inflexion. 
| 3° opération. Calculer les ordonnées correspondantes des points 
dont les abscisses ont été trouvées dans les deux premières opéra- 
‘tions. Calculer autant de points supplémentaires qu'il est nécessaire 
pour avouw une idée nette de la forme de la courbe. Dresser un 
«tableau semblable à celui de l'exemple traité ci-après. 
4° opération. Construire les points déterminés et tracer la courbe 
correspondant aux résultats indiqués par le tableau. 


Si les valeurs calculées pour les ordonnées sont grandes, il est pré- 
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.” 


coordonnées. 


Tracer les bebe ci-après, en faisant usage de la règle qui précède. Trouver 
également les équations de la langente et de la nor [ne aux points d’ Inilenos 


4. y— ax — 9x + 4x — 7. na . 
Solution. Utilisons la règle ci- nr 
1e opération. 


RS 


2e opération. 


3° opération. 


4e opération. 


Rép. Max. (0, 2); min. a V3, — 2); point d'inflexion (&1, s) 4 - 


7 férable de réduire l’échelle sur l’axe des y, de façon que l'allure 
générale de là courbe puisse être vue dans les limites du papier utilisé. 
On devra employer du papier spécialement destiné à construire les 


Re 


En construisant les points eten traçant la courbe, nous obtenons + 
Ja figure 70 ci-dessous. ; 
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EXEMPLES Ce De 


— T° — 182 + 94. 


SAT ERRAE : 
y! = 6x — 18, 
6x —18— 0, 
LE pe 


» 


DIRECTION DE LA COURBE - 


REMARQUES 


de 
max. Concave vers le bas. 

Point d'inflexion. 
min. 


. Concave vers le haut. 


Pour trouver les équations de la Fa et de la 
normale à la courbe au point d'inflexion P, (3,41), uti- 
lisons les formules (1), (2), page 85. Nous obtenons 
3x + y—920 pour la tangente et 37 —zx—30 pour la 
normale. 


2. y— 2? — 67° — 367 +5. À 
Rép. Max. (—92, 45); min. (6, — 921 1): point ins 3 
flexion (2, — 83); tangente, y ne 48x — 43 0; nor 
male, ae 5 
83. y— «xt — 2x? + 10. À 
Rép. Max. (0, ER > Inn EE A; 9) ; point d'inflexion D 


4 y—=$x mt 3x? +9, 


CE 

L2 

: RCE. eat 
’ _ À 22 Re 2, 


À = 


D 
An « 

a 

ot 

VER, 
\ 5 LR 
. - L Fr 


ne. nee 


An 


So 
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x 


Rép. Max. (@ 16); min. Le 


7. Mas 40. 


Se y— a — 37 — 0x9, a 


N9 dy + 23 — 9x +6 —0. 
a. y — 6x — 187 +2. 


A4, y(l #5 on ER 
8a® 
æ 


CETTE 


à 42. = 


2 
à 


& 43, y—e-®?, Le 


k+z 


Ge 


| 4. Ti Æ (x me ps Ve ASE - 5}. 


“ 


# REA 


A7. da de 
DOS. y — 18+ 367 — 3x? — 


3 Da. y=æ— cos. 


‘ 
« 
R 
1 
\ 
L 
= 
Æ 
- 
“+ 
n ' 
- 
» 
- 
- 2 3 
+ 
E 
2 = 
La  # [ 


25. 


RSR A4 


- 
MS 


— 16) ; point d'inflexion (0, 0). 


Rép. Max. (2, 0) : min. (0, — 1). 
"90. y— 32 — 5. 


21: ST PET El 


22: T?y = + T. 


28. ky —;ixt — 67 +5. 


24. y PRÉRENRS 
zx? + 3a? 


s 


AT PRE 


y 
T 


27. y = Dr — 2? — za. 
_1+z | > 

28. y — Tage | 

29. y—zx— 9 sin x. 

30. y—logcosæt. 

A me-AO (1 Ti) 5 


» Wa 


dl 2 4] 


CHAPITRE IX 


DAS 
87. Introduction. — Jusqu'ici nous avons représenté la dérivée. 
de y—=/f(æ) par la notation | \ - F 
UE 
= f(x) Fe ; 


el nous nous sommes spécialement eflorcés de. pénétrer le lecteur de 
celte idée que le symbole 
dy 


dx 


doit être considéré non comme une fraction ordinaire avec dy comme 
numérateur et dx comme dénominateur, mais comme un simple 
Dole désignant la limite du quotient | 
AW) y en 
Az 


quand Aë tend vers zéro. 

Des problèmes se présentent, cependant, où il est très commode” 
de pouvoir donner une signification à dx et à dy séparément, et cela- 
est particulièrement Far dans les applications du calcul intégral. 
: Nous expliquerons par la suite comment il y a lieu de procéder. 


MAL 


… 


x 
88. Définitions. — Si f'(æ)est la dérivée de {(æ) pour une valeur. 
particulière de æ, et A un accroissement de æ arbitrairement choisi, É: 


la différentielle de f(x), désignée par le nie dite). est définie 


par l'équation 


(A) OO Re 
Si maintenant /(æ) = x, alors f(x) —1 et (A).se réduit à 
QUE rot 


1° » 
d DE ont “ut à 


La is +4 NA 
TE, 
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delle de x est identique à Az. Par suite, si y— (x), on peut en géné- 
al écrire (2 A) sous la forme 


. ®) dy = f'(a)ax (). 


La différentielle d'une fonction est égale à sa dérivée multipliée 
par la différentielle de la variable indépendante. 

Nous allons montrer la signification géomé- 
trique de cette définition (#g. T1). 

Soit f’(æ) la dérivée de y — f(x) au Hunt P. 

Prenons dx = PQ, alors 


CRUE PO So AU UT 


Par conséquent dy, ou df(æ), est l’accroisse- 
. ment(QT) de l’ordonnée de la tangente correspondant d'A"), 
Cetté considération nous donne Tinterprétation ci-après de d déri- 
vée considérée comme une fraction : 


Sr dx désigne un accroissement, choisi arbitrairement, de la 

_ variable indépendante x pour un point P(æ, y) de la courbe y — (x), 
dans la dérivée | 

dy PAS 

= J (XL) te-S 

dx LR ) ces 
dy désigne l'accroissement correspondant de lordonnée de la tan- 
gente à la courbe au point P. 


_ 89. Infiniment petits. — Dans le calcul différentiel, on s'occupe 
habituellement de la dérivée, c’est-à-dire du rapport des différentielles 

dy et dæ. Dans quelques applications, il est également utile de con- 
_sidérer dr comme un infiniment petit (voir $ 15, p. 14), c’est-à-dire 
comme une variable dont les valeurs restent petites numériquement, 
et qui tend vers zéro à un certain moment de nos recherches. Alors, 
d’après (B), p. 149, et (2),.p. 20, du est Spaiemens un infiniment 
| “Que : 


- (*) A cause de la position que la dérivée f(x) occupe ici, elle est quelquefois appelée coe/jicien 

| se 

| e lecteur devra observer ce fait important que, puisqu'on peut donner à dx une valeur arbi- 
traire quelconque, dæx.est indépendant de æ. Par suite, dy est une fonction de deux variables indépen- 
dantes x et dx. 

._. (*) Le lecteur devra noter spécialement que la différentielle (dy) et l'accroissement (Ay) de la 
fonction correspondant à la même valeur de dx, (4x), ne sont pas égaux en général ; car dans la 

- figure: 71, dy = QT, mais Ay — QP!. 


_ 


: pé x + ‘ 
x d U 4 Ho NE ee ANT e "SEE 
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Dans les problèmes où entrent plusieurs infiniment petits. on ie 
souvent usage du théorème suivant : 


Théorème. — Dans les problèmes comportant la limite du 077 $ 
port de deux infiniment petits, chaque infiniment petit peut être à 
remplacé par un infiniment petit tel que la limite de leur rapport 
soit l'unité. M 

Démonstration. — Soient z, 6, x, &! des infiniment petits tels 
que 


(E) limite —1  et- limite? —1, 
5 (0 


ei | ÿ) 


Nous avons identiquement 


” 4 Ca g' 

CE VS Ne | 
è ‘1 ‘ FA CE + £ * 731 
et limite #— limite # limite -% : limite - © (th. IE, p.20) 
él 2 e LT RAS a ES 
ni bn À - D’après. (GC). A 
Ê ; : FER 
A AS PR : HIS 
(D) da — limite FU FSU se #4 


Appliquons maintenant ce théorème aux deux limites importantes | 
ci-après. Pour la variable indépendante æ, nous savons ee Jet 
RRRgRpie us que Ax et dx sont A | : 


petit, A peut à être remplacé. de: SES 


Au contraire, on à montré que pour la variable dépendante 4e a 
et dy sont en général inégaux. Mais, cependant, nous pouvons pr 
trer maintenant, que dans ce cas on a également | L'ÈeE 


BE Ay. 5 NE ge 4 4 Pr 
limite =2=# Ne Ce LS SERRE 
fon He La PR “AN 
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Puisque que y = f'(æ), nous-pouvons écrire “4 
MAD DAT 


 — 
RÉ CGT. 


où « est un infiniment petit qui tend vers zéro quand Ax = 0: 
: Chassons le dénominateur, en nous rappelant que Ax = dx. 


= | | Ay = f'(x)dx + 2 zAæ, 
| Ay = dy + <AÂx. #7 (B), p.149. 


En divisant des deux côtés par Ay, il vient 


* _ limite dy Et 
4 | ; At— ( Ay ° 


et par suite limite AY 4. c'est-à-dire que, d’après le théorème ci- 
_ dessus, J 


a 


(F) Dans la limite du rapport de A2 un deuxième infiniment 


PÈRE Ay peut ètre our par dy: 


“ 


90, Dérivée de Pure en coordonnées rectangulaires. — Soil 
s la longueur (*) de Farc AP mesuré à partir d’un point fixe A sur 
Ja courbe (fig. 72). Désignons l'accroissement de s (arc PQ) par As. 

La définition de la longueur d'un arc repose 
sur l’hypothèse que sue tend vers P, 


mit corde + Le . 
Hi e en PQ 


te di tnt ba LE ve d'audit à dc ds sn let / Ac Lan 
F, ’ : 


$ 
É 


Si nous appliquons maintenant le théorème 
de la p. 150 à cette relation, nous obtenons : 


: _(G) Dans F: hate du rapport L une corde PQ à un deuxième 
% infiniment petit ie corde PQ peut être remplacée par l'arc PQ (As). 


La 


(*) Définie au 8 209. 


EE de A ir NC NS NUL mad haie LUN TS AUS 
# ne * o : F & # 6 À Es EC TOUT T'ES TE A + # 3 
* A 4 à PTE 
Me 152 _ GALCUL DIFFÉRENTIEL g 
; D’après la figure 72 ci-dessus, 
: H) 7, a LS corde PO CREED 
En divisant par (Ax), nous obtenons 
| ÆHÉCOTAS EU Ay\° #’. 
(D) Re 
£ Maintenant, faisons tendre os vers P comme position limite ; alors “4 
Az = 0 et nous avons s S. 
ds dy\° SAS ee” 
VE EP Le ; 
tie LS ESS OPEN VS ? 
:sque limite /corde PQ\ __ limite /AS\ ds panre F4 AC RS à 
[ Puisque PA ( ce ) TU Fe) FE d’après G).] +2 
| HONTE DATE | 
CRIE | Rp 0 Le M 
dx \ 6» En 
De même, si nous divisons (H) ie (Ay} et que nous passions as 
la limite, nous obtenons FE RE 2 É 
| ds TA EST 
(25) te Lens is EUR 
| dy dy ? RE 2 : 4 
F L YA S re . : : 7 fe s \ « 
D’après la figure 72 ci-dessus, nous avons aussi *$ 
. AE à a r A e ; 08 
COS = —— , SIN 9 Lise He .T UT 
| corde PQ corde PQ ‘6 
s Madiendnt, quand Q tend vers P comme position limite, PET set 3 
= nous obtenons. | | Re 2 
| À ar S'dx , dy 
£ - (26) COST — —, sinr —%Y. | < 
AE dé En ECS TS 2e: E 
[ Puisque d’après (G) LRU ee — Jimite 27 Let limite = Dre 41e À 
RE PQ As ds orde PQ EE | 
. En faisant usage de la notation des différentielles, les formules 
(24) et @5) peuvent s’écrire : 
Le SdyNi 2 RE TR TA TE LE 
Den .(07) _ ds=|1+(% RÉ QATAR ER 
4 L ë dx | de : MERE ; E 
LS % À 
71 F È 36 
< , N, * ‘ Cid Ê E * ce 
ES : hé = ï Ê wi ; ; , LA: 
u Ta fa dy 2 ME CU 2 AP D A à 
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». 0 Ô Qu a 

28 ds= Vhee dy: 
( ) | [ (as) sr | a 


En substituant dans (26) la valeur de ds donnée par (27), il vient 


to 


(29) nie EE SIN T — PL SARA MANES 


1 
E+()T Br] 
dx x 
Un moyen facile de se rappeler les relations (24)-(26) entre les 
différentielles dx, dy, ds est de noter qu'elles 
dy sont représentées exactement par un triangle 
rectangle dont l’hypoténuse est ds, les côtés de 


l'angle droit, dx, dy, et l'angle à la base, = 
(fig. 73). Donc 


PNA A _ ds=V(dxŸ +(dy}, 


| et la division par dæ ou dy donne respective- 
L- ‘ment Ci) ou (25). D’après figure 73, on à aussi 


# 


cost, cr 


s ds. 
. les mêmes relations sont données par (26). 


| 91. Dérivée de l’arc en coordonnées polaires. — Dans la déri- 
# vation qui suit, nous emploierons la 
à même figure et la même notation que 
s _ celles utilisées pages 93, 94. 
< ‘As le triangle rectangle pue 
3 (5.1 4) 

Désir PQÿ — — PR + RQ 
-—=(bsin A5Ÿ 

+ (o + ÀAo —90cos A6). 


En divisant les deux membres par (A6), nous obtenons 


de corde PQ' TE >/ sin A6 \? AV 1 — cos Ab É 
ie }=#{ A5 Jah “AUAR | 


“ 7 F : TE ù 
ÿ tres à k OST TES ce 
- : SA & REX : 
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En passant à la limite quand A6 diminue et tend vers zéro, nous 
obtenons (*) ù ; | ÉA #4 


ds DEL EE 
30 PSE 2 SRE ” 
? LR Ve 


ce qui s'écrit, en notation différentielle, 


(31) | | as — |? +(&)] 


Ces relations entre b et les différentielles ds, de et dÿ conf repré 
sentées exactement par un triangle Me 
tangle dont lhypoténuse est ds et ks 
côtés de l’angle droit, dé et +46 (fig. 1° 
Par suite, 


te 


BND. : 


et la division par d6 donne (30). De 
En désignant par 4 Lange formé par de et ds, nous obtenons.… 
immédiatement Ma CT 


Fig. 75. 


= 5 » = 


qui est la même formule que celle trouvée en (A), p. 94. 
ExEMPLE |. — Trouver la différentielle de l'arc du cercle 2 + y? = pe. 
Solution. Différentions : dy = _ 2 

dæ LE 


Pour trouver ds en fonction de x, nous substituons dans (27), ce qui donne 


AE | - 1 = Le 
ES. 
EEK TE ÿ 


LS 


Vi L 


SN ” 


«limite corde PQ: Jimite As ds DRE PAST EN RU SES 
PS6 a teen a 


limite sin A Ab DS" 


At= 0 a due 5; ee : Si 
Li te 4 FE 2 sin? — si € ae sin à | | 2 L 
imite, 1 —Cos Aÿ _Jimite 2% pinfte , EE 

= pr GR OT ter de qe D k= 0, d'après as p-2 2182, p. 2 


L 
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1 Pour trouver ds en fonction de y, nous substituons dans (28), ce qui donne 5 
| HS 4 9 à 14: 72 by 
Rs © EL ne RE Fay =[e fre = 1 à 
A | æ se rè— j: 
 Exewese JL — Trouver la ttiérentiens de Farc de la cardioïde : = a(4- —cos6} , 
en fonction de 0. : 4 
be de _ Solution. Différentions, = asinÜ | | ñ. 
La substitution dans (31) donne Fe 
4 Us == [a?(A — cos 2 + af sin? 0] 5 di — a af2 — 2 cos (D de . 
(] + * 
_ —=al4sin? —|2 40 — = 24 sin 8 46. N'ES se 
= fran Lans La | 
Bu S HER EXEMPLES 
3 Trouver la différentielle de l'arc de chacune des courbes ci-après : ‘ 
ÿ 4 y — 4r. Ps à is RÉTAUS = /1 RE à 
T2 y— ar 4 À ds = VA + La de. 
THROR AREAS FAR ds = V1 + 9rtdæ. 
4. = a. & > ds — 3V 4 + 9ydy. sas 
NVRSS 2 2  J— | 
TS : a 7e 
5, dy RU | LEN re | 
6. bar? La? > — 20%: | | Se FRS L'e e 
“Æ 7572 NOTE. ét RER | Fe nus 
& 2 a | 
LE e cos = 4, SE UE ds — sec rx: 
p=a cos. DANS A da Q Ü, “#4 

: Hey cos 21. ARR TOP ie ds — ay/sec 2048. 

),‘p— aelcotge, TT Re FRE ds = p cosec a db. 3 
e=a.. - sn) > tee | | ds = a+ log? a dé. M”: 
RETEES | | | ee ds Ve + + ade. ie 

He 2 F5 | TN +. L Æ; : 
A8. (a) a — ve. Ait (AJ Ra” LS 2 
LO—a © p=a 54 
LE) Ye = () y—=logz, | ne 

(d) zy = a. PRE SR à à de. 

_(e) y — log sec &.… BE RAD ES fe 

OP r= 0e gb sin 0. DSP IE = 4 

À 407 (M) À sin 0. #4: 

— = q sec? ct RO - té 
OS ue LS 

Pe 

; 4 *£ ae 5 4 

M: 
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92. Formules pour trouver les différentielles des ton0ti0n ER Le 
— Puisque la différentielle d’une fonction est égale à sa dérivée à 
multipliée par la différentielle de la variable indépendante, il en 
résulte immédiatement que les formules pour trouver les différentielles 
sont les mêmes que celles pour trouver les dérivées données au $ 33, 
pages 3840, si nous RÉNpE chacune d'elles par da. No 4 
obtenons ainsi : D, 


.. 


_ 
» 
LA TR 


[l GALR) = 
Il HE hN 
FT du + v—w)—= du + do — div. | 
IV | d(cv) = cdv. | 
V dQuv) = udo + vdu. : 14 
VI ; dv") = nv" ‘dv. | RTS 
Vila TG DE na" dar. DRE 
VII ” ()=  vdu<— 108 ADÉRTE Ê 44 
D De : ; 
Vila d É ne 
c C 
VIII dog r)= log e 2. | 
IX | _ d(a”)= a" log 4 ire 
2. STRESS ANNE) = tds SAUTIEES 
X | du) = vu" du + log u : uw” : do. 
NET d(sinv) = cos vdv: HI 
XII __d(cosv) = — sin vde. à 
XII d(tgv)=sec vdr, etc. 
XVII HG CSN O) 2er Ses $ 
; Ve PAU 


Le IetIne € différentiation » s'applique également à l'opération À 
relative à la recherche des différentielles. Re 
Pour trouver les différentielles, le procédé le plus commode est de = 

trouver d'abord la dérivée par les moyens napHagiss et de multiplier | 
ensuite le résultat par dx. 


ExemPpLe L: — rie la différentielle de Ve à SENS ER 
os 23. 2e MNT CLR FEES 
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Ç ‘ 
Solution. dy — a (ES) ERINE E D EDGE +3) 
| | purs (+ 3y 
LG Ie = (e+ Daodr LG 6r— Ye, p 
(x? + 3)? (x? au 3»? ke 


D2? — ay? — ab? 
Solution.  2b2xde — La?ydy — 0. 


at 


À 
| Exeuwpcse [l. — Trouver dy en partant de 
F 
bæ. va 
du —==#dzx, Reér. 
y Eee A 5 


LE -  ExemPsE IL — Trouver de en partant de : 
| ep? — a? cos 20 
_ Solution. 2cde — — a? sin 928. 246. 
« 


de sin 204, 
0 


| de 
ë Exewpce LV. — Trouver d [are sin (3 — 4t?)|. 
| __d(Bt-- 48)  __ 3dt 
VA (Gt — 48» Vie 
| 

_93. Différentielles successives, — Comme la différentielle 
d’une fonction est aussi, en général, une fonction de la variable indé- 
onendante, nous pouvons chercher sa diflérentielle. Considérons la 
. . fonction | 

L.. | y= fo) 
i d(dy) est appelé la différentielle seconde de y (ou de la fonction) et 
on la désigne par le symbole dy. 
| De même, la différentielle troisième de y, CON s'écrit dy et 
- ainsi de suite jusqu'à la dférentielle n° de y, 


Solution. d [arc sin (34 — 48)| — . Rép. 


d'y. 
_ Puisque dx, la différentielle de la variable indépendante, est indé- 
; pendante de’æ [voir renvoi(*) de la page 149], elle doit être traitée 
_ comme une constante quand on différentie par rapport à æ. On obtient 


ainsi des relations très simples entre les RACE successives el 
Les déripées SUCCessives ; CAT 


D: / dy — AC Te 
Bet : dy fx)(dx), 


puisque dæ est regardé comme une constante. 


— 


= 


458 
De même, 


et, en général, 


En divisant les deux membres de chaque ce par [a ri b 
sance de dx qui figure dans le membre de droite, nous obtenons la 4 
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= FA) CT. 


ton habituelle de la dérivée : 


dy = pre, 
di? fe 


Les puissances d un infiniment et sont appelées infiniment petits | 


d'ordre supérieur. 
Plus généralement, si pour les infiniment petits. % et £ B 


limite ne 0, 
x 


A 


ÿ 


| 7 FSC MUR 
) à e J = fe » del is 


on dit que $ est un infiniment petit d’un ordre supérieur à 4. 


Exemrce. — Trouver la différentielle troisième de 


Solution. dy = Grt— 61? + 3)dx, L 
| y — 19x)(dx}, 
dy = (60x? —12)(dx). Rép. : 
NOTE. — Ce résultat est évidemment la dérivée troisième de la fonction Pan * 


tipliée par le cube de la différentielle de la variable indépendante. En. divisant 


pr) — 93 + 3x —3. 


par (dx), on à obtient la dérivée troisième 


Différentier les fonctions suivantes, en faisant usage des différentielles : 


4. y = ar — ut +8 + d. 


y 
x 


T — G0r? — 12 


EXEMPLES 


ep. dy = (Bar? = 2x + dde. 


: , # et 
2. y = 27? = et + Go +8. | tes Or 
3. y — (a? — r°ÿ. QE est re 
4. y—=Vi +. | dy = dis 

fou VI 7° + 2? 
re Onx?—1 
5. y ES, ra DL EU PET +, 
ÿ ({ re Er y os 25 D ERP és 


6e ae. 


T0 


2e à 


NS 
u” 


a k 6 


| 42, fm) — (log a. 
| : 


pe 
# N 
_ 
s 
* 
1! 
= 
+. 
= 
» 
22 
: Le _ 
La 
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“4 r =} Lg 010. i 


M4. tas el Fan Se log log zdæ | D: 


M7 sa fra arc sin Vers We By — 


D 47. ent in 


I % 1- do 
Aoote les 
2sin? 2 e ë + Si 


= Sax - | + Ch 
VAR SE SN Er 3 L 
“4 22° — 1) PRE 1.050 
dy = Xe? —e—%)dr. | % 


de (loge + À ; ju. k Ô D: 


| dr = sect dB. 
rer UE z} dx. 


A DE 


( CD RC 


D us dure te log 1 = RG NC SA | E 


HEC | Fe. 
DRE | 37 
Vary — y? 


SIN? ? 
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LE TEMPS CONSIDÉRÉ COMME NOUVELLE VARIABLE 


94. La dérivée considérée comme le rapport de deux coef- 1 
ficiénts différentiels. — Soit y — f(x) l'équation d’une courbe en- 


gendrée par le déplacement dun point P (4g.76). Les coordonnées ze 


y dece point peuvent être considérées comme fonctions du temps, ” 


ainsi que nous l'avons expliqué au $ 71, 


d’après XXV, nous avons 


732 p.102. En différentiant par pur à 00 
"av 


32 Le X)ae 
S ) dt 6 dé 
| Fig. 76. us À un instant quelconque le coeffi- 4 


cient différentiel de y (ou de la fone- 
lion) par rapport au temps est égal à la dérivée de la fonction 


multipliée par le coefficient différentiel de la variable Alpe 
par CAPOTE au temps. 
Ou, en écrivant (32) sous la forme 


dy “2 
dt 1 dy : J D 

(83) Mio 4 
dt 


La dérivée mesure le rapport du coefficient différentiel de y à a. 
en de x par rapport au temps. 


Fa étant le coefficient différentiel de la longueur d’un ‘arc par rap | | 
û 


port au temps, nous avons d’après (12), P. Ur | SR 


34 As | a 54 
(SH. | —/(E)+( se 10 


de: 
LE 
Ai 


qui est la relation . par la one 76 ci-dessus. :, 7 


<+o . LE TEMPS CONSIDÈRE COMME NOUVELLE VARIABLE 161 


. Comme guide dans la résolution des problèmes analogues aux sui- 
. vants, on peut utiliser la règle ci-dessous : 


_ “opération. Tracer une fi gure Ulustrant le problème. Désiqner 
par æ, Y:8-e1c., LES quantités qui varient avec le temps. 
28 opération. Dérerer une relation entre les variables considérées 
qu soit vraie à tout instant. 
3° opération. Différentier par rapport au temps. 
_4* opération. Dresser une liste des quantités données et des quan- 
| vités cherchées. 
_ d* opération. Substituer Les quantités connues dans le résultat 
_ drouvé par différentiation (3° opération) et résoudre par rapport 
aux Thntes inconnues. 


L 


c : EXEMPLES 


» 1. Un homme s’avance à raison de 8 kilomètres par heure vers le pied d’une 
Btour de 60 mètres de hauteur. A quelle vitesse s’approche-t-il du sommet quand 
4 il est à 80 mètres du pied de la tour? 


' Solution. Appliquons la règle qui précède. 
Ë 1re opération. Traçons la figure 77. 
4 3 Soit æ la distance séparant l’homme du pied de 
L la tour et y la distance le séparant du sommet de 
| ! la tour à un moment quelconque. 


2° opération. Puisque nous avons un triangle 
rectangle, 


Fig. 77. 


y? — x? + 3600. 


8° opération. En différentiant,:nous obtenons 


Qy dy 0 dm re 
E dt dt” 
Bou) ©. re oo 
# NT 


- ce qui signifie qu’à un moment quelconque : 


ent différentiel de y) — (= ) (coefficient différentiel de x). 
y 


\ 
4e opération. 


RS, . — 8 kilomètres par heure. 
è > û 
Le y = s Va? + 3600 dy _; 
“10 ? dt 
— 100. 
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5° opération. En substituant dans (A), il vient. # 4 
du = 80 Les kilomètres par | É 

+ a D — >< 8 kilomètres par tee 2) 4 

— 6 kilomètres 400 par heure. Rép. 


2. Un point se meut sur la parabole 6y — x? de telle sorte que quand x —6, 
l’abscisse croit à raison de 2 mètres par seconde. Comment varient au même 
instant l’ordonnée et la longueur de l'arc ? 


Solution. 
1"e opération. Construisons la FRE (fg}- 18). 500 
2e opération. GET E Lu 34 
SRE TAN de. ‘4 
- 9° opération. 6 9, : 
pération ES 10 
Fig. 78. dy x dx ù ‘2 
È (0) B LL — 0e — ; à CR 
PE Ge RU S 
ce qui veut dire qu’ en un point quelconque de la parabole : 4 
(coefficient différentiel de l’ordonnée) — é s ) (coefficient CAR ETS de labscisse).. 
v ÿ . dx 22236) ! | , | "à } 
je opération. Pr mètres par seconde.  . 5 
P— 6 dy = : € 
dt 
2 ; ls 
RS Ne 
F0 dt 
5° opération. En substituant dans (B), il vient 4 
ë Fi 
cl ne ï 9 —"} mètres par seconde. 3 Rép. 
€ u 
En substituant dans (34), p. 160, on obtient 4 
œ = OR + (4) = 94/3 ete par seconde. | Rép. 4 
D'après le premier résultat, nous voyons qu'au point P(6, 6) l'ordonnée croit n * 
deux fois plus vite que l’abscisse. À. 
Si nous considérons le point P'(— 6, 6), au lieu du point P(6, 6), le résultat est 
a = —— 4 mètres par seconde, | 
dt : vies vi 
} 4 
le signe moins indiquant que l’ordonnée décroit quand l’abseisse croit. F4 


3. Une plaque circulaire de métal se dilate sous l'influence de la chaleur, de. 
telle sorte que son rayon croit uniformément à raison de 0,01 centimètre par 
seconde. Comment la surface croît-elle quand le rayon a de 2 centimètres 77208 

Solution. Soit æ = rayon et y — aire de la plaque. 1 


Alors EUR y = TL?, 45 
s | | d'y dx GA TURIN 
CG = 27: (Ras | Vie dune 14 V3 
(æ dt dt” PAROI Re 
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c'est-à-dire qu’à un instant quelconque l'aire de la plaque croît en centimètres 
carrés 27 fois. plus vite que le rayon en centimètres 
linéaires. . 
dz PU dy an Vé 
dt dt 
Substituant dans (C), il vient 


dy gRSe2 Sc 0,01 | 
dE 0,047 centimètre carré par seconde. Rép. 


Le, 


#\ 


4. Un arc électrique est suspendu à 12 mètres direc- 

. __‘ tement au-dessus d’un chemin en ligne droite et hori- 

4 | | zontal sur lequel marche un jeune homme mesurant 

4,50 de hauteur. A quelle vitesse se déplace l'ombre du jeune homme quand 
ST s'éloigne de la lumière à raison de 49 mètres par minute ? 


Solution. Soit x la distance qui sépare le jeune homme d'un point situé ditec 
_ tement sous la lumière L, et y la longueur de l'ombre 
Bienne homme. D’après la figure 80, 


‘4 


| 3 SR Rae 1,5 
R. ie y+x É 
D ou :  Pn Le 
L ARE TE 
En différentiant, il vient : 
dy. 4° de | Fig. 80. 
de T.-dt 


c’est-à-dire que l'ombre se déplace à raison de ? de la vitesse à laquelle marche 
le jeune homme, ou T mètres par minute. 
# 5. Dans la parabole y? — 12%, si x croît uniformément à raison de 2 centi- 
mètres par seconde, comment croit y quand æ = 3 centimètres ? 
; Rép. 2 centimètres par seconde. 


/ 


6. En quel point de la parabole de l'exercice précédent, l’abscisse et l’ordonnée 
“ont-elles le même accroissement ? Rép. (3,6). 


7. Dans la fonction y — 2x5 + 6, quelle est la valeur de + au point où y croit 
24. fois plus vite que x ? Rép. x = +9. 


L. _ 8. L'ordonnée d'un point décrivant la courbe x? + y? — 25 décroit à raison de 
{centimètre par seconde. À quelle vitesse l’abscisse change-t-elle quand l’or- 
Re mesure 4 centimètres ? ? Rép. _ — 9 centimètres par seconde. 


‘#7 . ME 4 ke 


9. her les valeurs de + pour lesquelles là dérivée de æ? — 147? + 437 —13 


4 est nulle. | Rép. x —3 et 5. 
4 40. En quel point de l’ellipse 167? + 9y2 = 400, yet x ont-ils des accroissements 
opposés RE | Rép. (4e 16 


F _ 44. En quel point du PRRUSR quadrant l'arc croît-il deux fois plus vite que 
. l'ordonnée ? Rép. À AU 
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Un point engendre chacune des courbes ci-après. Comment croit l'arc dans 
chaque cas ? 


* 


12. nr; ar. Rép. ae 
€ . L 
13 MIE SORTE Rte À ds _! B. 
14: T°? + 4y? — 20: — dx — — 4, = À. | ds LA 
dt dt 
15. y— «x; FRA z—— 8. 
dt 
ARS: dy pe 
| dt 


17. Le côté d’un triangle équilatéral a 24 centimètres de long et croit à raison 
de 3 centimètres par heure. A quelle vitesse la surface croit-elle ? 


Rép. 363 centimètres carrés par heure. 


48. Comment varie r aire d’un carré quand le côté b croit à raison de a unités 
par seconde ? 


Rép. 2ab unités carrées par seconde. 


19. (a) On demande combien le volume d’une bulle de savon sphérique croit 
de fois plus vite ue son rayon. (b) Quand son rayon est de 4 centimètres et” 
croit à raison de ; centimètre par seconde, à quelle vitesse croit le volume ? 

Rép. (a) 4xr° fois plus vite; 
(b) 327 centimètres cubes par seconde. 

À quelle vitesse croît la surface dans le dernier cas ? 


20. L’extrémité d’une échelle longue de 50" est appuyée-contre un mur verti- 
cal qui repose sur une surface horizontale. En supposant que l’on écarte le pied 
de l’échelle du mur à raison de 3" par minute: 

(a) À quelle vitesse le sommet de l'échelle descend-il quand le pied est à 14m 
du mur? 

(b) À quel moment le sommet et le pied de l’échelle se déplacent-ils à la même. 1 
vitesse ? 

(c) A ques moment le sommet de l'échelle descendril à à laison de 4" par minute? 


Rép. (a) + de mètre par minute. 


(b) Quand Ia distance du pied de l'échelle au mur est de 25/2 mètres. 
(c) Quand la distance du pied de l'échelle au mur est de 40", 


21. Une barque dont le pont est à 3,60 au-dessous du niveau des bords d’un 
bassin est halée au moyen d’un câble attaché à un anneau fixé au plancher du 
bassin. Le câble est enroulé sur un treuil fixé sur le pont de la barque, à la 
vitesse de 2,40 par minute. A quelle vitesse la barque se déplace-t-elle vers le 
bords du bassin quand elle en-esb à 4,80? - Rép. 8" par minute. 


22. Un wagon de chemin de fer est à 12 immédiatement au-dessus d’un autre . M 
wagon de chemin de fer, leurs voies se coupant à angles droits. Si la vitesse du « 
wagon le plus élevé est de 254,35 par heure et celle de l’autre wagon de12:m,68 
par heure, à quelle vitesse les wagons se séparent-ils au bout de la cinquième 1 
minute qui suit leur rencontre ? Rép. 284,35 par heure. 


23. Un bateau se dirige vers le Sud à la vitesse de 62 à d'heure et un autre 
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vers l'Est à la vitesse de 8m à l'heure. A 4 heures de l’après-midi, le second 
bateau traverse la route suivie par le premier, à l'endroit où ce premier bateau 
se trouvait deux heures auparavant. 
(a) Comment ladistance entre Les bateaux variait-elle à 3 heures de l'après-midi ? 
(b) Comment à 3 heures de l'après-midi ? 
(c) A quel moment la distance entre les bateaux était-elle sans changement 
| Rép. (a) En diminuant de 2:",8 à l’heure. 
(b) En augmentant de 8km,73 à l'heure. 
(ce) 3: 17 heure de l'après-midi. 


24. En supposant que le volume du bois d’un arbre soit proportionnel au cube 
de son diamètre et que ce dernier croisse uniformément d'année en année, mon- 
trer que l'accroissement quand le diamètre atteint 90°, est 36 fois plus grand 
que quand le diamètre est de 15cm, 


25. Un train de chemin de fer mar- 
che à 19:m 900 à l’heure en passant une 
station de 800" de longueur. Les rails 
ont la forme de la parabole y — 600% et 
le train suit la direction indiquée par la 
figure. Le soleil étant supposé se lever 
à l'Est, juste au moment où le train 
passe devant la station, trouver à quelle 
vitesse l’ombre S de la locomotive L se 
déplace le long du mur de la station à 
l'instant où cette locomotive atteint l’ex- 
trémité du mur. 


Solution. y? = 600%. 
9y dy © — 600 7 
dt dt” 
ou de y, dy, 


dt 300 dt 


“En substituant cette valeur de = dans 


ds At nie 

En Les + 
Dr: dt VE a 
nous obtenons 


k CO à" él =(5 dt. ar 
Bo. 0r FRS Ê= 19km,900 par heure 
— 99 mètres par seconde. 
HS 
— 400 et 7 — ? 
D: ‘dt 
» En substituant dans (D) nous obtenons 
16 dy\? 
29 Aa fre 
FETE (D +1) (à) 


du — 43: mètres par seconde. Rép. 
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26. Un train express et un ballon partent du mème point au même instant. 
Le premier marche à 50" à l’heure et le second s'élève à la vitesse de 10: à 
l'heure. A quelle vitesse se séparent-ils ? Rép. 5 à l'heure 


27. Un homme haut de 1,80 s'éloigne d’un lampadaire de 3" de hauteur à la | 
vitesse de 6k®,340 à l’heure. A quelle vitesse l'ombre de sa tête se déplace-t-elle ? 
Rép. 15,840 à l'heure. 


28. Les rayons du soleil font un angle de 30° avec l'horizon. Un ballon est 
lancé verticalement à une hauteur de 19°,20. À quelle vitesse l’ombre du ballon 
se déplace-t-elle sur le sol, juste au moment où le ballon touche terre? 

‘Rép. 33,24 par seconde. | 


29. Un bateau mouille l’ancre dans 5",40 d’eau. Le câble passe sur un 
de poulie fixé à l'avant du bateau à une hauteur de 1",80 au-dessus de la surface 
de l’eau. Si on enroule le câble à raison de 30% par seconde, à quelle vitesse le : 
bateau se déplacera-t-il quand il restera 9 mètres de câble à enrouler? 

- Rép. 0,50 par seconde. 


30. Un homme hisse une caisse jusqu'à une fenêtre haute de 157 au moyen 
d’une poulie. S'il tire la corde à raison de 3" par minute en s’écartant de lédi- 
fice à raison de 1,50 par minute, à quelle vitesse la caisse montera-t- elle à à la fin 
de la deuxième minute ? Rép. 3,99 par minute. 


31. De l’eau coule d’un fossé dans un bassin hémisphérique de 35°" de dia- 
mètre à raison de 3cm3 par seconde. A quelle vitesse l’eau-s’élève-t- elle : <e 


(a) Quand le niveau de l’eau est à mi-chemin du sommet? 
Juste se moment où elle déborde? (Le-volume d’un segment sphérique 
=; rh + ;irh, où h — la hauteur du segment.) 


32. Du sable versé sur le sol par l’orifice d’un tuyau élevé forme une pile qui. 
a constamment la formé d’un cône circulaire dont la hauteur est égale au rayon 


de la base. Si le sable tombe à raison de 2 mètres cubes par seconde, à quelle 
vitesse la hauteur de la pile croît-elle au moment où la hauteur est de 4,50 ? 


33. Un aéroplane est à 176% directement au-dessus d’une automobile et part 
vers l’Est à la vitesse de 40" par heure; au même instant l’automobile part vers … 
Est à la vitesse de 80: par heure. À quelle vitesse se séparent-ils? | 


w 


34. Un phare envoyant un faisceau de rayons parallèles est à une distance de 
0im,792 de la côte et fait un tour en une minute. Trouver à quelle vitesse la 
lumière parcourt une côte en ligne droite quand elle est à une distance de 
4xm,584 du point le plus rapproché du rivage. Rép. 24m 87 par minute. 


35. Un cerf-volant ayant 67" de ficelle déroulés, est à 50° de hauteur. En sup- 
posant que le cerf-volant se déplace horizontalement à à raison de 44 à l'heure, 
on demande à quelle vitesse la ficelle filait au départ. | 


36. Une solution est versée dans un filtre conique dont le rayon de base : a Gen 4 
et la hauteur 24, à raison de 2% par seconde et filtre à raison de 1°" par 
seconde. A quelle vitesse le niveau de:la solution s’élève-t-1l quand : 

(a) il est à un tiers de la hauteur ? ? 

(b) il est au sommet ? 

. Rép. {À 0,079 par seconde ; 
(b) 0,009" par seconde. 
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} 


. 37. Un cheval court à la vitesse de 20m à l’heure sur une piste circulaire au 
centre de laquelle est un arc électrique. À quelle vitesse son ombre se déplace- 
t-elle le long d’une palissade en ligne droite (tangente à la piste au point de 
| déparD quand il a accompli un huitième du circuit ? 


+ Rép. 40 kilomètres par heure. 


\ 


38. Les arêtes d’un cube mesurent 24: et croissent à raison de 0cn,02 par 
- minute. (a) Comment le volume croit-il? (b) Comment la surface croît-elle ? 


39. Les arêtes d’un tétraèdre régulier mesurent 10°" et croissent à raison de 
0,3 par heure. A quelle vitesse : (a) le volume croit-il? (b) la surface croit- 
4 elle ? 


h] 


40.-Une lumière électrique est Su à 142 mètres d'ün mur.en pierre. 

Un homme marche à raison de 3",60 par seconde sur un chemin en ligne droite 

_ à 3 mètres de la lumière et perpendiculaire au mur. À quelle vitesse l'ombre 
pue l'homme se déplace-t-elle quand il est à 9 mètres du mur ? 


Rép. 14,40 par seconde. 


Al. Un HUE est constitué par une porte dont les deux bras tournent 
autour du même axe, ainsi 
que le montre la fi figure 82. 
Le bras qui est au-dessus 
du passage des voitures a 
4 mètres de long et.celui 
qui est au-dessus du che- 
Fig. 82. min des piétons en a 3. Les 
deux bras tournent à la 
vitesse de 3 radians par minute. À quelle vitesse la distance entre les extré- 
Le US des bras varie-t-elle quand ils font un angle de 45° avec l'horizontale? 
| Rép. 249 par minute. 


L 


42. Un Ain conique de 8x de rayon et de même profondeur est rémpli 
- d’une solution qui filtre à raison de 2% par minute. A quelle vitesse la surface 
 descend-elle quand elle est à 2 du sommet de l’entonnoir ? 


_ 43. Un angle croit à une vitesse constante. Montrer que la tangente et le 
sinus croissent à la même vitesse quand l'angle est nul, et que la tangente croît 
. 8 fois plus vite que le sinus quand l’angle est de 60°. 


43 
“ 


CHAPITRE XL, 10 


CHANGEMENT DE VARIABLE 


95. Échange des variables dépendante et indépendante. 


Il est quelquefois avantageux de transformer une expression renfer- 
mant des dérivées de y par rapport à æ'en une expression équivalente « 


EL 


renfermant des dérivées de æ par rapport à y. Nos exemples montre- … 
ront qu’en beaucoup de cas un tel changement transforme lexpres- … 


sion donnée en une expression plus simple. Ou bien + est donnée 
comme fonction explicite de y dans un problème et l’on trouve plus « 


dx 


commode d'utiliser une formule contenant <=, PL etc. qu’une Con- | 
y 


dy 


Nous allons établir les formules nécessaires pour opérer ces trans- « 


formations. : - | 
Étant donné y — f(x), nous avons alors d’après XX VE, p. 40, 
so Es da | | 
-(35) PES ax” Gi 
dy 
expression qui donne 4%. en fonction de 22! Nous avons aussi, d’après 
IX de NY | | 
* d° or d dy d au EST 
ds di\dx dy\ dx) dx D 
ou : Fe 23 
le JTE AY He 
A CHERE NE ne 7 
(A) dx? dy\ dx |dx te : 
dy : 
Se TROT - 
M \ KE. DEAN Pr A En . 
als dy dx Eee) ? 
dy \dy, 


CRT AS à, 
PTE ee 


PA 


L: 25 
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D dy 4 


= —— l'après (35). 
SITES DA d'après (35) 
dy 
1 substituant ee (A), nous obtenons 
| | qe 
| dyL du 
(36 ra L 
ER dx” ‘dx\° 
(ay) 
expression qui donne _ en fonction 1 : et de e 
Me J 
- De même, 
D. dus (es) 
#4} 3 3 2 
“<HATEY) EU à ENT NCA 


et ainsi de suite pour les dérivées d’ordre supérieur. Gette transtor- 
_ mation s'appelle changer la variable indépendante x en y. 


 ExemPLe. Changer la variable indépendante x en y dans l’équation 
3(Ly\?_ dy dy dyfdy\ _, 
dx? dx dx dr? \dz xs 
Solution. En substituant d’après (35), (36), (37), il vient 


dy? 


ER 

E : 1 PA et NE 1 dy? dy MEN RO Me re 
_ GORBISSE) CHE 
Be Ni dy) ay .. \dy dy} / \dy/. 


*$" 
En réduisant, nous obtenons 
{ dre dr 
dy dy? : 


4 _ équation beaucoup plus simple que celle qui est donnée. 


96. Changement de la variable dépendante. — Soit 
2) | HE) =f(@) 
et supposons en même temps que y soit une fonction de £, c'est-à- -dire 


RO) y =) 


170 © CALCUL DIFFÉRENTIEL 


| À 
N ous pouvons alors exprimer cu. C4, ete., en fonction de _. ne 


elc., comme il suit. En général, z est une fonction de y, d’ après CB); 
p. 50, et puisque y est une fonction de æ en vertu de (A), il est 
évident que z est une fonction de æ. Par suite, d’après XXV, nous 
avons 
dy ;dy 7 RUE € 62 
É DANS MER LE MER CNE En F2 VORE 
CG) dx :d2: :dx @) 


Nous avons aussi. 


dy, a (: LANTA FN TUE NO 
Re ?(£ DT) = ne VMTie Ts d'après Ÿ. 


-G 


dx* dx’ 
Mas, Q | ; 
d d 1E AE SAR ENT te 4 
RES o! LD RE d g sr f Z)— ; Il XXV, NS 
dx: (&) 2 dre 7 ( ) Tr RE SAT 
Res ji | 
(D) a a ea | 


\ 


De même pour les dérivées d’ordre supérieur. Cette transformation 
s'appelle changer la variable dépendante y en =, æ restant là variable: 


indépendante. 
Nous allons maintenant éclairer ce procédé au moyen d’un 


exemple. 


Exempce. — Etant donné l'équation 


E y, X+D/d\ 

à ® dx? Le I re YÉLAT 

changer la variable dépendante y en z au moyen de la relation 
(F) y =igz 


Solution. se tenant compte de (EF), 


LE RENE EU à D dim de d2z de dz \? 
Ho mn dx? sec? z Le Re RE de . 


Ea substituant dans (E), il vient 


d?z dz 
sec2z LT + 9 çec?zt = | 
RATE ca de 


et, en réduisant, nous obtenons 


“ee (4 — Cos? z. Réponse. 
de? Ave ESA 


2( + tgz Sr A 7; É À LA 
1 + tg?z NET: | “ 


U 


ty 


97. Changement de la ah Sea Soit y une + 
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. fonction de + et, en même temps, soit æ (et par suite y également) 
une fonction d’une nouvelle variable # On demande d'exprimer 
D: d 
D. a PU, etc., en. fonction des nouvelles dérivées avant { comme 
+, + cs fi 4 < à 4 L v 


variable indépendante. 


FN MU UNE QUE LE 

F D ApEee RE UT tro, =. de” 
AT AC - 
e | dy 
| vers ( É'ARRRC RES 
Nous avons aussi 
_ SRE | d'(dy 
0 RÉ UOSRTRAUNEE (ol GÉER. He 
ne Al D eldn) ai 7 du de. 
dt 


| 1e en différentiant (A) par rapport à f, 


< 


NOUS RCE Cry dy d'x 


D ae)= DÉARANS NN dre di dt dr: 


a SANTE EU TANT LTES ENRNEES ee 
Par conséquent, | 
D. dE: dy dy, dx 
LIVES dy dt At. dt dé. 
D no es : 


_ et ainsi de suite pour les dérivées d'ordre supérieur. Cette transfor- 

… mation s'appelle changer la variable indépendante x en t. West géné- 
À ralement préférable de résoudre les problèmes par les méthodes expo- 
__sées ci-dessus que d'utiliser des formules toutes faites. 


"  Exewpce. — Changer la variable indépendante x en £ dans l'équation 
# F ER S Ey dy 
BR (0 DT + 0, 
Li \ à AE dx? dr 
au moyen de la relation 
mn Ce ee | 
__ _ Solution. ce LE par conséquent  (E) SA Ce 
3 L ( À “ 


TR SN 
* La Ta? L Ki a 
= -# | 
ñ L4 
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On a également À 
dy OUR ; dy TU 
ne NES ar conséquent PF) —=eT ti. « 
dr > dt var pe, ; Fe Sper dt 
De même, 
GUESS O7 dy Le ec CESSE dy al _dy,-1dt, 
dx? dzx\dt dt dx at\dt/dx dt dx 
- En remplaçant (E) par sa valeur dans le dernier résultat, il vient 
a y Qu dy dy, _»x À 
(©) | dt gta 
Substituons (D), (F), (G) dans (C), 
No y OCT cE . 4 
2t UV IUT, 0; ett e—t%4 = 0; 
é (e de dt )+ de à 
En réduisant, nous obtenons 
dy 
— (0. Rép. 
de 4 s 


Puisque les formules établies dans le caleul différentiel renferment 
généralement des dérivées de y par rapport à æ, des formules telles © \ 
que (A) et (B) sont particulièrement utiles quand les équations para- 
métriques d’une courbe sont données. Des exemples de ce genre ont : 
été donnés pages 88, 89 et beaucoup d’autres seront donnés dans la 
suite de cet ouvrage. 


98. Changement simultané de la variable dépendante et de. 
la variable indépendante. — Il est souvent avantageux de changer 
simultanément les deux variables. Un cas important est celui qui se 
présente dans la transformation des coordonnées rectangulaires en 
coordonnées polaires. ER 

Puisque ; 

Œ—pCOS 4 el Y —esin.6; 
l'équation /(æ, y) = 0 devient par substitution une équation entre 5 N 
et 6, définissant $ comme fonction de 6. Par suite, 5, æ, y sonttous 
des fonctions de 6. 


ExEMPLE. — Transformer la formule du rayon de courbure (42), p. 481, 


al 
ÆS 

ere 
EE 
S, RS 
TPE ae 

12 
[Re 
| 1 | co 


(A) R— 


en coordonnées polaires. 


= CHANGEMENT DE VARIABLE 


| Solution. Puisque dans (A)et (B), page 171, t'est une variable quelconque 


_ dont dépendent x et y, nous pouvons poser dans ce cas 4— 9, ce qui donne 


dy f 
“4 HP AVCTESAT) 
RCE APM pre 
ù rar dp 
“À | À. de dy _ dy, dr 
50 dy dé di di dm 
4 () | 2? dx \3 
De #2. \0 


1 En substituant (B) et (C) dans (A), nous’obtenons : 
| ; (&) (ay _ dx dy dy d?x 
BR . 


di do .dô dé? dû di 


SR ARC vrie) .  fd\ 
RS. NES Sas Lis de a Ft + 


E, RS MT ATP AIE 
Ar — drdy_ ddr 


do dû?  d6 dd. 

Mais, puisque x — e cos 0 et y — » sin 6, nous avons 
dr | Ve Ada tr ay ns Te 
 ———0csin0+cos 0; —#—0 cos 0 + sin 0—<; 
M aie 

p° dd 


L. 72 7" 
D dz 2 9 cos 9 — 9 sin 8% + cos 0 EE : PME 2 COS Dee 
: AV, LT 


a 


D qe am” do? 

2 En substituant ces résullats en (D) et en réduisant, il vient « 
D "0 

æ ue | Lane de DRE ve 

C1 : RERO IE 

D __, EXEMPLES 


# 


dy? 


Rép. R— — 


dy 


do 


+ si 


- Changer la variable indépendante x en y dans les quatre équations suivantes : 


dx 


la 


dy 
dy? 


ÉCRAN 


+ * NORD 414 * ie FR Ar HA Mb ES } Fe ÿ dE 
re a EN PALAIS x Le OCR Ÿ L Aa DCE >” is de 2 
; [ir No à © GALGUL DIFFÉRENTIEL | (NES 
11080 dy /dy\3 dÿ > | UN (4) - LA 
; 8 a+ 2) ——0. Rép. xt A+ 0:71 
pe: dx? Et de. F dy? dy . 20 
pd dy dy  ,\dy®y * (ete je ‘5 
AA 9 = q —Z {AP et 2 fes PARCS PVR 
REA ) LE Se | dx 4 E dr. _ \dy? dy dy 000. 
Changer la variable dépendante y en z dans les équations ci-après : ds 
BU + (El a) (a) = —9( +99 ne y = À +9. 
_ dd. 0 
L . z +1 +7 +9 
| | D. ( 5 7 tra e RE 3 
5 dy 24 +y)/dy\?. HAN EE ‘a D 
de 6. —7 —1 nn ee 10 z; Rép. — —2{——).—cos?z: 
ne RAT" ge 4 + y? CE s | We dx? dx FAR 
(A l dx? À \dæ. dx 
12 (x 722 Fe 
Rép. "79% TT + 372€ 73 —0 
MOTS MT mu. 
Changer la variable indépendante dans les huit équations suivantes : 
l2 x du 4 | AN ENT TS 
BTE A I —0, AE COST R ei 20. st, 
4 dé 1—ædr 1—æ | FRA +v 
| OT EEE A RCE EE t = COS z. dy _ 
Ha de dz? 
10. (ITS — y SE au — 0, y = sta: PU ge 00 
dy? dy | dx? 2 
41. 22 ÊY HT + y —0, FRE PY ve 0 
da? . dx z Fa dz? "200 
Bv 2 Po ., dv | HYERES 
42. Es 3%? — dv) Web. — +v—=(. 
PR Dee DU de | 
ré 9 d Fa 2 pe 30 
19, PURE 74 ET le y 0 
dx? e A+ x dx  (A1+x°} 5 ; NIQUE a SR 
1 UE Ut een S à ssarcio it | 
ds? ds deu 7 24 
Rép. Ge + (@i+ are Le DE ao. 
415. el + ay =0 ee à Rép. RTE 0. 
da? A | dz? dz 
Dans les sept exemples ci-après, les équations sont données sous forme para 
métrique. AT 2 
Trouver 4! ï. Let - 2 Es dans chaque Cas : s e 
& \ “ « " * be: 
à er. ) 5 : ne , D d'y Ts TE dy ; à 4 1 
; 16. x — 7+ {?, RTE. Rép. = —1—0GE%, ———6. … 
a ; : ue, dx m” dx? ETEPe Re ‘A 
Re | 
S os 
j$ 
&- | Le 
s { 
N-: Li & LA ë 


nee “ ss Sn { \ | \ LS as À | , | y 
| SCANS | GHANGENE ENT DE VARIABLE ARDRE 115 


Re. ’ r Vi : 


a. % — cute ë pe = Sin {. Rép. 


2 sintreout a = Bent s sine. 
‘ { dx 

he dy dy 4 
& Wii œ = (cos 1 + tin 1 Frs — a (int — t cost). Rép. 4 ST MES sc ARE EURE 
“os LR dx da? atcos’i 
3 49. FRA DL DRE 


) 


Ms se 1 ie 
"90: x — 4, Y=2 Lx, 
Æ RL PRES EST Le y=6. 


22. x = 4 COS f, y — b sin t. 


D: a 
Ee ‘de? 
D23, Transformer + en supposant que æ — 9 cos Ü, y — o sin 0 


LL 1, (dy 
# ; 4 2 
4 NES Le Z +(2) LS | Rép. AE AN RE RTE 


7: Soit f(x; y)=0 l'équation d’une courbe. Trouver une expression de. sa - 


à | pente 5 en fonction des coordonnées polaires. © cos 6 + sin 6 de 
TRANS DE Dee ed 
_ ATEN Fr x | din 0 + cos 8 Æ 


si \ 


1 "h, * Ps 


CHAPITRE XII | | 
COURBURE. RAYON DE COURBURE 


99. Courbure. — La forme d’une courbe dépend en très grande 
partie de la valeur du changement de direction de la tangente quand 
le point de contact décrit la courbe. Cette valeur du changement de 
direction est appelée courbure et on la désigne par K. Nous allons 
maintenant trouver son expression analytique, d’abord pour le cas” 
simple du cercle, et ensuite des courbes en général. 


100. Courbure d’un cercle. — Considérons un cercle de rayoñh 
R (fig. 83). Soit 

7 l'angle que la tangente en P fait 
avec OX, | 

r+ A5 l’angle fait par la tangente 
en un point voisin P”. | 

Nous disons alors que is 


Az — courbure totale de l'arc PP’. 


Fig. 83. Si on suppose que le point P avec 
sa tangente se déplace le long de la 
courbe jusqu'en P’, la courbure totale (Ar) mesurera le change- ; 
ment total de direction, ou rotation, de la tangente, ou, ce qui est la … 
même chose, le changement total de direction de l'arc lui- même: SL 
nous désignons par $ la longueur de l'arc de la courbe mesuré à par- 
tir d’un certain point fixe (tel que A) jusqu’au point P, et par As la 
longueur de lare PP”, le rapport 
Az 
As 


mesure le changement moyen de direction de l'arc (*) pie unité de 
longueur. 


(*) Ainsi si Ar SE 4 radians (30°) et As—3°", on'a ee radians par centimétre = 10° par 
S N à 


centimètre — valeur moyenne du changement de direction. 
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Puisque, d’après la figure 83, 


As—RA>:, 
à Fo 
AS RE 


- il est évident que ce rapport est constant en tout point du cercle. 


Det 


LGe rapport est, par définition, la courbure du cercle, et nous avons 
| 
… (38) ni K =: 
| R 
La Ordre d’un cercle est égale à l'inverse de son rayon. 


‘401. Courbure en un ds — Considérons une courbe quel- 
| conque. Comme dans le dernier paragraphe, 


Az — courbure totale de l'arc PP’, 


Az 
AS 


— courbure moyenne de l'arc PP”. 


QUE y a une notion plus importante que la notion de courbure 


moyenne d un are, c’est celle de la courbure en un point. Cette no- 


_tion s’obtient comme il suit (#g. 84). Imaginons P’ s’approchant de P 
sur la courbe; la valeur limite de la cour- 


nu 


bure moyenne ( quand P’ tend vers P 
à z à S s 
est définie comme étant la courbure au 
point P, c'est-à-dire que 
_ courbure en un point 
oc huite AT AETIPOS 
Ass D Ne 


(39) Ke . — courbure. 
s 


Puisque l'angle Az est mesuré en radians et la longueur de l'arc As 


en unités de the il s’ensuit que l'unité de courbure en un 


. pointestun radian par unité de longueur. 


+ 


_ 102. Formules relatives à la courbure. — Il est évident que si, 
. dans le dérnier paragraphe, au lieu de mesurer les angles que les tan- 
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gentes font avec OX, nous avions désigné par + et ++ Ar, les: angles 
formés par les tan sentes avec une ne fixée arbitrairement, les dif 
férentes opérations ne seraient uTenent changées ; les résultats sont | 
donc entièrement indépendants. du système de coordonnées employé. 1 
Cependant, puisque les équations des courbes que nous considérons 
sont toutes données: soit en: coordonnées: rectangulaires, soit en os 
données polaires, il est nécessaire d établir des formules pour Ken 
fonction de ces deux sortes de coordonnées. Nous avons 


| dy ; er 
Lo ARTE) 0 Q 9 = 4 
5 Ta S 32, P 39 
ou ; . 
Re CU - 
arc ten | 
Différentions par rapport à #, en liée la formule XX. ni 
ss 
“de dx? | | Et 
| | dr) ee. | 
Nous avons aussi nes us ‘LR 
LR | ŒINTE se | “4 
| dE Pi TANT aprés 00. p 16200 
(B) = | HE] d'amis (ep 2 
La division de (A) par (B) donne Fe HUE Fa 
| dy. ; 
BE AE : 
ds US. : 
dx |! 2e (2) | re 
da : 4 
Mais _ RER PA ». << 2 
dr = rx 
“ds "ds 
dx 
Par suite, 
dy 
(A0) ee ce, pente RU US 


moe 
> 

a 

RIR 
F1 à 
TT , 

v tp 105 


Û 4 Li »À = 
d “ 7. Lu ) 22 ère % , À 
Me LAS POUR Hi FACY Le ” 7 Far Pi D ra ls PARLE “ 
a à V ee LE Ca À re Faes TN Le ee 5 SE og DE) (ME 2 | 
EE HOMO TS ÉRIC EE Lo ne 4 é ARE V + 
ARINE +R = pe. ST à ‘ AA 
sx La i : 4 LE 
” * » LE $ de A 
Ds + ” q 
# s À ) n à 
“ : . A 
Pns | , Ê 
— - . « w 
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+ l'équation de 1 courbe est donnée en coordonnées polaires, \ 
K peut ètre trouvé comme il suit : SA - ÈS 


4 2 GB» p. %, 


# * 


; pu, nnendaprées (A);p:916 


-  Différentions d’après XX, p. 70, par rapport à 6 et réduisons: 


AS 
’ vÈ 5 AA 


(E) 5e - L n LEA me 7 : , 
'ASÉRRES - dô— de \° 
D" © 


Nous avons également 


L e | * : se ce. à .. — Re El » d'après (30), P: ASE. 


PE Se £ RU E: 
” ds. | 2 © 

RCE ne 2 pe de à 
Ron Ni do 2 Eur ou 20 

| dô 
” ee" y - ; 
se . 5 

RS : = 
LEE k : Ka x NEA L : 
| FERMES ; 

LARGES ER EONPRES : * # pa” ny Mc ER er Di 
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Mais, 5% 
de . 
de d- vs re 19 
ds ds. | 
do ‘ 
Par suite, 3 
5 s ” 
, d d À 4 
PP Une ‘1 
(41) Res ui nt 130 
7? l 4 
ser CUP VAT 2) 
2 
P+(T HA 
[+ (a) ] 1 
2 4 
_ Exewpse L — Trouver Ja courbure de la parabole 7? — 4px au point (p, 2p). 4 
| Solution. y. 2p, dy _p, dy _ lp 4 
EASY ELdEE YA LU ; 
En substituant dans (40), il vient | | LS À 
RENE RAR 
CHE) 


ce qui donne la courbure en un point quelconque. HE (p, 2p), 


20? ae 4p°? 


K = — "#1 — .:C) Réponse. … 
| s | 
re 1692p5 4 2p 4 
Exewpce Il. — Trouver la courbure de LE spirale logarithmique p= es en 
un point quelconque. are : 
* ! de do 
Solution. 20 — (6 rer ae a?p, 

En substituant dans (A),ona hs | | CR 
K=— HE A _ Réponse. 
A1 + a? 4 


0] 


En posant les rails d’un chemin de fer, on ne peut pasrà cause ‘ad 
la grande vitesse des trains, passer brusquement d’une partie droite … 
à une partie courbe. Pour OpérEr graduellement le changement de 


En 


(*) Quoique dans cet ouvrage, ce-soit généralement là valeur rai de K qui-ait seule- 
ment de l'importance, nous pouvons cependant donner une signification géométrique à son signe. 


D'un bout à l’autre de l'ouvrage, nous avons pris le signe positif devant le radical 1+ a 1 
& n 
Par suite, K sera positif ou négatif en même temps que SE , c’est-à- Re (& 85, p. 122) SOvao ques 


la courbe est concave Vers le Fo ou concaye vers le bas. 
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| direction, les i ingénieurs font usage de courbes de transition pour . 
_ raccorder la partie droite de la voie avec la partie courbe. Les arcs | 
_ de parabole cubique sont généralement employés comme courbes de 
transition. 


Exewze Il. — La courbe de transition d’une voie ferrée a la forme d’un arc 
4 de parabole cubique y — ;æ?. À quelle vitesse une voiture change-t-elle de direc- 
tion ‘sur cette voie (le Hilornéfte = l'unité de longueur) quand elle passe : 


4 (a) par le point (3, 9) ; (b) par le point (9, ©); (c) par le point (1,1)? 


D Solution. DR Te ET og 
1 dx dx? 


Re En substituant dans (40), il vient 


| J'Obter Ris 
Le (1 + 2 
+: Un Au point (3, 9), 
a ICE - radians par kilomètre — 98’ par kilomètre. Réponse. 
à - (Rp? 
(b) Au point (2, ÿ), | : 
..  K——— radians par kilomètre — 3° 16/ par kilomètre. Réponse. 
“RTE am 
© Au point ce à) 
Ë h. TR es SHENTS 2 À rdian par kilomètre — 40° 30/ par kilomètre. Réponse. 
| 4e à @. 
e. 408. Rayon de courbure. — Par analogie avec ce qui à été dit 


pour le cercle [voir (38) p. 177], le rayon de courbure d'une courbe 
en un point est défini comme étant l'inverse de la courbure de la 
re en ce point. En désignant le rayon de courbure par R, nous 
avons 
9% ; 
1 AP non fe 
Ka - \ . K 7 


x ou, en à substituant les valeurs de K d’après (40) et (41), 


D ©) 
Do Let 


# : re dx’ 


É © Par suite, le rayon de courbure aura le même signe que la Dur c'est-à-dire + ou — suivant 
pers 1 courbe est concave vers le haut ou concave vers le bas. 
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_ F. e L = 
; À . d 2: 2 * 
| [+ (a) ] | 
* 
(43) R ï d’p : dp 2 ; ( ) ex 
De No 
6 LEAVE 9 Le 
:  Exewpze L. — Trouver le rayon de COUrDUrE A en un point quelconque de um 
: chaînette . 4 \ea + . + 
ETS IN ÉRtereA fRe PSR VE SC 
Solulion. D — © te 45 2 — —\et e-a}, \ 
Ë dr 09 dx? A SE ) | : 
re En substituant dans (42), il vient 
| REC: __&æ\? - RAS Pie 
| ete 4 ei+e 1 : œ \2 
{ Hess) | tn Je ae gs 2 
as 2 Laden See 2 ee des Ge : ) Haye, Réponse. 
CR PRES RS ER SERRE a | 
Cet CE SE Sr a é DRE Ke 
24 re 
Si l'équation de la courbe est donnée sous forme paramétrique, & 
on cherche la dérivée première et la dérivée seconde de y par appels À 
à æ, d'après (A) et (B); p. 1Tsivoir es DER #5 
| dy | dx dy dy dE 
pa SL 2 . = 2 L 
0 dy = dé. a a É dé dt LEA 
à de: dd a= LES 
Ere dt rare ICS) 
| et l’on substitue ensuite les résultats dans (42). C9? 
ExEwPLe IL — Trouver le rayon de courbure de la cycloïde 
æ = a(t — sin b), _y—=a(l— cos f).- 
«Solution: : - Pa — a(i — cos f), ee a ut t à 
dt * it 
ax | dy SENS 
—— —4SIN f Yo cost. Fe 
| dt? de : - 
> (2. Au S 98, p. 172 (43) est dérivé de Ga) en Sn Late Re aux coordonné 
polaires. | 
s (*) La SubsGittion de (G) et de (H) dans (42) donne R=- TO GT k). pe 
$ | Re Ia d'y _ dy dr 
A dt dE dt de 
je ee 
de + ‘ & Fete 2% Er" Ne TR 
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En substituant dans (G) et (HD), et ensuite dans (42), p. 181, nous obtenons 


dy __sinf_. dy _a({—costhacost—asintasint _ LATE 
dx 1— cost dx? a — cos t} a@—cos t}. 
D 
4 RE be — ee Le =:07 CADET 9 cost COS f: Réponse. 
4 ad —cos t}? 


=. 


104. Cercle de courbure. — Considérons un point quelconque 


3 P sur la courbe C (fig. 85). 


pente que la courbe elle-même en ce point (S 64, 
p. 81). D'une manière analogue, nous pouvons 
construire pour chaque point de la courbe un 
cercle dont la courbure est la même que celle de 
la courbe en ce point. 
Fig, 85: = - Pour obtenir ce résultat, on procède comme 
il suit: on mène la normale à la courbe au 
ont P du côté concave de la courbe. On prend sur cette normale la 
À _<TNe Pe— rayon de courbure (R) en P. Du point e comme centre, 
on trace le cercle passant par P. La courbure de ce cercle est alors 


x ue, 


+ 


5 égale aussi la courbure de la courbe elle-même en P. Le cercle 
ainsi construit est appelé le cercle de courbure au point P de la 
| courbe. : 

En général, le ne de courbure d’une courbe en un point tra- 
_verse la courbe en ce Pointe Ce fait est mis en évidence dans la figure 
_ 85 ci-dessus. 

ee De même que la tangente en P indique la direction de la courbe en 

De point, de même le cercle de courbure en P nous aide beaucoup 

_ à nous former une conception géométrique de la courbure de la courbe 

en P, les variations de direction de la courbe et du cercle étant les 

mêmes en. > 
Dans un paragraphe ent (S 116), le cercle de courbure sera 
défini comme étant la position limite d’un cercle sécant, définition 

_ analogue à celle de la tangente donnée au $ 32, p. 35. 


La tangente à la courbe au point P a même 


gr k # k és $ sk ca , ne AN TON 0 
A ESP SENIORS 2 PE TINTIN 
Fa, è M 
à 
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XENPEE, — Trouver le rayon de courbure au point (3, #) de l'hyperbole équi- È 


Fig. 86. 


EXEMPLES 


1. Trouver le rayon de courbure de chacune des courbes suivantes, au point 
indiqué ; tracer la courbe et le cercle de courbure rs x - À 


(a) br? + a?y? = a?b?, (a, 0). 
() b2z2 + ay? — a°b°, (0, b). - 


(ec) , —= 4% — 47 
(d) A6y? — 4x? — æi, (2, 0). 


(eo y—x, (TE) 


(Pa, (4, 8). 
(9) = 8, (2,3). 


(2j + (Hit 


(@) x? = 4ay, (0, 0). 
(9) (e Y= 4", (0, 0). 


CR) 0x? — at ab; (ri). 
(1) e°— sin y, (41, y). 
(m) ee sin #, Es 1) 


(n) REse L, (42) 


(OUT er 


\ 


— 18x°, (0, 0). 


. 
x R = CR z 
| b 
BR Le & ; 
Re 2. | 
3 É 
p 4 +9%Y 
6x, 
3 
= :(40)°. 
Ra TÉ. 
2 
RES ; 
3b 
R — 2a 
R=£ 
7 3 - nn. 
RE à (esters Fe ÿ 
. a*b+ ts i 4 “4 
(p) Jy ES Pa ns #4 
(q) =, 2 = 4. $ 
(r) 22 — y = a?, y— 0. - ï 
} (s) t? FUe 2y? va 9, (1, ÉTENe à 2 


latère æy — 19 et tracer le cercle de cour- 
bure correspondant (fig. 86). 


CL: 


(4 


Solution. an ee cul 4 
| dx D..." Qt" TS 
Pour (3 47 © < | 
WW 4  dyie 
dx 3” ER? 7 9 
3 
HAS TEE 
R — 8 9 "9% — TE 


- Le cercle de courbure traverse la courbe … 
en deux points. CS 


Her pe 


DA. Var RAYON DE COURBURE 


4 2 FÉES le rayon de courbure de la courbe a?y — bx? + 2 à l'origirie. 


_ a? 


a°(a 2 


AT Montrer que le rayon de courbure de la courbe y? — », au sommet 


ce F 
4 “est 2° 
_ 4. Trouver le rayon de courbure de la courbe y — log sec x au point CRETE 
Réps RE Sec TS 


1 2 1 


5. Trouver K en un point quelconque de la parabole 2? + y? —a>?. 


F 


3 6. Trouver R en un point quelconque de l hypocycloïde 25 + y 


| Rép. R — 3(axy). 
__ 7. Trouver R en un point Sos de la cycloïde 


— W9ry — y? 


Trouver le rayon de courbure des courbes ci-après, en un point quelconque : 


= æ = r arc sin verse —- Rép. R — 9 9ry. 


+ 8. Le cercle p—a sin 6. Rép. R — 5" 
; ; 
9. La spirale d Archimède pat. nn + a)? 
_ 40. La cardioïde 2 — a(l — cos). Rép. R — 4/90 
J 41. La lemniscate 2? — a?cos 2%. Repat= : : 
4 12. La parabole : — a sec? RépARE=da/sec 
3 13. La courbe éen sin} Rép. R—?a sin?? 
ner: | 3 
d' - * , ve 2 
# 44. La trisectrice p — 2a cos 0 — a. HeDeRs CRAN 
D”: 9 -— 6 cos Ù 
T4 TA ” î CE 
45. L'hyperbole équilatère e?cos 20 — d?. Reese A 
| FREE : î 
SSP « — e? 4 — e?)(1 — Le cos 0 + e?)? 
DU 16. La comique  —-4U— €). Rép. R = X NEIGE 
De: mr si 4 — e cos Ü p 3 ({ — e cos 6) 
; 47. La courbe. [æ=36, | 
04 ; | y PsAZ=T Rép. R=—6. 
Be 18. L'hypocycloïde | œ = a cosfé, | 
ns: ie | à yet t;. Rép. R = 5a sin, cos f,. 
# 
24 49 Le Furne \ææa(cost+ {sin t), 


ly=a(sint—tcost). = 


| 


Rép. R—T. 
tép. R o 


à Hg à “A dr SC ge SE a ue he SZ 453 z oi cd 
5 « £ ; a 3 re jo + + Fe Pig, FA PP 
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20 La courbe æ—= a(m cost + cos mt), 
y—=a(msint—sinmt) (t—t. 
D LE 4ma 2. [m+i 
ë Rés sin Nes 
Reed RAT 2 | 0 


“sur cette piste : < 


21. Trouv er le rayon de courbure de chacune des courbes suivantes au point à 
indiqué ; tracer la courbe et le cercle de courbure correspondant : k 


D Peer ETS QU EE (e) x =t, y—6t—1: t—2. / 
SL EN ee it LT AE Fe Cr EURE": 
CLS y CoSU ie. (9) æ = sin t, y CHAT are 
(QUE Re PER PR ES D PE Ch) BP y CREER 


22. Le circuit de course d’une automobile a la forme de l’ellipse æ? + 16%? — 16, 
Punité étant le kilomètre. A queue vitesse une voiture change-t-elle de direction 


_ (a) Quandelle passe à une extrémité du grand axe ? 
(b) Quand elle passe à une extrémité du petit axe ? 
(c) Quand elle est à deux kilomètres du petit axe ? 
(d) Quand elle est à égale distance des cave axes ?. - 
Rép. (a) 4 radians par kilomètre ; (b) Æ radian par kilomètre. 


23. En quittant son bassin, un bateau à vapeur se déplace suivant un arc de 
la parabole semi-cubique 47? — x°. Si l’on suppose que la ligne du rivage .coïn- 
cide avec l’axe des y et que l’unité de longueur soit le kilomètre, à quelle vitesse 
le bateau-change-t-il de direction quand il est à un kilomètre du rivage? 


Rép. Le de mp par kilomètre. 


24, Un navire de guerre long de 120 mètres a changé sa direction de 30° en 
se déplaçant d’une distance égale à sa propre longueur. Quel est le rayon du 


cercle dans lequel il se meut ? Rép. 299220. 
25. À quelle vitesse un bicycliste change-t-il de direction sur une piste circu- | 
laire d’un demi-kilomètre de diamètre ? Rép. 4 radians par kilomètre. 


26. L'origine étant directement au-dessus du point de départ, un aéroplane 
suit approximativement la spirale s — 6, l’unité de longueur étant le kilomètre. … 
A quelle vitesse l’aéroplane tourne-t-il à l'instant où il termine sa première 
spirale ? 

27. Une ligne de chemin de fer forme des-courbes qui ont approximativement 
la forme d’ares des courbes ci-après. A quelle vitesse une machine change-t-elle 
de direction au moment où elle passe par les points Roques He kilomètre ésts< 
l'unité de longueur) ? ÈS 

(a) y = x", (2,8). 


(@) y = +?, (8,9). 
(e) 2? — y} 8, (3,1). 
(D yet, = 0: 

(e) Leon, T— 


(f) e0— 4,01. 


pie 


CHAPITRE XIII 
 THÉORÈME DE LA MOYENNE. FORMES INDÉTERMINÉES 


105. Théorème de Rolle. —— Soit : y = f(x) une fonction conti- 
nue de æ à valeur unique (fonction uniforme), s’'annulant pour + — 4 
et pour æ— 0, et supposons que f(x) varie d’une facon continue 
quand æ varie de a à 4. La 
fonction est alors représen- 
tée graphiquement par une 
courbe continue comme 
dans la figure 87. L'intui- 
tion géométrique nous 
montre immédiatement que 
pour wne valeur de x, au 
È moins, comprise entre «el 

D 9, la tangente est parallèle à l’axe des + (comme en P), c'est-à-dire 
que la pente est nulle. Ces considérations éclairent le théorème de 
Rolle : é 


ny fx) rate quand x = a@ etx = b, et que “a ) et f'(æ) soient 
continues pour toutes les valeurs de x, de x — a jusqu'à x = b, f(x) 
._  S’annulera pour au moins une valeur de x comprise entre a et b. 


3 ._ « Cé théorème est évident, parce que quand + croit de à& à 4, /(r) 
L ne peut pas constamment croitre ou constamment décroitre quand + 
D croit, puisque f(a)=0 et /(b)— 0. Par suite, pour une valeur de +, 
E. au moins, comprise entre a et 4, /(æ) doit cesser de croître pour 
_ commencer à décroître, ou bien cesser de décroitre pour commencer 
f LS à croître, et pour cette valeur particulière de æ, la dérivée première 
doit être nulle (& 81, p. 124). | 

L On montre comme il suit que le théorème de Rolle ne s ‘applique 
E. pas quand /(æ). ou f’(æ) sont discontinues : 

_ La figure 88 représente le graphique d'une fonction qui est discon- 
tinue 2 pour æ— €, valeur comprise entre a et 4. 
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La figure 89 représente une fonction continue dont la dérivée pre- 
mière est discontinue (æ) pour une valeur intermédiaire æ = ce. 


Dans les deux cas, on voit qu’en aucun point du graphique situé 
entre æ—=aetæ—b, la tangente (ou la courbe) n’est parallèle à OX. 


106. Théorème de la moyenne (*). — Considérons la quantité 


Q définie par l'équation ' 
(A) (@)—1G) = 9 
| b— a 7 
ou (B) f(b) — f(a)—(b — a)Q — 0. 


Soit ft) une fonction formée en remplaçant à par æ dans le mem- 
bre gauche de B, c’est-à-dire 


(C) _F@)= f@)— fa) —(@ — 00. 

D’ ne (B), F(6)= 0 et d'après (C), F(a) = 0 ; par conséquent, en 
vertu du théorème de Rolle Cp. 187), F'(æ) doit s’annuler pour au 
moins une valeur de æ comprise entre a et b, soit æ,. Mais en diffé- 
rentiant (G), nous obtenons 

F(x)= f(x) —0Q 
Par conséquent, puisque F'(x,)— 0, on a aussi 
fa) —Q=— | 
el = 
Le Q = f(x). 

En substituant cette valeur de Q dans (A), nous obtenons le théo- 

rème de la moyenne 


(44) PK) IC ah) En Pi < b, 


dd 


{”) Appelé aussi loi de la moyenne. 
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où, en général, {out ce que nous savons de x, est qu'il se trouve 
entre «a et 0. 


Le théorème de la moyenne interprété géométriquement. — 
Supposons que la courbe de la figure 
90 soit le lieu de 


y=f@). 


Prenons OC— LÉ RO DE 0: ne Sp 
f(a) = CA et /(6) = DB, ce qui donne 


ARE D 


EB = (6) — f{a). 
Par conséquent, la pente de la corde AB est 


Ho EB _{)— f{a) 
(By ty EAB= = SE 


et 


L 


_ [y à au moins un point de la courbe entre A et B (tel que P) où 
- la tangente (ou la courbe) est parallèle à la corde AB. Si l’abscisse de 
D P est æ:, la pente en P est | 


» © 


(ER / 
<- : 


te 4— f(x) = te EAB. 
E: En égalant (D) et (E), nous obtenons 


or 
Ro CE 


qui est le théorème de la moyenne, 
- Le lecteur devra tracer des courbes (telles que celle de la p. 187, 
à fig. 87) pour montrer qu'il peut y avoir plus d’un point tel que P 
É dans l'intervalle considéré, et pour montrer, d'autre part, que le théo- 
à 


Ÿ 


_rème peut ne pas être vrai si /(æ) devient dscdMinue pour une valeur 
_ quelconque de + comprise entre à et 4 (fig. 88, p. 188), ou si f(x) 
devient discontinue (fig. 89. p. 188). 
- En chassant le dénominateur de (44), nous pouvons également 
écrire le théorème de la moyenne sous la forme 


(45)  #(b)—f(a)+(b — a)f (x). 
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Soit à = a+ Aa; alors b— a — Aa, et puisque à, est un nombre 
se trouvant compris entre à et #, nous pouvons écrire 


{ Li 0 HN NT: 4 2 F 


où 6 est une fraction positive proprement dite. En substituant dans 
(45), nous obtenons une autre forme du théorème de la moyenne: 


(46) f(a+ Aa)— f(a)— Aaf(a + 8: Aa), 0<8< À: 


_ 107. Développement du théorème de la moyenne (= Eus 
suivant la méthode du dernier par agraphe, soit R défini dt l'équa- 
tion 


&)  fO-K0—-C-Y@- LG R—0 


Soit F(x) une fonction formée en remplaçant b Fe æ dans le. 
membre gauche de (A), c’est-à-dire 


(B) Fx)= fx) Ka)— (x —a)f 1 aÿR. 


D’après (A), F(6) — — 0 et, d’après (B), F(a) — 0, 
Par conséquent, en vertu du théorème de Rolle (p. 187), au moins 


une valeur de æ comprise entre a et 4, soit æ;, annule F'(x). Par 


suite, puisque | 
Fr) = (2) — fa) — (Ge — 0, 
nous obtenons 


HE @)— fa) Ca — a)R = 0. 


Puisque F'(x,) = 0 et Fa) — = DAteest évident que F’ (x) satisfait 
également aux conditions du théorème de Rolle, de sorte que sa dé- 
rivée, c'est-à-dire F’(x), doit s’'annuler pour au moins une valeur de. 
TL comprise entre & etx, soit æ;, et par conséquent æ, Se trouve éga- 
lement comprise entre a et 4. Mais, 


RRÉREE TT GT R ; donc F'(x:) =f"(x>) — R— A} 
+ | nd 


En substituant ce résultat dans (A). nous obtenons ie 
(©) JO) /G)EC- af G)+S-G— a) fe). a<a<UN 


(*) Appelé aussi développement de la loi de la moyenne. | È 
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é De la même manière, si nous définissons S au moyen de l'égtation 


1 9 LI (l 3 5; 
b—O-6-N 0 Gray s=0, à 
E L'Æ LE, - 
«nous L'pous en faire dériver l équation: 


É 0 RER EF +69" 
4 De, of), acmc, 


En laquelle +, est compris entre & et 4. En continuant cette mé- 
_thode, nous obtenons le résultat général, 


? on b=ro+ = o+ Tr 
12 ; +4 2 fa) Fe a _ ANG) 


- dans lequel x; se trouve entre a et 4. La relation (E) s'appelle le déve- 
_ doppement du théorème dé la moyenne. 


M2" © 


408. Maxima et minima traités analytiquement. — En ulili- 
% Font les résultats des deux derniers paragraplies, nous pouvons 
* maintenant donner une discussion générale des maxima el minima 
des fonctions d'une seule variable ne 
Etant donnée la fonction /(æ), soit 2 un nombre positifaussi petit 
qu on voudra ; les définitions données au $ 82, p. 122, peuvent alors 


3 | de énoncées comme 1] suit : 


Gi. pour toutes les valeurs de æ différant de & dans l'intervalle 
Mu a+ À], | | k 
: | A) f(x) — fKa) = un AA né 
à on dit que ft) passe par un MAAarImUm pour ER On 
Te d'autre part, 


+: By” - f(x) — f{a) = un nombre positif, 


4 ne f(x) passe par-un minimum pour x = «. 
Considérons les cas suivants: 
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I. Soit f'(a)=Z0. D'après (45), p. 189, en remplaçant b par æ et 
en transposant /{(a), 1l vient 


(E) fa)—fo=(@—a)ÿf(a)  a<æ <a. 
Puisque f(a)=£ 0 et que f(x) est supposée continue, 2 peut être 


choisi assez petit pour que f(æ) ait le même signe que f’(a) pour 


toutes les valeurs de æ de l’intervalle [a — k, a + A]. Par conséquent 
fu) a le même signe que f”(a) (chapitre in). Mais, æ — a change 
de signe suivant que æ est inférieur ou supérieur à à. Done, d'après 


(C), différence 
GC) — fa) 


pe A 2 x ; À . F 
changera également de signé et d’après (A) et(B), /(a) ne sera n1 un 
maximum ni un minimum. Ce résultat concorde avec la discussion du 
S 82, où il a été montré que pour toutes les valeurs de x pour les-. 
quelles f(x) passe par un maximum ou Pate: minimum, la dérivée 


première f(x) doit s'annuler. à 


Il. Soc PAM UP RE UD)EAE 
D’après (C), p. 190, en remplaçant b par æ et en transposant f(a), 
il vient 


(D) fo Ro = Cd pe). AL < à. 


Puisque /”(a) 0 et que f(x) est supposée continue, nouspouvons 
choisir l'intervalle [a — X, a + A] assez petit pour que /”(a) ait le 
même signe que /’(a) (chap. 11); (x — a) ne change pas non plus 


de signe. Par conséquent, le second membre de (D) ne change pas de 
signe et la différence 
fx) fo) 


a le même signe pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle [a —, 
a+ h], et, de plus, ce signe est le même que celui de f(a). 
En conséquence, 1! résulte de nos définitions (A) et (B) que: 


(E) /(a) est an Baie sû f(a)—=0 et f'(a)—=un nombre. 


négatif ; 


() (a) est un minimum st f(a)=0 et f (a) = un nombre 


positif. 


Ces conditions sont les mêmes que celles énoncées sous les numéros 


(21) et (22), p. 127. 


_THÉORÈME DE LA MOYENNE 193 


TL. Soët f'(a) = f'(a) = 0 et fa) Z 0. ; at 
D après (D), p. 191, en Del b par æ et en transposant /(a), 
A vient 


"© H-f=1E6-DfG). sé <r 


__ Comme read f'Cæ:) aura le même signe que f”(a). Mais 
- (x — a) change son signe de — en + quand + croît en passant par a. 
. Par conséquent, la différence | 

5 - FOTO 


- doit changer de signe et /(a) n’est ni un maximum ni un minimum. 


MINS OT (a) = (a) 2 = a) — 0 et (a) 0. 
En continuant la méthode employée dans I, Il et IE, on voit que si 
la première dérivée de /{(æ) qui ne s’annule pas pour æ — 4 est d’ordre 


por Œ n), 


(47) f(a) est un maximum si fa) — un nombre négatif ; 


LM) f(a) est un minimum si f(a)— un nombre positif ©. 


Sj la première dérivée de f(&) qui ne s’annule pas pour æ — a est 
| d'ordre impair, f(a) n'est ni un maximum ni un minimum. 


: ue l. — Examiner x? — 9x? +9%x — T7 en ce qui concerne ses valeurs 
à . maximum et minimum. | 
J Solution. fa) = x —92+ 4x — 7. 
f(x) = 32? — 18x + 24. 
La résolution de : 322 — 18% + 24 — 0 
| donne les valeurs critiques x —2etr—4. 


fO)= 0 et f(&)— 0. 
| Dirérentions de nouveau, f(x) = 6x — 18. 


— Puisque f"(@) = — 6, nous savons, d’après (47), que CE 13 est un maximum. 
E _ Puisque f"(2) = + 6, nous savons, d’après (48), que (4) — 9 est un minimum. 


—_  Exewpze Il. — Examiner e+2cosx—+e* en ce qui concerne ses valeurs 
. maximum et minimum. 


#4 ro) Comme au $ 82, une valeur critique x = a est trouvée en égalant la dérivèe premiére à zéro 
- et en rèsolvant l équation résultante pour ses racines réelles. 
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ee 


_hière de la variable indépendante, une fonction prend une e des larmes | 


7% SA Pr A D L 
Se <' ; NÉE AT ES 
< 3 ES ÉTAT NE Re ME Le 
> Sa: 7 ‘ >»; * = 
Ca p a | _ “3 ES < = > + " 
> . g be EE 
| L me”. 
s2 PF D. 
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» Solution. f(x) = e° +9 cos 7 + er, rs 


f(x) = e° — 9 sin x — et — 0, pour æ —0,(* ss 
PC) — e — 9 cos x + ee — 0, pour & — 
fMx) = +9 sin x — et" —0, pour æ=0, 
Ta )= e+2cos2+et— 4, pour æ =. 


Par que d’après (48), FCO) — — 4 est un minimum. x) 


EXEMPLES 


s 


Examiner les fonctions suivantes en ce qui concerne leurs valeurs maxime 
et minima en utilisant la méthode du dernier paragraphe. 


1. Saut — 4x3 +1. Rép rt =Edonne.vun, 0 | 


æ — 0 ne donne ni max.ni min. 
2. © — 67° + 197 +48. x —9 ne donne ni max.nimin. ; 
“h (x — 1) (x +1}. æ —=1Â donñe min. — 0; > 
Dee . donne max. : 


æ — —1 ne donne ni max. ni min. 
4. Examiner 45 — 5x + 5x5 — 1, pour x — 1 et x —3. 
5. Examiner 4° — 32?-+ 3x + 1, pour = LE 


6. Montrer que si la première dérivée de f(x) qui nes nee pas pour æt = « . 
ne d' ordre impair (— n), /(x) est une fonction croissante ou décroissante quand 
ant que ft) (a) est positive ou négative. = 1 


PE 


109. Formes indéterminées. — Quand pour une valeur partieu- | 


+00. - OO — D ; ûe: , 90.7; : Be 


on dit qu’elle est éndéterminée, et la fonctidn n’es/ pas ds pour. : 
cette valeur de la variable RE par l'expression analytique | 
donnée. | 

Par exemple, supposons que nous ayons 


+ MO ne 
Et 


et que pour une certaine valeur de la variable, telle que x = 4, 


te dd 


(*) x = 0 est la seule racine de l’équation ef —2sinæ— er?—0, 
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Pour cette valeur de æ, la fonction n’est pas définie et nous pou- 
be _vons, par suite, lui assigner la valeur qu’il nous plait. Il est évident, 
té ce que nous avons vu (2° cas, p. 16), qu’il est utile de pouvoir 
attribuer à la fonction une valeur qui la rues continue quand æ — 4, 
toutes les lois nue cela est possible. 


3 -440. Évaluation d’une fonction prenant une forme indéter- 
_ minée. — Si pour æ—a la fonction f(x) prend une forme indéter- 


_ minée, 07 prend alors 
“ ee re). 


. conune as de fa) ne La 

F 7 Le fait de prendre cette valeur limite comme valeur de /(x) rend 
_f(&) ‘continue pour æ—a, ce qui concorde avec le théorème du 2° 

4 cas, p. 16, et aussi, avec les exercices du chapitre 11, où plusieurs - 


C2 


à 0 
E- fonctions prenant la forme indéterminée T ont été évaluées. Ainsi, 
— À 


” ' r - fa 2 
4 ” : AE vi ° L 
pour De=2,51a fonction 


Û : 
prend la forme —, mais 
( 2 


4 - C + A È « . 2 
D _ limite re En 
D De. HI T2: 


Le : Par suite, on prend # comme valeur de la fonction pe D 

2 Re on maintenant graphiquement que si nous supposons # comme 
étant la valeur de la fonction pour æ—2, la fonction est continue 
HU D — 2. 

d— 4 

Re 


Soit | Hs | NT 


Ë Cette équation peut s’écrire également sous fe forme 
y@-2—@—2)(œ +2); 
D G—2)4-a—2=0. 


_ 


; SE = L 
Le En ; Ggalant à zéro chaque facteur séparément, nous avons 


à PR. Le Prev =. 


Et construisant le graphique ({g. 91), on trouve que les lieux de 
a ces équations sont LARGE les deux lignes AB et CD. Puisqu'il 


SEA) Le calcul-de cette valeur limite est appelé évaluation de la forme indéterminée. 


É 


196 = CALGUL DIFFÉRENTIEL 
y a un nombre infini de points sur la ligne AB ayant l’abscisse 2, ia 
est clair que quand La ONE a ToUt de y (ou de la fonction) :| 


peut être prise par n'importe quel nombre. Mais quand # est différent 
de 2, on voit par le graphique de la fonction, que la valeur corres-. 


jours obtenue en partant de 
Yy—=X Te 
_quiest l'équation de la ligne CD. 
Et pour CD, quand æ — 2, nous obtenons 


YEN 
qui, nous le voyons, est aussi la valeur 
Fig. 91. limite de y (ou de la fonction) pour æ = 2; 


et il est évident, d’après des considérations 

géométriques, que si nous supposons # comme étant la valeur de la 
fonction pour æ — 2, la fonction est alors continue pour æ — 2. | 
De même, plusieurs des exemples donnés au chapitre 1, montrent 
comment les valeurs limites d’un grand nombre de fonctions prenant 


des formes indéterminées peuvent être trouvées en employant des 


‘transformations algébriques ou trigonométriques appropriées, et 
comment, en général, ces valeurs limites rendent continues les fonc- 
tions correspondantes aux points en question. Cependant, les mé- 
_thodes les plus générales pour évaluer les formes indéterminées 


dépendent de la aan 
n, 


© 


111. Évaluation de la forme indéterminée Étant donnée 
Y. S 


une fonction de la forme ce telle que 


f({a)—=0 et F(a)—0, c'est-à-dire une 
fonction prenant la forme indéterminée © 


quand @ est substitué à x, on de- 
mande de trouver * 


limite 62) 
DE À(0 } F(æ) 


Traçons les graphiques des fonctions 0 
f(x) et F(æ). Puisque, par hypothèse, f@)— = 0ietE FE — 0, ces gra- : 
phiques se coupent en (@, 0). s 


LE TENE 


Fig. 92. 


pondante de y (ou de la fonction) est tou- \ 


ns 
CHR 


de FORMES INDÉTERMINÉES HN 107 
ee 

! _ En ns le théorème de la moyenne à chacune he ces fonc- 
lions (en remplaçant 4 par æ), il vient 


= O4 CD) «<a <e, 
FO = F(a)+ (x — a)F'(x:), D Dr D 
banane fG)= ee -0 et F(a) — 0, nous oblenons, après avoir supprimé 


 e- a | 
I @ Gr) 
: Fr) - F(æ) | 


Maintenant, faisons x — 4. 
TI nn és, A+ > 


D 
SERRE limite » / 
Sen (@)=f (a), 
À CURE é ji te / 
D r@-r0, 
imite f(x) fa) 
De CAO). = limite EUR A ES F 0. 
2 A A none mmE(X) FES) (Qi 
ie - —— Différentier 


E nunéraieur et le  natr pour obtenir un nouveau numéra- 
À teur et un nouveau dénominateur (*. La valeur de cette nouvelle 
pu pour la valeur less (*) de la variable sera la valeur 


a | el : F'{a)— 0. 


À éostacdire que les dérivées premières s’annulent également pour 


: CE NO ue en garde le lecteur contre la faute Apte très Féauenté qui consiste à 
ai érentier Re l'expression comme une fraction d’après VII, p. 


os a =, la substitution æ = À réduit le problème à l'évaluation de la limite pour z = 0. 
fe E ; " AE - 1 
A - limite f@) _ limite z 2% limite _\7/ _ limite f@), 
Le Da CO rt rfi) 750 
k & + HR 4 à 


£ r conséquent, la règle s applique également dans ce cas. 
* à : 


- 


peut être appliqué de nouveau au PROS FA 


7 dd ni % # F 4 € PRE PA à "AC EE = te dé FER 
" A - , x = e j ee : | 
a < PR x : Tan DEN # 
| 5 + 11 L'SRNTES 
S p A8 
222 
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; 0 
æ—a, nous avons encore la forme indéterminée et le théorème 


Fe ie. FÉES ESS 
ce qui nous donne : | 
RS limite 1) _ FAN 

ë F'(a) 


Quand aussi /’(a) = 0 et F()= 0, nous non. de la même 


limite /CX) te 
z = 4 FG) Ro : | ; # | 


manière 


et ainsi de suite. | 
Il peut être nécessaire de répéter cette opération plusieurs fois. 


#T 


ExEwPLE 1. — Évaluer fa fa) _ Se alta “quand x — 1. 
F(x tr) Ai — r? — 7% — 1 ; ; 
- Solution. 110) A à DR ee ie A : indéterminé. = 
FA) — [x DEAN ES te A 0e RS. 
l'O) F'-3r2 3 NN TS LES RER PV 
F/(4) se La PEYRE Le ER 3 EN Pa 0° internes 
HÉDERS RARE ME ee 
FA) “le- 2 12e pre ge 
ExEMPLE Ke Éralter nu ee % 
t — sin? 
Solution. a = les _= 2 10 = _ indéterminé, 
f'(0) ee +e-r-9 AE HE DD eo 
F0 — Er Tree ere 5 
UC RE PE Mme em Le cer 
| el ee a on . i 0 ee, sa 
f"(0y Let 1 +1 9 Ré 2% <S 
F?(0) Aire cos æ et à dei LE 
_ EXEMPLES 
Evaluer les limites ci-après par différentiation (*): : ad es. EN 
limite 2° — 10. psy 8. 9 limite 21 pa EL Te 
È r=impx2 7 9. PIE run ve PP: RENE 


(*) Après avoir différentié, le se devrd dans chaque cas te Vespression résultante à sa. 


forme la plus simple avant de substituer la valeur de la variable. 


Le » 
TA 


+ Æ 
Te EE © 
* 


Pre « S & se Æ ire UE # e ; 7 Ci c der à ; TS à ES ne 
FÈ 2 ETS x $ RER PRET ET p.74 us TS PA er Re 5 b rs Æ 
E 4 =? = F VUS ne = V6 “ F E s €. : | 
re FORMES INDÉTERMINÉES FE 17499 
dog x | ; SIN æ — sin 
Re RE Rép. 1. 40. Hmite TESTS... Rép. cos 9 
| D nent FR : RER ER Cor - 4 
De ee — et SRE Re: 
RS 4, limite gr ana 2: 44. limite e-+ sin y — À o) 
D 07 RP VE les A) à 
dr imite (£T—% 9 | HS 
à 2=0%— sinx | 12 limite 8 0 +sec 0 — 1 1 
< S . ÿ — 0 , e . 
re limite log sin æ. 4 tg 0 — sec 0 +1 
LS RTE É ee 8 43, limite sec? ? — 2 ge a" 
| a 97 {4 co054%: 2 
Jog—. RESTE 
| b 
% o 
fer” 33 2 2 a. limite _.- 0727" | 
limiteT ant lens :) rx i 14. MES PRET SL ne UT a A — 2, 
8. Hp 0. D TT gt — az + Dar — z 
| sine ÿ— arcsin 0, BEST és imite, (2) Bei 
Re. sinv0. s (1e PE (y At x 
T es dde 2. _ 48, limite sin Sin 2@ 20. nr log cos (x — 1). 
ES Se x? 4° RS 0 HA = 1 ra 
fre Are 4 — sin 
© imite mas. <r 1 its d sine 91. imite g © — Sin æ T. 
Enr CET : - æ=0 HA] D Sin? © 


“ 


me) 


& = 4 F(x) 


d je TS 
EE) rie 20 er. re EG) 


nl la forme indéterminée © ==, nous suivons la même règle qe 


action eu 7 valeur considérée de :. A est lu valeur ne : 
-de la 1 fraction primitive. 


x 

a SE ce ra 
u 4 4 
L2 , > £ 

"te * 

NS Ne r: MST 

| 4 <' pi - \ 5 

>, TRS l 
Mm'EeS- x 
2 ee Fi 1 
Far RP 0 > 
DR PR ON ie > 


g LAS Se En RTE VIT 2er + 

S : FANS MERDE, à FT ARE 

v . " Ps . ‘ A FRS 

: ” x 3 ë CAES. 
% sn à PR + 

4 Fe. “HS 
a : - De. 
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Une démonstration rigoureuse de cette règle est au-dessus de la * 
portée de ce livre et dt être réservée pour des traités Que avancés: 


EXEMPLE, — tie JoRe pour # — 0. 
cosec & J 

Solution. AUS = [ee] : =? ; indéterminé. 

TOR coseC& lo 0 3 
1 | | ne 

FCO) __ PRE 2 RS [ie] — 0. jidéterminé. 
F'(0) — cosec æ Cotg & Jr—0 T-COS L'on 0 1 
4! POPRER SX, À 
FO =[- 2 sin # COS x | A AURETS RéDé 
F”(0). COS æ — € Sin & f>=0 4 

113. Évaluation de la forme indéterminée 0 :.— Si une 


fonction f(x) : :(æ) prend la forme indéterminée LAE Go.pour T— 4,0 
nous écrirons la fonction donnée 


fx) = 1 D A 


2) f@) 
afin de lui faire prendre lune des formes . ou x et de lui appliquer 
ensuite la règle du $ 111 ou celle du $ 112. s 
ExeMPLE, — Évaluer sec 34 COS ST Ge ARE À 
Solution. [sec 3z + COS 9] x —="0; indéterminé. 


A à : 
: à sec 8x, la fonction devient = 8 


En substituant 1 
cos 


: — —; indéterminé. 
COS 37 


© 


(at le ire: ‘ 720 


ea | Re. 
PETESS 
19 | 110) 
EP Re 
ee LÉ 
| 
AU) 
a] 
OL 
= Li 
o 
are 
| 
Co | 
a 
rs 


Æ sin Sa 1 


114. Évaluation de la forme indéterminée DS de Il est | 
possible, en général, de transformer st ession en une fraction qui "3 


( 
prendra soit la forme Ÿ soit la forme © ee 


FORMES INDÉTERMINÉES 
. EXEMPLE. — Évaluer sec x — tg x pour re + 


4 
US 


N Solution. [sec € — tg t], = 00 — © ; indéterminé. 
CO É | ! 


A 
me 


* Ft D'après la trigonométrie 


… RUE D NOSC Tr Let — 


COS æ COS T 


£ ; 
1 RMNONANN CRSCEROETT EST 


x à 


EN. EXEMPLES 


Fa A 


= 


__ Evaluer les expressions suivantes par différentiation (*): 


limite AT? + b. Rép a 


«4 k a à 
N ‘ », . ps. à cs: D * 
s@-t dE - F''e 
1420 x F2 # a é #4] 2 à sa" 
té F à Ex M # 
1 r 2 _… 
' 
à " | « 


49, limite Y 
Te cx? + d - % . C VE 6 et 


Saad (z— Qr) lg x. 


" ’ É % 
LC SIN EAST (CT) 
cos æ Fr) 


: indéterminé. 


Rép. 


a" log +. {n positif] - 


er TE El tp = 
“ d * 2. 
0 44, limite sin 
41 TE cc 
Me limite 
SN do MC EE 
MORE x 16. Ame (1 — tg 0) sec 26. 
DO EE - Et 0 , | e 
Re 10 TE x 
FURRRE A7, limite (q2 — ©?) te ie 
_@. limite log sin 27 1 sara sen 0 


nor" log sin z 


æ—1 


DIE TORRES 3 : 48. quiet 
$ 7. limite lg (] x S ss 


7 
ee 
>» 
(Ca 
ru 


Gi 


A Ne ? 0. Se ô = — 


go LE Ne 
LARECENR 24. limite 
9. limite DEL. PS à DA 0. APN UP rl SG 
à coitg T ; 


0. SLPpIÈNE | 


12 > 7 LR , 


ter f 
d'—A r—A 


1 


VERSER ss PARLE ON Eee Er 2 
MR 20. 4 logx logx 


6 log (+ * 4 < ; 90. Hente [sec 0 — tg 0]. 


y 


. 


4 


T 


| 


1 


7 


A mi) 


mit colg er. ‘21 - MR 
LPO ie 


4z (ee + | 


p + HÉS ES M AS La 
+ ne A2 D 4 ee tr A - Fi Fr RARE ae . , 
5 : 3 ” > FES Fe e à ‘ " ; 2 LU 
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115. Évaluation des formes indéterminées o, A 2NEO gas 
Étant donnée une fonction de la forme ares, 
faY®, : 


pour que la fonction puisse prendre une Le trois formes € ele dessus, - 


nous devons avoir pour une certaine valeur de D: "24; HPRÉTES 


ou HP) A 


OU: 
F2 Soit 


he f&)=0, 
fx)= +, 


DE 0, ce qui donne (0°; 
x) = >, ce qui donne 4° ; 
(x) = 0, ce qui donne æ°. 


y=e)®. 


Prenons les logarithmes des deux membres : 
PR 


A 


Dans l’un Dcouibe des cas ci-dessus, le logarithme de y (a ionc- ‘4 
tion) none la forme indéterminée 7 


M 


0: 0. + 


L'évaluation de ce résultat par la méthode exposée au : 113 doins 2 4 
la limite du logarithme de la fonction ; celle-ci étant égale au loga- 
tie de Lien tete le fonction, la limite de la fonction est. con- 
nue (*). 2 


Exempce |. — Évaluer 4° quand x — 0. 


4 Solution. Cette fonction prend la forme indéterminée 0-pour LEE 0. 
Soit Le LL y=w; Fe TR Le 5 
à alors : logy=#x pee T— ae co}, quand Le ne 
c , p: à u < . + DS à 44 
D'après le $ 113, p. 200, HIT 0 F2 T TRE 
| | | log x _ — “4 LE CE OF NES 
, _ logy— "ET — ; quand x 0. } 20 
: 5 es ce 7 1 nr OR 
s B_ 54 
. D'après 1 le 112, p. LE | 
se 
. x ; f " É 
log y — entRe os, 0, quand T= 
2e ; 502 
Puisque y —+*, nous avons SN RES TRS Re TT: TOR EEE 
logea®—0, c'est-à-dire  2°=1. Réyonse. Re  - 
45 (9 Aünsi, si limite loge y a, alors y = ea. SASRE TS GATE FSI © E LAS 
+3 \ Ë A + A4 5 Æ. 
| É MR LU 
= TA ” TEA : ni 
2 AVR #1 LS Te CT. Ce ane td 


t i L æ 4 x re 
| € pu Sp pAx Ar 2e 5 DULE ce , k 
er , Luke € + Cp) « , PL à 
TA | Fe F7 NES 
RAP “é Aa +. V2 SUR he x > f 
F PME 7. y | EL ; 
at © Ÿ 2 L v LT ra 
te $ &:: 5 mn 
» 


ut tion. . la fonction prend la forme indéterminée ee. pour æ — 0. 


= (+9 re 
FE Y= — ; 108 (EE + er —= 0 + O, quand x — 0. 


— 0 s quand x — 0. 
AE 


os A LE 4 LES à 
le — — — À quand æ = 0. 
, 4e À 1+x | 
4 : =. ; 
: = (+2), 


10 ne fonction prend 1 la forme te 0 pour æ — 0. 


y= = (cotg x)sne ; Trio 


S443, à 200, Rise 
| log cotg æ __ 0 


; RO PR D bn ee quand æ — 0. 
NAS re cosect + Fo 
e $112, p. 199, res à 
+. ak Poe fe: ee cosec? r RE Eee = ; 
| lou =— ALU SE RE EEE ILUS RES quand 2= Ü. 
LE — cosec ? cotgæ cos? x | 
y= ee ane, (IR ART & 
VE log. (cotg M EX 2—(, | 
| (LOIR L)NNE Es SU | Réponse. 
DM EXEMPLES > 
les expressions ci- j-après par HRISrOUAeR à 
MID 2" Rep, Merde re not Rép. 1. 
DEEE Ne = 0 TE 9 


M sac g_ limite (eee SEPT 


- | Y—=2 
+ 
< 1» , “ n 
er 24 : e » 
“Re - À 
#, 4 » s" . ns d un 
Cd 
AE 
>". 
CT _ F. # à 
Las x LES ; 
de = 
N . = £ d 
2 AN te 
LAPS ed 
» *, j 2 U 
” 2 “ * 
= — - < “. 
r "x < w = 
‘ LA * —_ 
: «“ rw ; : 
LS ne ani + Lie A à k + Lt 
Le né - Ace AT UT 0 md “ 


EE DES & | Réponse. 


log E = sin & dy cotg æ — = 0* ©, | quand x = 0, 


- x + 
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Rue Lee sin æ)cotgæ, Rép. ee. 


| ré 
2. Fi + p ME" 
14. Himite (cos m6). 


x £ mn # » 


7 


4 Û LA …, 


ER Mat 9 limite, A DER 
: 8. limité (Cote ares. 0 12 og 


tup En ie EE limite 
OUR à the A + n2)° : | AE 43: PURE 


a. 0 CHAPITRE: XIV 


_ CERCLE DE COURBURE. CENTRE DE COURBURE 


116. Cercle de courbure (*). Centre de courbure. — Si un 
“covele est tracé par trois points P,, P,, P,, situés sur une courbe plane , 
(fig. 93) et que P, et P, tendent vers 
P, comme position limite, en se dépla- 
cant sur la courbe, le cercle tendra en 
général, en grandeur et en position, 
vers un cercle limite appelé cercle de 
rwA% courbure de la courbe au point P,. Le 
| ; centre de ce cercle est appelé centre de. 
D :- BD courbure. 
+. ” HA RCE A ESOI | 
“4 En (1) y= f(x) 
… l'équation de la courbe el soient 2, di, a les abscisses respectives des 
_ points RES, P,, (a’, 6’) les coordonnées du centre et R' le rayon du 
4 cercle passant par les trois points. Alors, l’équation du cercle est 


0 CRE SR (x — xŸ + (y — 6") = R”; 


we 


4 et puisque les AL des points P;,, P,, P, de satisfaire à 
2 _ cette équation, nous avons 


E (a+ NE | 

GG) NEO, 

M de im R°2—0. 
UN érons maintenant la fonction de x définie par 


110 Fa) = (œ— 2) +@ BY R, 


” 


54 ‘dans laquelle y a été remplacé par /(æ) d'après. (1). 


be 


Lo 


0 Appelé parfois si osculateur. Le cercle de courbure a êtè défini d’un autre point de vue 
cp. 183. \ | 3 
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Nous obtenons alors, d’après les équations @). 
Fr)= 6 EL), Fer ni 


Par suite, d après le théorème de Rolle (p. 187), F'(æY doit S nt 
ler pOur au moins deux valeurs de æ, l’une comprise entre æ, el La) De 
soit æ’, et l’autre entre x, et x,, soit æ”, c’est-à-dire que 


FX 0,7 FOX 6: | 
Pour la même raison, F’(æ) doit s’annuler pour une certaine valeur 
de æ comprise entre +’ et æ”, soit æ,; par suite 
FANS 
Par conséquent, les éléments +, £’, R' du cercle passant par les _ - 
points P,, P,, P, doivent satisfaire aux trois équations j; 8 
FÉES 0 F0: EC et 
Supposons maintenant que P, et P, tendent vers P, comme posi- 
tion limite ; alors æ,, æ,, æ', æ", æ, tendront tous vers æ, comme 


limite et les éléments x, 6, R du cercle osculateur sont par suite dé- 4 
terminés par les trois équations 2 


F(x)=0,  F(x)=0, | F'G) — 0 ; 


ou, ce qui revient au même, en laissant de ae les accents, 


(A) HSE ENT 
(BY (x — a) + (y — 6) du —= 0, en différentiant LEE 
(C) | ie (au) RG D — (0;:en différentiant (B). | 1 


. Fe (B) et (CG) par rapport à æ — x et y —$, nous obtenons 


TCERGLE ET CENTRE DE COU RBURE 


Par suite, les Eoordonnées. du centre de courbure sont 


dy Ex : 
LE be 
4 Se ee) | 
; ax 
LE dx* 2 \ 
- di 
DA een bar) 
dy \d / 
1 Sir 
X 
pes - 
| \ | dx” 
D Fig. 9. fs En substituant les valeurs de + — 3 et. 
L. < Re y —$ de (D) dans (A) et en résolvant 
mer rapport. à R, nous uieieus 
- 3 


É LT ch 
D | RCE 


dy 
dx? 


formule qui est identique à &2). p. 181. Par suite : 


Théoréme. Le rayon du cercle de courbure est & ah au ra 121 
de courbure. 


447. Seconde méthode pour trou- 
ver le centre de courbure, — Ici, 
nous utiliserons la définition du cercle 
| de courbure donnée p. 183. Traçons 
% pe une figure représentant la langente, le 

_ cercle de courbure, le rayon de cour- 
É- Be et le centre de courbure (z, 6) 
correspondant au point Pr, y) de la 
É poupe (Ag: 95). Alors 


RES ce = OD — AD — OP — LB PP 


—— 


#5 
NT 
PE +12 
L4 
11 


HUE, A nBPE= sin." - DCR CoSx. 
ÿ Par: suile, ; 


0) #3 LL a=x—Rsin:, &—y+R cos. 
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D’après (29), p. 153 et (42), p. 18f, Pere 


à CR 

de 1 OUR 

dx CAO il RE dx :: 0 
SIN 7 — -—-— Pr Cr ee RE 2 à 
1+(4 al [1+ dy dr? | 

dx dx A 4 

En substituant ces valeurs dans (A), nous obtenons Ë. 

: $ L 

( \ 2 \ 2 | 

se) + à 

50 ST Le dx } :|. RÉSEAU À 
dx° dx” i 


D’après (23), p. 142, nous savons qu’en un point d’inflexion (tel | 


que Q dans la figure 96)7 E = 0. | 4 


Par conséquent, de (40), p. 178, la courbure K—0 ; et d’après 
(42), p. 181, et(50), p. 208, nous voyons qu'en 
sénéral, x, 8, R croissent sans limite quand la 
dérivée seconde tend vers zéro, c’est-à-dire que 
si nous supposons que P, avec sa tangente, se 
déplace sur la courbe dans la direction de P', au 
point d’inflexion Q, la courbure est nulle, la rota- 


üon de la tangente est momentanément arrè- 4 

tée, et comme la direction de rotation change, 

le centre de courbure est rejeté à infini et le 

Fig 96. rayon de courbure devient infini. ch 3 
ExEmPce. — Trouver les coordonnées du centre de 


Die de la parabole y? — 4px correspondant : 


(a) à un point quelconque de la courbe ; 
(b) au sommet, 


f 


dy_p" dy. AP 
dx y dt? y5. 
(a) Substituons dans (E), p. 207, 

Ds at LS RTE 


Solution. 


sl = 37 ? 

NT Mer 2pi + 

BH RApONN 
ser aDe 4p°? 


Par conséquent (8er — D est le centre de Fig. 97. 
4p 


courbure correspondant à un point quelconque de la courbe. 
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© Gp, 0) est le centre ne courbure RoNPe po dant au somme (0, 0). 


118. Le centre de courbure, position limite de l’intersec- 
À tion de normales en des points infiniment voisins. — Soit. 


(A) y= fr) 


l'équation d’une courbe. 
Les équations des normales à la courbe 
en deux points voisins P, et P; sont 6) 


= NE Ge Vo be 


0 


(a, =D + Gi) 0 


CaB) 


y 


$ les normales se coupent en C’ (2, 8"), les coordonnées de ce point 
à ont satisfaire aux deux équations, ce qui donne 


AT LOU LT ATE 
| 2e 


2 OCDE CEE 


Considérons maintenant la fonction de x définie par 


D 4) = G— 2) +G— s 


LÀ ED. vi 


| Mais alors, en vertu du théorème de nue E 187), 2'(æ) doit S is 


Lé 


OR EAU (tr) =S0; 
ee PT? tendra, € comme phstis limite, vers le centre de cour- 


4 . 
"=, 
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bure C (x, 3) correspondant à P, sur la courbe ; car si nous laissons 

- de côté les accents et que nous écrivions les Fi PAT équations 

sous la forme Lt 

21 y dy SU 

2) EYE. DA )+u— pe 

il est évident que la résolution de ces équations par rapport à & et &! 

donnera les mêmes RL que la résolution de 4B) et (U). P. 206, 
par rapport à x . Par suite, 


# 


fr 


Théorème. — Le centre de courbure G correspondant à un point 
P d'une courbe est la position limite de l'intersection de la normale - 
à la courbe en P avec une normale infiniment voisine. | 


‘ 


119. Développées. — Le lieu des centres de courbure d’une 
courbe donnée est appelé la développée de cette courbe. PES 
Considérons le cercle de courbure 
correspondant à un point P d’une 
courbe (fig. 99). Si P se déplace sur. 
la courbe donnée, nous pouvons suppo- 
ser que le cercle de courbure correspon- 
dant roule sur la courbe en même temps 
que P se déplace, le rayon de ce cercle 
variant de façon à être constamment égal … 
au rayon de courbure de la courbe au 
point P. La courbe CCG; décrite par le cen- 
' tre du cercle est la développée de PP;. 
Il est intéressant de Fe une construction approchée de la déve- 
loppée d’une courbe en évaluant (d’après la forme de la courbe) les à 
longueurs des rayons de courbure en différents points de la courbe, « 
de tracer ensuite ces rayons de courbure ainsi que le lieu des centres 
de courbure. La formule (E), p. 207, donne les coordonnées d'un » 
point quelconque (x, 8) de la développée exprimées en fonction des » 
coordonnées du point correspondant (æ, y) de la courbe donnée. Mais 0 
y est une fonction de +: par conséquent 


L 
: 


= ‘ L 6 â y 2" ed , , N LarRol 
its ms tn 5 ST on D ds à ‘he il dut stand dédétias td ét res da à 4 it DLL if dt dun 


RÉGLTe A 
> HER CHEVAL] JORRERTS He da 
4 Cr: | dy ÀE | pi y 2 | d° ] 


Nr is LS a a % 
Pet. er Le D La ES RO SE Sa Le x ÿ Xe 
RTL SERIES | 
Pur 
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RE 


nous donne NT Hédiatement les équations paramétriques de la déve- 
3 ppée en fonction du paramètre x. 

à Eu trouver l'équation rectangulaire ordinaire de la développée, 
méthode générale d'élimination s'appliquant à tous les cas ; la méthode 
à adopter dépend de la forme de l'équation donnée. Nos orand 
2 ombre de cas, cependant, le lecteur pourra trouver “équation rec- 


4 angulaire de Ja AETCORPEE en se servant des directives ci-après : 
FR É 


Re © 


4 Directives générales pour trouver l’équation de la dévelop- 


à a et y en te de x et de 
#s _ 3° opération. Substituer ces Lee de æ et dey dans L équation 
: donnée, ce qui donne une relation entre les variables x et & que est 


pe” de la développée. 


-Exeetr I — Trouver l'équation de la développée de la parabole y? = 4px 


fig. 100 
A D c ke ) 12 m2 
ë ; È Solution. esp, Ye. 
LL, LPS Fa dt 1 dx? fe 
HR He PR De el 9 CESSE y° 
“f 5 1° opération. A — OT + D, Re D 
PR Ru | # 
| Je APE RP ere == kp25)3 
2e opération. € — À Tate y=—(4p). 
pa —__… À Vos ce 2n 
RS EE 3e opération. (2p°8 — 2 3 “I } 
ss, E ; 
Fig. ROBES = | où pi — Ce — 2p}. 


% n ne Print que + désigne l'abscisse et £ l'ordonnée d’un système de coor- 
ina ées rectangulaires, nous voyons que la dév reloppée de la parabole AOB est 
{la parabole semi-cubique DCE, les centres de courbure correspondant à 0, P, 
AC Pa sept Fschirament en C', C, GC, Co: 


Exeurie 1. — Trouver l'équation de la dév PRES de l’ellipse 


21e 


nous éliminerons æentre les de expressions. On ne peut donner de 


b?x? + a° = ab (fig. 101). 
+= dy. dr … dy dE 
de ay" dx? ay 
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; 2 _ h\y3 
ESA RENE 


1e opération. 
a* 


ee 
2 Fa Re - 
3e opération. (aa)? + (hf)? — (a? — b?):, 1 
relation qui est l’équation de la développée … 
EHE'H' de lellipse ABA'B’. Les points E, E’, 
H’, H sont les centres de courbure corres- 
pondant aux points A, A’, B, B’ de la 


Fig. 101. _ courbe et C, C, C” correspondent aux points 3 
RP" °PE e 
Quand les équations de la courbe sont données sous forme paramétrique, on pro= 
cède comme p. 182, pour trouver % e De ÿ en partant de. | 
dy de Ey — dy dr 
A dy dt - . dy = dt dt dt ar 714 
(à) dx : dx 7 de? dx \3 MR RUE 4 : 0 
HE vele dt | T4 


et l’on substitue ensuite les résultats dans la formule (50), p. 208. On obtient 
ainsi les équations paramétriques de la développée en fonction du paramètre 4 
qui se trouve dans les CHAUNe données. _ re 


ExempLe IT. — Les équations paramétriques d’une courbe sont 
2+1 LUE EN: 
 (B © HR == fe A “ ‘ ‘+ 
(B) 2 2» À 6 0 


x 
* 


Trouver l'équation de la développée sous forme paramétrique, construire la 
courbe et la développée, trouver le rayon de courbure au point où t—1 et tra: 
cer le cercle de courbure correspondant. TR 


6 ER (LÉ APRES | mA 
dt ERTY: dr 97 
due d'y 

F TE a 


Solution. 


. 


La substitution dans les formules (A) Ci- dessus, el ensuite Es (80), L P. 208, 
donne Sa 4 
» 1806 ; Ne 11) 


1 : x ? LA 4 : 4 
relations qui sont les équations paramétriques de la développée. En donnant 


“Ali | CERCLE 
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des valeurs déterminées au paramètre {, nous calculons +, y, x et 8 d’après 


ET CCI CS 


3 
2 
© où le cœir 19900 


| 
| 


C9 sf 


is cz le ci 


| 
| 


| 


x 


noter sacre 5 100 ie rte 


nous obtenons 


* 
= 


r x - ñ 
_ La L 
“ « < LEE | 
3 u 


VOD 


Se AA= 


notes 00 œ|S 


res 
co 


E> 
TELE (5, 


(B) et (C) et nous dressons comme 


ci-contre le tableau des résultats obte- 


nus, 
Construisons maintenant la courbe 


- et sa développée (fig. 1409). 


Le point (;; 0) est commun à la 
courbe donnée et à sa développée. La 
courbe donnée (parabole semi-cubique) 
se trouve entièrement à droite et la 
développée entièrement à gauche de 


M Here 


4 


Le cercle de courbure en À (5; :) où 
t—1 aura son centre en A! (—;, à) 
sur la développée et son rayon est égal 

à AA’. Pour vérifier ces résultats, cher- 


tions. le rayon de courbure correspondant au point A. D'après (#2), p. 181, 


u uand = 1: et ce résultat est précisément égal-à 


2 A 


Dr | : 


la courbe donnée; alors x, y, R, T: % 5 sont de fonctions de s. La 


Pr oi GES +“ 7 7 FN æ ve ; 4 , f He * | ÿ: CE 
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 Exewpse IV. — Trouver les équations paramétriques de la dév PER dela 
cycloïde | D 
(C) æ—a(t—sint), e 
: HE a(i — cos ?). 
Solution. Corne dans l'exemple 2 2 ED: 182, nous obtenons sa 
dy = smét dE Res AO 
dæ  A1— cost” dx? a(i — cost)” 
En substituant ces Aulas dans les formules (50), p. 208, il vient 
aæ— a(t + sin t), 
(D) 
Fr. B=—a( —:cosf). Réponse. 
Note. — Si nous éliminons t{ entre les équations (D), on obtient l'équation £ 


rectangulaire de La développée 
O0’Q" rapportée aux axes 0’ et 
0'8. Les coordonnées de O par rap- 
port à ces axes sont (— ra, — 2a). 
Transformons les équations (D).en 
tenant compte de la nouvelle posi- 
= tion des axes OX et OY. Nous avons 


X—T—TA, 


: By: 24; 
Fig. 103. PRE 


En substituant dans (D) et en 
réduisant, les équations de la développée deviennent 


L RÈE 1 1 ! 
€ x — a(t!— sin #'), 
&) y = a(i — cos f’). 


. Puisque (E) et (C) sont identiques comme forme, nous pouvons dire que : 


La développée d’une cycloïide est elle-méme une cycloïde dont le cercle 9 générateur 
est égal à celui de la cycloïide donnée. , 


120. Propriétés de la développée. — D'après (A), p. 207, 
(A) a=æ—Rsin:, = y + Reosr. 


Choisissons comme variable indépendante Ja longueur s d un arc dé 


différentiation de (A) par rapport à s donne 


A ee 4 
B ARRET, à OS 7 — = à #2 
ne DS CAS ES D OU ER 
: 1 Im ce ee PR NUS ETESSSS 
Ü RÉ LEONE SE PRE RUES | A 
co) As ds og Ua PR El .S 


GERGLE ET CENTRE DE COURBURE 245 
4 | LÉ = ae U — sin =, d'après (26):\p.7152 el : = 
d’après (88) et.(39), p. 177... 

En substituant dans (B) et (CG), nous obtenons 
É (D) E — ços — R cos : + — Sin 7 7 = -<$in a. 
Fo | =sins—R Sin = + cos = cos - _ 
Fe ë La division de (E) par (D) donne 
Re ; 
5 : F ; de nn ii rise 
-B7a q ) da ER à ter dy 
Rs | | de 
Ë Mais dB — ter — pente de la tangente à la dév stoppe en C, et 


“ => 


PT = — {e - ie pente de la rene à la courbe de au point corres- 


L. 


:  pondant P (x, à y). 


. En substituant les deux derniers résultats dans (F), nous obtenons 


D. ie Lt < | LE to -! rires Le , 
"LÉ Tr , 74 O 
+3 LC PE É te T 


- Puisque la Fos d’une des tn est l'inverse négative de la 
Éore de l’autre, elles sont perpendiculaires. Mais une SC PAS 
_ laire à la tangente en P est: une normale à la courbe. Par suite : 


E-- Une normale à la courbe donnée est TUE à sa développée. 


ve D autre part. tons au carré les équations (D) et (E) et addition- 
, nous _obtenons 


re EME da? =°/d8 ce dR\° 
à - Rs. (a) Fe ë | a) ÿ 


Es de CI est ie de carré de de (34), p.. -160, où 
ds 


pe: 


“ s—=5! TEE y— 8]. Par suite la relation (D) montre que 


es ds” 15 à /dR AE ds ah 
LYCÉE 4 = Si I CA 
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_cest-à-dire que le rayon de courbure de la courbe donnée croit ou 
_décroît comme l'arc de la développée croît. 
Dans la figure 99, ce résultat signifie que 


PC PE ATeCES 


La longueur d'un are de la développée est égale à la différence 
entre les rayons de courbure de la courbe donnée qui sont tangents 
à cel arc à ses extrémutés. 


à 


Ainsi, dans l'exemple #, p.214, nous observons que si nous replions 
-Q\PY— 44 vers la he sur la développée, le point P' vient en 0’ 
el nous avons | 


La longueur d'un arc de cycloïde (tel que OÙ'QT) est égale à huit 
fors la lonqueur du rayon du cercle générateur. 


121. Les développantes et leur construction mécanique. — 
Soit une règle flexible courbée suivant la forme de la courbe GG, « 
| développée de la courbe P,P, ({g. 
104) et supposons un fil de lon- 
gueur R, dont une extrémité est 
fixée en C,, S'enroulant autour de 
la règle (ou de la courbe). Il est. e. 
clair, d'après les résultats du » 
dernier paragraphe, que. quand 
le fil se déroule étant tenu raide, 
l'extrémité libre décrit la courbe 
P,P,, d’où le nom de développée. 
On dit que la courbe P,P, est 
la développante de CC. Il est | 
._ clair qu'un point quelconque du : 
Fig. 104. fil décrira une développante; de 
| sorte qu'une courbe donnée a un … 
nombre infini de développantes, mais une seule développée. 74 
Des développantes P,P,, P;P;, PiP, sont appelées courbes paral à 
lèles parce que la distance entre deux quelconques d entre elles me. 4 
surée sur leurs normales communes est constante. 218 "4 
Le lecteur devra observer comment la parabole et Fellipse, pages “4 
211,212, peuvent être construites de cette façon, en partant de leurs | 
dé Pere 


1 # n PAT 2 tort 4 " “ # ee ra TR cé 
PAT PRET TE  < o Fee ét RE PARU 
1e. nue à xd e N 
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_ Trouver les coordonnées du centre de courbure et l’ lt de la développée 
ne. ae chacune des courbes ci-après. Tracer la courbe et sa développée et tracer au 
5 moins un cercle de courbure. 


QUI ee 
+R, ' . 


: de. , y? 
2572 A EHSperbole 2 EG D 


- = 2 : 5 x 
à à À Réponse : a — Rss AUD LEE B= — (a? + bd?) | 
{ + : ; À - a* | b* 
RO) développée COE se (b3)3 — (a? + by. 
; 4 2 2 3 
Fa eu — 4. 


| 172 VA 
Réponse : a—œr+3%32 ° PAPE VE 


* développée (ax + AI ES GS 2 94%. 
3. Trouver les coordonnées du centre de courbure de la parabole cubique 


12 SL ASP IR: é 3 Fe — 9y5 
SRE + Réponse “ a — ler CU ess JU, 
ES FRS 6a?y 2a* 


(CIE 
RER EE, Dir 


| 1 4 
4 ee Montrer que : dans la parabole z? + y? —a?, nous avons la relation 
BEC y). Fr ? ’ à A 


“ A 5. Étant à donné lé équation de l'hyperboleéquilatère 2zy — a?, montrer que 


Sn 


fu 


pers) 


a? 


4 — 


4 


PH = » « Dar 


[is 


= + 
NP 2. 


- De e ce résultat déduire l te de la dela pee (a + Pt ae D? = Te 2%. 


% Po ve les équations paramétriques des développées des courbes ci-après en. 
VE fonction du paramètre {. Tracer la courbe et sa UIQUEE et tracer au moins 
? un cercle de courbure. 


n 


| Po 
$ ; Z — à COS‘ {, Ré a — a COsŸt + 3a cos { sin” £, 
ne Lypoeyeloide 3 y = a sin°l P ) 8 — 3a cost sin { + a sin. 
4 S e # LAS < & 
DA0te g—2(1-1 91 — 1") 
à 2 , ? 
7. La ut y = DH TS LORS At3. 
8 Ja b æ—a(cost+tsimit), (a — «a cos f, 
RSS core | Re CRIE en À 5—asint. 
à ME RE | L } 
S é | x —— +1, 
Ar< T — at, 3 
La courbe LRO FA 3 
LCA ED LES 4 8 = 3t? — —. 
> E ; 1 | L | : 9 
à æ—6— t?, a— 4 — 3, 
10, La courte Lies = 
ARE \ | 
3-7 + | - k 
“à Pis TES L = 
LÉ TA NRPED ’ / - 
mo. Cu % # ‘ ‘ x LA J 
AR Tel mm.) 4 ë 
| Leu À Pa + %: i F et 
D  - LS : LEA ’ 3 à ‘ ia 
NS, SRE OR CREER y < | 
»: ae À 4 "A x a Le # u $ æ le g * ” 3 


ENS. Léna: "y r #5 


LICE VA 


13. 


TETE 


- 45. 


— 
" 
et 


. La courbe 


| 2 


La courbe 
La courbe 


La courbe 


La courbe 


La courbe 


17. x 4 8, y=It. 
LR = 16 — 12 


RSR 


me. 
3 RUE y 


22. 1 Te LE E ee 


| 26. à Æ a sect, y te Pre 


SE 


23..T —Sint, y=38cost. 
24. t=1— cost, v=t=sint. 


25. æ — cost, 1 =sinft, de 


LP 


Us 
Ye 
is © 
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D — = DIFFÉRENTIATION PARTIELLE 

5% 

E Ée 122. Fonctions continues de deux ou plusieurs variables 
= indépendantes. — On dit qu'une fonction /{æ, y) de deux variables 
: _ indépendantes est continue pour les valeurs (4, b) de Cr y) quand 
ee AE Na limite 

26e et D= fa. b). 


3 … quelle que soit la façon Te æ et y tendent vers leurs limites respec- 
tives a et 4. Cette définition est quelquefois résumée brièvement 
comme il suit: wn très petit changement dans une des variables 
D. à éndéqendantes ou dans toutes les deux à la fois, produit un très 

$ | petit changement dans la valeur de fé fonc- 
tion (”). 

- Nous pouvons illustrer cette définition géomé- 
triquement en considérant la surface représentée 
par l'équation 2 — (x, y). 

Considérons un point fixe P de cette surface 
pour lequel += «a et y—=6 (fig. 105). 

- Désignons par Ax et Ay les accroissements des 


dant de la varianle dépendante z, les coordonnées de P’ étant 
PA Lee L A É (æ+ AX, y + AY; z+ Az). 
“En P la valeur de la fonction est 


— fa, b) = MP. 


3 + Si la fonction est continue en P, de quelque façon que Ax et Ay 
tendent vers zéro, Az tendra également vers zéro , c'est-à- dire que 
MP’ tendra ? à coïncider avec MP, le point P° endani à se confondre 


© Le lecteur comprendra mieux -cette définition en relisant le S 18, p. 15, sur les fonctions 
continues d’une seule variable. 4 


. variables indépendantes x et y et par Az l'accroissement COrrespon- 


GA 


À DE limite fée Dre» 


_(B) — limile féer+ are D art Re LE 
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avec le point P de la surface, quelle que soit la direction dans doi “4 
P’tende vers P. ; #4 
On définit d’une façon snnlocts une fonction coñtinns de plus de 
deux variables indépendantes. à 
Dans ce qui suit, nous considérerons seulement les valeurs des va- 
riables indépendantes pour lesquelles une fonction est continue. 


123. Dérivées partielles. — Puisque les variables æ et y sont % | 
indépendantes dans 
SE 0) 


on peut supposer Te varie, tandis que y reste constante, où invere 
sement. x s 

La dérivée de z par rapport à æ quand æ varie et que y reste con- 
stante (*) est appelée la Tee partielle de z ne ARE à et 0 


on la désigne par le symbole °? NT 
æ 


Nous pouvons donc écrire rs 
« 


dL rare 


De même, quand æ reste constante (*) et que y varie, 3 dérivée 
partielle de z “0 je à y est ; 


OUT SA E n of 
== s'écrit également — f(x ou . 
here SEE A » y) dr 


De même, 


dZ PUS MT 6 
“= s'écrit également D f(x, y) on 
0 : | 0Y x 7 dy 


Afin d'éviter la confusion, le à rond (*) a été généralement adopté 14 
pour indiquer la différentiätion partielle. Les autres notations He On. >: 
utilise sont | “4 


EL fu Fo Hd FOUR 
SDS DES ASE 


mL 


(” Les valeurs constantes sont substituées dans D fonction avant de différentien. 
(ES Introduit par Jacobi Ge 1851). 
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Notre SAtIO TE peu être éfenduë à une fonction d’un nombre: 
_ quelconque de variables indépendantes. Ainsi, si 


LE(S.) y. 8). 


nous avons les trois dérivées partielles 


+ Pers Or du SOUS A dF CS dF 
ne | CRE ou MAT RS 
RE dx dy y d£ dx y dZ 
. - Exewee |. — Trouver les dérivées partielles de z — a? + 2bxy + cy?. 
Ke _ Solution. sen ax + 9by, en traitant y comme une constante, 

: SRE == APE 2cy, en traitant æ comme une constante. 

RE y 
4 Exempce Il. — Trouver les dérivées partielles de u = sin (ax + by + ca). 
| Solution. 
DA ju 


L2 


— a COs (az + by + cz), en traitant y et z comme des Constantes, 


D = b cos (ax + by + cz), en traitant x et z comme des constantes, 
D 0 HUE 


n À | ME C COS Car + by + cz), en traitant æ et y comme des constantes. 


22 


. En nous reportant à la fonction 


La | | Cr, y) 


PAL 


a 


“nous avons, d'après (A). p. 220, défini © + comme étant la limite du 
pe 


; & rapport de l'accroissement de la fonction (y étant constant) + à l'accrois- 
& sement de æ, quand l'accroissement de x tend vers zéro. 


4 De même, (B), p. 220, définit ©. Il est d'ailleurs évident que si 3 
0y 


5 Le 


| nous pin ces dérivées partielles du point de vue du $ 94, 


É « P. 160,2 . = peut être considéré comme le rapport des coefficients différen- 


En. É 
È 


1 


: ‘tiels de ë a de x par rapport au temps, quand yestconslant, el ° : comme 
4 
le rapport des coefficients différentiels de z et de y par rapport'au 
temps, quand cest constant. | 


_ 


Si 124. Dérivées partielles interprétées géométriquement., — 


af GE IR DE SE À or 
: nt ss ii, 50 « c 
— À k À 7 * Ÿ > we ; Ds + je 2 er - 
L: = | 3 ST 
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Soit s — /{x, y) l'équation de la surface représentée par la figure 106. 
Faisons passer un. sou EFGH 
par le point P (pour lequel += @ 
et y =) de la surface, parallèle- 
ment au plan XOZ. 4 
Puisque l’équation de ce plan 
est Sie | “+R 
en Re He +2 
l'équation de la section JPK faite 4 
dans la surface est a Ne 


#0) 


s% 


Fig. 106. si nous considérons EF comme 
l'axe des £ et EH comme laxe 4 
nt d£ . SP LE: dz ee 
des æ. Dans ce plan, — à la même signification que —=et nous avons 
dt RER 
— tg MTP 
LE Haute 
K — pente de la section JK au point P. 


De même, si nous faisons passer le plan BCD par le point P paral- “4 
lèlement au plan YOZ, son équation est 
LE RS res 4 

et-pour la section DPI, dE à la même signification que de Par suite, A 


dy Eee | y 


\ : 


RER tg MT'P — pente de la section DE au point P. 
dy  dy- ÈS ne | 
Exempce. — Étant donné l’ellipsoïde 


a y 2 

DAS G | 
trouver la: pente de la section de l’ellipsoide faite (a) par le plan y=1 au point ca 
où + — 4 et où z est positif; (b) par le plan x — 2 au point où y — 3 et où sest positif. 4 


Solution. En considérant y comme une constante, nous avons - = + 
La °9z ÔZ = e | 
3 2% R oi —— 0 ou Pa = —— LE 4 Sk : 
24 mn dE OL: Er >: S 
Quand x est constant, il vient : ÿ 
d: Z dZ “ : ’ S ; 
3 2y 22 . - — () ou — = — ÿ . he < DEC > pes 
12. 6 dy dy PURES Le RTS 


= 52 Réponse. 


à | + 6xy ; | F 
A 
PRE dy ; 


= Au + Bry+ C9 + Dr+Ey +. —9Ar+By+D: F3. 


< ? | = | - RO + L 2e 
| | dy | s 

; RUES COTE RS 

de dr. at?—+ by? + cz?" 5 


SASORAREE | dy. Qt? + by? + cr? 
ru AUNOE 4 


SOL Vu? = 7? D 
du Rp) AR NES 


PEN, Hs AT | 5 
_ ÔX ; 


RARE D Se M» log +. 


aps Sa bai ep Las ee = 8ax° y? + by°zt + di | 
le a 

RE + SE Le, AE DU Ou ya Bb + 60uÿ; < 

S ï re + NA 

EE. è É Eu ou MERS 312 ei 191373 € 7 2 a 

ne — axy se 2 + 3dtz?. LE 

EE e A ; 02. ie SRST AS »1 


= 22 — she 4 montrer que 2 +. ya = Su. SEE 
LA 7 STE é A ; x v M de: ‘à 
_ à montrer ue æ°% Ge EBAY £ RC: à 
+ ; dl Fe Toy Rise à 2e FRERE 
à QU, du 0 PERE FEES 

— T Le montrer. de + MARS O0. ù 5 “LAIT 
) #5 q VAT HAT 


me eo); montrer que . ET s pe 5: : 5 


PA s 

montrer que nie CU rl ee 
dt : Le 
. =. 
n , s = FRA 
? à pe 21" à 
s » + ni 9” 4 
ra Le 
… pin FAT 
! Ar = RTS 
£ Lips 
4 * SA 
pd \ > , ae”. 22 13 

* : «. ’ — mi 
+ KL n > AE # 
La F | 6 
S : CS PEN 0 NE Lan A OR TRES 
LUE ‘sd s re RÉ r: PET ee Ce è TR Te 
LA Tr) ts Lis CRAN LE nr EURE 6, Mr OR, À Tapas 72h # Te 


AIR Le PPS ÿ 54 LA ds 
RE M ar ls ETS D: A PS EN AI 2 27 NAT TER 
=1 DT bd æ Ê < nt Fe ist ès pe n & YA Re } D es : 5 7 
+ | SA GOSNTAPE a 
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42. u —xy"; montrer que 1% Cp y} = (x + y + log u)u. 
13. u— log (x? + y?+ 35 — Bxyz); montrer que CUT EE FRE Me 4.0 
Ç dt dy dZ 5 A De A © D: 
44. u—e* sin y +e) sin x; montrer que fs : PC. 
DU QU poe  e0y LL Der+y sin (x + y). 
dt dy 2 | 
45. u — log (tg x + tg y +tgz); montrer que 
du MS 


Sin 27 -< 


dZz 


Eu sin y + sin LT 
dy 


16. Soit y la hauteur déni cône circulaire droit et x le rayon de sa base. Mon- | 
trer: (a) que si la base reste constante, le volume varie £xx? fois plus vite que 19 
la hauteur ; (b) que si la hauteur reste constante, le volume varie ray fois Fes “4 


vite que le rayon de la base. 


47. Un point se meut sur le paraboloïde elliptique z =T+E et aussi dans 


un plan parallèle au plan XOZ. Quand x — 3 mètres et croit à raison de 9 mètres 
par seconde, trouver: (a) le coefficient différentiel de z par RUE? au (Emps, 
(b) la vitesse du point; (c) la direction de son mouvement. 


Rép. (a) v. = 6 mètres par seconde ; 


(bi 313 mètres par seconde ; 
(c) <= arc tg*, angle fait avec le plan XOY. 


18. Si, sur la surface de l'exercice 17, Le point se meut Fear un plan parallèle. 
au plan YOZ, trouver, quand y —2 mètres et croit à raison de 5 mètres par 


seconde, (a) le coefficient différentiel de z par rapport au temps : (@) la more du 


point ; (c) la direction de son mouvement, >: 


Rép. (a) 3 mètres par seconde; 
(b) sv? mètres par seconde : 


(c) 7 — re angle fait avec le plan XOY. 


vi 
eu LA 


125. Dérivées totales. — Nous avons déjà considéré la différen- 


tation d'une fonction de fonction d’une seule variable indépendante, À 


Ainsi, Si 
y=fC) = 4x). 
nous avons montré que \ | | > 
dy __ dy, dv Den 
de de. da Re Res 


Nous considérerons maintenant une fonction de deux variables, 


j nie RATE : Le 7e 
es À Fe des EE < œ x 6 sn Éd he Ca LA Fe LE Pa x" L Li ter 
0 Fe 4 Ka € En 
1 | #3 d ca o, 
D F tr. 
LM + Re - | 
3 # AMIE i É 
« # & . , = . : D 
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di épe dant toutes les deux d’une seule variable indépendante. Soit la 
fonction ee : 

FT LC) te 

où æ æ el y: sont fonctions d’une troisième variable £. | 

Re  Donnons à à é un accroissement Af, ét soient Ax, A? y, Au les accrois- 
= | sements correspondants de æ, y, u. Alors la quantité 


# Au= f(x + A, Rio 6 NE 
È est appelée l'accroissement total de u. 
En pen eten retranchant f(æ,:y+ Ay) dans le second membre, 


E. 
| EDGE Aÿ)— fe y + pl 
de  +/@,y+Ay)— fe: y)l. 


3 Le | 
-4 Fe aan le théorème de la moyenne (46),.p. 190, à chacune 
Fe deux différences du second membre de (A). nous obtenons pour 


à pee première différence. 


Fès aa Ayÿ)— f{æ, y + Ay) 
= f(x +0, - Ar, y + Ay)Ax, 


; MZ az et Dante æ varie pendant que y + Ay reste constant, nous obtenons la dérivée 
— 23 - partielle Par rapport à z.] 


22 

G 
% ox 

A“ 


1 


534 Pour la seconde différence. nous obtenons 


A y+ A, y)= fe y +0 ApAy. - 
% aa= ay et puisque y varie ROSsne que + -reste constant, nous obtenons la dérivèe partielle 
= par rapport à 7.] 


({ 


“En divisent @) par A7, il vient 


ne _— LC +0 - A, y APE + file y +0 Ay) SE 


| À Maintenint faisons tendre Af vers zéro, nous obtenons 
1: SMS NNR ge 
D fie D) era EL fe L) 


SfPuisque ar et Ay tendent vers zéro en même temps que Af, nous obtenons 


» 


SL. 


Sd & La ù étant és SEE 


ge Grave, Caleul dif. et int. Le RS à 


[1 * 
ae" ; 
SZ à bon DOTE 


1 ER 


Fran fe + aa, 5 7 += D et limite fr, y+8: a) = fr, LED et L@ 
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En remplaçant /(æ, y) par w dans (F), nous obtenons la dériviel 

totale | r. 
(51) du _du dx du dy. 3 

dt dx dt dy dt x 

De même, si * 

cu —/f(x, y, 2) Se 

et que æ, y, z soient des fonctions de f, nous obtenons : ; 

(52) PEAU RE RE : 04 

dt 0x dt: y dt dz dt | Un. 

1 

et ainsi de suite pour un nombre quelconque de variables (*). 2 

Dans (51) nous pouvons supposer {= x; alors y est une fonction 


de æ, et w est en réalité une fonction de la seule vanable D; Ce QUI 
donne | \ à 


du du du dy 
53 D M y Eau 
ide. dx dx dy dx 


Nous avons de mème, d’après (52), | … 


du du ôu. :dy du dz 
54 QU LOU PE OU COVER OU. 
2 dx dx sn dy a dz dx 
; sp | dw , du l'AS CO UE 0 
Le lecteur devra observer que es el a ont des significations tout 
L'-sAT 


à fait différentes. La dérivée partielle © 


- est formée en partant de 
Fe 


l'hy Düthèse que la variable particulière æ varie seule, tandis que 
dans 3 | 4 
du __ limite (Le | AAA 51 

dx  M=0 Le) | : < 


} 


Au est l'accroissement total de u résultant des accroissements de 
toutes les variables, ces accroissements étant dus à l'accroissement … 
Ax de la variable indépendante. Pour de distinguer des dérivées 


- 


’ (*) En réalité, ceci n est qu'un cas particulier d'un théorème général qui peut être énoncé comme 4 
il suit: LTÉE 


Si u est une tonctiqh des variables M er PURE 7 1 Z,.…, Chacune de celles-ci étant à leur 4 
tour une fonction des variables indépendantes r, S; t, , alors (avec certaines Hpainéres quant à - 


la continuité) 
du _ D, de, du dy | du dz 


dr. Dr or PL OY Or OZ OT 


on obtient des expressions semblables pour + + etc. - 2, 
: S 


+ AS 
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| partielles, æ, “e sont appelées respectivement dérivées totales par 
4 rapport à € et par rapport à x ) S 
À Exewpze 1. — Étant donnés u — sin “ z—= et, y— b, trouver “2. 
E Solution. Le — À 606 LR du Dogs À, À et, 4 9; 


AE dé 


< RE. 
ou 


R7. DR RE OU LS EG 
# * En substituant dans (4),:1l vient 


q: et 
Ta | . =(t—25 cos =. Réponse. 


- Exewpre Il. — Etant donnés u — e%(y — z), y—a sin, z— cos x; trouver _. 
00 4 ÿ « F £ (£ t 
4 PT OU du € z l 
D: Solution. — — ae%(y — tee =, Lt — ce, dy = A COS X, ——— — sin #. 
ER dE dy dz dx in 


E: s Pc ubalituaut dèns (34), il vient 
4 r - EAP > s- 


qe De 06 — 2) + ae cos & + et sin à — 
Se Gb ai PE 


e(a?+1)sin x. Réponse. 


Note. — is les exemples semblables à ceux qui précèdent, w pourrait, par 
_ substitution, être trouvée explicitement en fonction de la variable indépendante 
+ et ensuite différentiée directement, mais, en général, ce procédé serait plus long, 
É et dans -Héauçoup de cas il ne pourrait pas être employé du tout. 


Le 


Les formules (54) et (52) sont très utiles dans toutes les applica- 
2, tiônés se rapportant aux changements de valeur des fonctions de deux 
ou de plusieurs variables par rapport au temps. Le procédé est pra- 
È tiquement le même que celui qui a été exposé dans la règle donnée 
. p.160, excepté que, au lieu de différentier par rapport à # ro de 
4 opération), nous cherchons les dérivées partielles et nous substituons 
Ë . dans (51) ou (52). Eclarrons ce qui précède Pa un exemple. 


 Exeweze IL. __ La hauteur d’un cône SALLE est de 100 mètres et décroit 
| - . à raison de 40 mètres par seconde; le rayon de la base a 50 mètres et croit à 
n. Yaison de 5 mètres : par seconde. À quelle vitesse le volume change-t-il? 


Ru 


é O4 On doit observer que LAN une valeur parfaitement TA AtES pour un point quelconque (&, y), 
“4 


a Ronde que _ dépend non seulement du point (x, ») mais encore de la direction particulière 
Nr 
LE ini atteindre ce point, Par suite, ; 
| - AE : est appelée fonction relative à un point; 
T 


‘2 tandis que s 
J du. ne porte ce nom que si l’on peut atteindre le poina (x, y) en suivant une direction FA EAIEES. 
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Solution. Soit x le rayon de base, y la hauteur; . A 23) 


alors, GTA / eee 370% — volume. 
WLÈE 2 RES MR ES Te 
RE nee <a ni 
TR NT Do e 
Substituons dañs (51), 4 
du V2 ODA RE 4 
——- —REY— + TA — è 
dt 30 Var 3 M | 


| Mais t=50, y=10, T5, 10 
Fig. 107. e du _2 AS DES s 
ES D——T + 2500 : 10 
des Sn S 
A OA LE D) 300 mètres cubes To par seconde. Rép. ï 
126. Différentielles totales. — En à multipliant (51) et (82) 1 4 
dt, nous obtenons FE Ro É 
(55) Ho Ne x+ dy, : | e 
ci À RPUTth c dy Æ 
(8) -. du = Max + May + z; 


et ainsi de suite (”. 
Les équations (65) et (56) définissent la quantité ne qui est” 
sne ACER de u, où djférentielle complète, et. 


du, 
po sou u 7 
dy y 


“Fa : qui sont RES différentielles partielles. Ces 
dr 


différentielles pride sont quelquefois désignées pa deu U, d US ALUS 1 
de sorte que (56) s'écrit également ; 


7 


du = d,u + du + du. 


Exewpse 1. — Étant donné u — arc tg , trouver du. 

“The du DU a 

Solution. PER R  n 
dT LU dy  a?+ y 


En substituant dans (35), il vient Les. ; ER | MTS 
ædy — ydx Re. 


du — —" 
x? 1 y 


Réponse. 
Exempe Il. — La base et la hauteur d'un rectangle ont respectivement 5 et. ke 


C) Une interprétation géométrique de ce résultat sera donnée p. 306. 
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7 res À un certain moment, elles croissent d’une facon continue à raison 
_ de 2 mètres et de 4 mètre respectivement. À quelle vitesse la surface du rec- 
_tangle croit-elle à cet instant ? 


_ Solution. Soit. * &.— base, y = hauteur ; 
5 Fe : ; u = y = surface, 
2 5 du du 
i L ce RES ? L ut 
É dE 01 


En substituant dans BL), il vient 


— 


| = EMENCUIE dx di 
SCA Pas = yYy— + T Ben 
à ) 3 RARE TE MINT 
© Mais s _ æ—=3 mètres, y = 4 mètres, 
‘ —9 mètres par seconde, cu — { mètre par seconde, 
TR ; ( 
D (8 + 9)? par seconde — 132 par seconde. Réponse. 


Notre. — En CUT tu comme un accroissement infinitésimal de l'aire 
: dû aux accroissements infinitésimaux dx et dy, du 
est évidemment la somme de deux petits rectangles 
ajoutés sur les deux côtés, car, dans du = ydx + xdy 
[en multipliant (A) par dt], 


s _ ydx = aire du rectangle vertical, 
et ædy = aire du rectangle horizontal. 
Mais, l’accroissement total Au produit par les ac- 
croissements dx et dy est évidemment 


_S Ke "à | Au = ydx + xdy + dedy. 


me. Par suite, le petit rectangle de l'angle supérieur à droite (drdy) est égal à 
la différence entre Au et du. La figure 108 montre que l'accroissement tolal 
: Der la différentielle totale d’une fonction de plusieurs variables ne sont pas égaux, 


Î 


427. Différentiation des FNctone implicites; — L'équation 


; 0 LA fe D 0 


autre | g 

ee Elle représente une équation quelconque contenant + el? y quand 
ee “tous. ses fermes ont été transposés dans le premier membre. Soit 
 (B) cs NES OO DE 

ASE LR HO DO AY. (53), p. 226. 
Into ini A QUE da 


L. 


ui Nous supposons u’un petit changement dans la valeur de x détermine seulement un petit #3 
3 | changement dans la valeur de y. 


pour toutes les valeurs admissibles de æ et: de y; nous pouvons dire 


A Là Fr , LE se AT CR . 
: g: SE à sn PE ? " Kit s 
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Mais d’après (A), fe, y) =0. | 
ie NET nie T0 


: de — æ 
c’est-à-dire 
du du di 
C SR OR DRE EE | à 
(o) # YO dE 


En résolvant par rapport à à” —1 LC), nous obtenons la formule ei- après ù 


du 
(57) CEA STAR 5 Le do 
24 Dot 
dy. 


qui sert pour différentier les fonctions’ implicites. Cette formule sous 
la forme (C) est équivalente à la méthode employée au $ 63, p. 77, 
pour différentier les fonctions implicites, et tous les exemples de la 
p. 78 peuvent être résolus en utilisant la formule (57). Puisque 


(D) DOPEU RES": =: 43 


que (57) donne la relation entre les coefficients différentiels de x - 
et de y par rapport au temps, pour lesquels f(x, y) ne subit aucun 
changement. ” 

Géométriquement ce FÉSUALSE signifie que le point (x, y) doit se M 
déplacer sur la courbe dont l'équation est (D), et 2) détermine He 
direction de son mouvement à tout instant. Puisque 


TERRE 0 y). , | : 


nous pouvons écrire (57) sous la forme 


(57 a) a — Dern 
dx dfE 7.204 

dy à à 

Exewpze L — Étant donné ay" + sin y = 0, trouver CEE COLE PS 


dé 


nr 


() On suppose que — 2 et existent. N “ + LE ; 
5 : 


É nb Cd RS, Te Pia d efate trE Hi 
Mets 2 
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__ Solution. Soit fe, y) = 2°y* + sin y. 
ne vf of 2e Rs 
LD L = 4x + COS y; 
5e Ste M a EU ti 
ly dry. Ée 
; d'a rès 37 a . SEEN Se LS En Réponse. 
P s( ) dx." 4x1 + cos y à 
a | ExewLe [L. — Si x croit à raison de 2 centimètres par seconde en passant 


k par la valeur x — 3 centimètres, à quelle vitesse y doit-il varier quand y — { cen- 
“4 timètre pour que la fonction Qy1°? — 3r?y reste constante ? 


— Solution. Soit GT CE ARE re En LE 


| df = D — Gry, if an AT — 34. 
€ 2 S : 0) 


gs En s Eubstitoant dans (51 a), il vient 


; 12 1e CRE Étane Gay 
dx y — 3x? 


dy 
_. LT ne D'après (33), p.160. 
| dt 
cs a 3 REA “ — 2 - centimètres parseconde, Réponse. 


= ECC Uy RE) 


et soient PC ete AP des sections faites par des plans passant par P 
rallèlement aux plans YOZ et XOZ (fig. 109). Le long de la courbe 
F5 Fa AP, y est constant. Par conséquent, d'après 


—2C  (E),sest une fonction implicite de + seul, 
et nous avons, d’après (57 à). 
Ms dF 
70 7D x É de 
TE Go | ox OEM 
| dz 


É: “relation 6 qui HSE la pente au point P de la courbe AP, S$ A2 p. 222. 
| 5% 


On emploie dau lieu de CE dans le premier membre, parce que, 


ce. _d l'après (E). gs était primitivement une fonction implicite de æ et de y; 
on nais la. Au (58) est déduite dans l'hypothèse que y reste constant. 


4 A, = 45. LS 
LS Æ CAES 

Ce à = né ' 
F. PT 27 VER «16 ?; : | 3 


AC ee Fe E RW. OL Kite are us 
Lever PEN DES SD LES 2 PSE EEE 
| . £ | | æ 
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De même, la pente au point P de la courbe PC est 
dz dy | | | 
(59) Rs 
j | dy dF 
dz 6 
EXEMPLES | 
: Trouver les dérivées totales dans les ‘six exemples ci-après, en utilisant les 
x formules (51), (52) ou (53) : 
Lu 2,7 =sint yes = + 
: Rép. Je ES æ + COS x) + sin D. 
dx 
is; AS AAC ten As et 
D. Ur ATOLEURU)AU EE ÈS PRES Rép. 
3. u— log (a? — £?), o— asin 0. | DT 
| RE a 
AU = rene lots, yen EE ou TI + ve. 
’ LAS AR ES 
. Uu—afCsin(r-=s);r— 36, sat: Pre 
6. u— RUN SE WE ASIN TL EEE COST. EUR Qu _ car sin 7 
Lo F 1 dx 


Trouver les différentielles totales dans les huit exemples suiv ants, en utilisant 
\ fes formules (55) ou (56). 


7. u—= by tr +cr? Ua Rép. du = (by? A 


: 8 u— log x. | du = +de + log us re sn 
9, u — ysinz, À | | du — yen log y cos ædAr + Need 
10.4 —= 287, - + AU = U (Ra + Eau). 
$ LV D La cr 
TT rit DÉS LR J 
8, DE, | PRET US AS ES Se 
42. u — sin (pq). en - du = tcos(pq){[qdp + pda]. . 
13. u— x". | du — a (yide ax log vdy+xy log vdz). “3 
| LR oe (de d8 Cf | 250 
| 14, u—= lg" 19201534 # QU Au CS AE RER ONE ‘12 
; + SORT: | "The ee 2 sin26 sin 2 50 
sa 45: En supposant que l'équation caractéristique d'un gaz parfait soit 
ee cp = Ri, ; = 
=, 5e! è | ES 
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où v— volume, p— pression, {— température absolue et R une constante, 
quelle est la relation qui existe entre les différentielles dv, dp, dt? 
DR EMET Réponse : vdp + pdv = Rüt. 
_ 46. En utilisant le résultat du dernier exemple pour l'appliquer à l'air, suppo- 
…_ sons que dans un cas donné nous ayons trouvé par une expérience effective que 
| t— 300 C,  p — 10008 par mètre carré, v — 14,4 mètres cubes. 


4 Trouver le changement de p, en supposant qu'il soit uniforme, quand ft passe 
— à 301°C et v à 14,5 mètres cubes. R— 96. Réponse: — 3*6,925 par mètre carré. 


…._ 417. Un côté d’un triangle a 2,40 de long et croît de 10 centimètres par 

_ seconde ; un autre côté a 4,50 et décroit de à centimètres par seconde. L’angle 
- qu'ils forment est de 60° et croit de 2 par seconde. A quelle vitesse la surface 
- du triangle varie-t-eile ? 


3 


…._ Réponse: La surface du triangle croît de 443 centimètres carrés par seconde. 


—_ 18. À quelle vitesse croit le côté opposé à l'angle donné dans l'exemple pré- 
Btedent.: <. Réponse : 19:%,32 par seconde. 


—._ 19. Un côté d’un rectangle a 95 centimètres et croit de 5°" par seconde. 

.. L'autre côté a 375 et décroit de 2°%,5 par seconde. Comment la surface 
-  varie-t-elle au bout de 2 secondes ? 

Es Réponse : La surface croît de T4°"?,82 par seconde. 


40 


…. 20. Les trois arêtes d’un parallélépipède rectangle ont 7tm,5, 40cm et 12:m,5 et 
croissent chacune à raison de 0,05 par minute. À quelle vitesse le volume 
D yarie-t-il ? 


* — 


= 21. Un enfant fait envoler un cerf-volant. Si ce dernier se déplace horizonta- 
…_ lement à raison de 0,60 par seconde et s’élève à raison de 1",50 par seconde, 
_à quelle vitesse se déroule la corde ? Réponse : 1",61 par seconde. 


—…._ 22. Un homme se tenant sur un dock tire le câble d’un bateau à raison de 
—._ 0,60 par seconde. Ses mains sont à 1,80 au-dessus de l'avant du navire. À 
._ «quelle vitesse le bateau se déplace-t-il quand il est à 2",40 du dock ? 

5 | ; | Réponse : 0,15 par seconde. 
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_ 23. Le volume et le rayon d’une chaudière cylindrique croissent respective- 
…_ ment à raison de 27 décimètres cubes et de 0,003 décimètre par minute. A quelle 
…._ vitesse varie la longueur de la chaudière quand elle contient 17,18 el que son 


rayon est de 0",60 ? Réponse : 0,234 décimètre par minute. 
—._ 24. De l’eau s'écoule par l'ouverture inférieure d'un filtre conique en verre 


…._ de 20 de hauteur et de 15" de section au sommet, à raison de 0,0125 centi- 
…_._ mètre cube par heure. A quelle vitesse la surface de Peau décroit-elle quand 
… la profondeur de l'eau est de 40°? | 


+2 Lz 


_ 25. Un réservoir à eau couvert est fait d’une feuille de fer en forme de cüne 
…._ renversé de 2,40 de hauteur surmonté par un cylindre de 1,50 de hauteur. 
— Le diamètre est de 4",80. Si la chaleur du soleil fait croitre le diamètre à raison 
de 0,0006 mètre par minute, la hauteur du cylindre à raison de 0,0009 par 

. minute et la hauteur du cône à raison de 0,0005 mètre par minute, à quelle 

vitesse : | À 

_ (a) le volume croitl; 

-  (b) la surface totale croît-elle ? 


CD a H + = + . 
; * Fes = jp ie lie à RIT A LOULE ATV 
TR PT NO 
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Dans les exemples qui suivent, trouver % en utilisant la formule (97 ss 

9 9%o Fo er g LU DAC) 
26. (x? + y?) — ar? — y) =0. Réps UT SR PETER 
CE? + y?) GA 0 (ie É ne 
27. e — e° + xy — 0. | LE TE amet 
| : | dr e+x 


dy __ y [cos (y) — er — 2%] 


28. sin (ty) — 6e — x°y — 0. ah 
Se a de .ax[r+e — cos(xy)] 


128. Dérivées partielles successives. — Considérons la fonction 


u = f(x; y): 


en général, °! = ae ont des fonctions de + et de y et peuvent Être 
Go 0y | 


différentiées de nouveau par rapport à l’une ou lautre FAR indé- "4 


pendante, ce qui donne des dérivées partielles successives. En regar- 
dant æ comme variant seul, nous désignons les résultats par 
d'u d'u vu d'u 7 | d'u 
As à 
dat dL" 


ou, quand y varie seul, 
d'u d° du d'u ja er ET 

È we de ) 
dy Va dy" " og" 


la notation étant semblable à celle SU pour les fonctions is une 
seule variable. | 

Si nous différentions w par rapport à æ, en regardant y comme 
constant, et ensuite, ce résultat par ie à y, enregar dant æ comme 
constant, nous obtenons 


d'u 


dd 


0° ou 
ie nous désienons par 
dy y dd 


De même, si nous différentions deux fois par rapport à æ et ensuite 
une fois par rapport à y, nous désignerons le résultat par le symbole 


d'u ea E 
dYd I? 


129. L'ordre de différentiation est indifférent. — Considérons 4 
la fonction f(x, y). En changeant x en æ + Ax et en laissant y 
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constant, nousobtenons. d'après le thé orème de la moyenne(46), p.190, 


. (À) f@+Ae,p)—/f(r,ÿ= Ar. fr +0. Ar y 0<H<A. 


#4 {a = x, Ac = Az et puisque x varie pendant que y demeure constant, nous obtenons la dériv ée 
partielle par rapport à x.] 


Gi maintenant, nous changeons : y en y + AY; en laissant æ et Ax 
constants, l’accroissement total du membre de gauche de (A) est 


;  (B) + de, y+Ay)— fs y + An] — [fe + Ar, p— fr, pl. 


L'accroissement total du membre de droite de (A) trouvé par le théo- 
rème de la moyenne, (46), p. 190, est 


BC) Axf(a +0 A, AY) Arf(c +6. Ae,y) 08 LA 
| — AyAr} ir +86,: A, y+-6,-Ay). 0<H<LI 


» fa=7y, Aa = Ay et puisque y varie pendant que x ét Ax restent constants, nous obtenons la dérivée 
partielle par rapport à y.] 


_ Puisque les accroissements (B) et(C) doivent être égaux, nous avons. 


à (D) (GA, y+Aÿ)—/Cr.y + AP} —[/Cr+ Ar, ÿ)— fa) 
— AyA%f, (2 + 0: - A: y +6 Ay). 


UT (Ces 
\f 4 
i 


TRETS 
. 


Si nous prenons les accroissements dans l Nate nous obte- 
nons de la même façon 


:445) (/Cœ+ Ar, y+Aÿ— fe + Az, y) — [fe y + Ay)— fx. y)] 


k 
'" 


MEL ent: fs) Las 
< ” 4 


Eve | — Ag (x +6: A, y+0,-Ay). 
4 6, et 0, étant également compris entre zéro el l'unité. 

Ë . Les membres de gauche de (D) et (E) étant identiques, nous avons 
D CE) Cet 0. A, y 6 Ap—/fl{r +6: Ar, +06: Ayÿ). 

1 V3 


En prenant la limite des deux membres quand Az et Ay tendent 
Vers ZÉTO, NOUS avons 


nf 


4 


AO) Ge, D) = LA, 9) 

puisque ces fonctions sont supposées continues. En posant #—/f(x, y). 
; (G) DE TRE 

L. peut s'écrire 

- | (60) d'u ra du 

1e | dYdXx  OxÙdY 

5 LL 


c’est-à-dire que /es opérations de différentiation par rapport à + 
et par rapport à y sont commultalves. 


7 w + + dt: Va ge r rs LA 2 L À 
ie. ta ? tx = +. CA 
ARE 2 Ce Lt: x « + ne D ARS 4 Fe Nc “+ FA En Le # ue” À se 2 . F4 ù 
= De Le HR 7 PET PS | 1 
# rie ÿ ; # + v e Page = 
é “ : 731 Le 
” à NEA « P 
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Ce résultat peut facilement être étendu aux dérivées d ordre : supé- + 
rieur. Par exemple, puisque (60) est vrai, x 


2 ( CNRS Cd de | RE) = du 
dy dr \drdy) ddr - dady dr] ddr dr É EUEx 


De même pour des SARA de trois variables ou plus. 


ARR, 
Exeupe. — Étant donné u = #7 -— 3x2y5, SATE ÈS SRE 
: dE d TOY 
ù ; 
Solution. - U 3%? 2 — = 6x u, HR pe 18xy? dE | 
" èp yo # 7$ a 
— —= 43 — Yr?y?, HMS — Sup ; 
dy 7 dudy 
par suite la vérification est faite. 
EXEMPLES 
Sr gr du DU. | - 
Au —= cos (rt + y); vérifier que = = —. 
É à DYdE | ri WAVE > £ 5 
9 F * 
2. u = Le = vérifier que —— Re ou : 
RE U DYdE  DTdY. > 
cn ou __ du 
3. u—ylog( GE z D: vérifier que = : 
DyÈT 0 TOY 
NES du DU. ; 
4. u — arc tg T : vérifier que = : 
2 Ë RE | À dr2ds sr? 
«9: U—= sin (09); vérifier que HSE Le 


| d00P?.  dz?0 
6. u — 6ety?z + 3er x222 + Derndy — vyz ; | | 


ky | : 
n montrer que RE —= AQ(ety + eïz Her). 
dL?0YDZ 
7. u—=e""; montrer he L + 371 2e = PE 
ARE AETTR TERRE 1 Le TYZ + LU? 2)u. Z 
d T0 ydz à 3 : , LS 
ay? nan D?U — Lou | Sr 
8 u— —" ; montrer. ut T—+y— —=d— TVA 
E+Y. bz:2 ue dE 
Ju tr p : montrer Lies Jr ay ep Le 
: dT toy 0Y* O1 Na > 
| æ D A PS Se ia 
10. u— 2e? + ze? + x°y?e? : montrer que = €? +e? +e?. 
- .- day? 
Re AT OU DA, Du 
Aou—=(r+yÿ +2?) ?; montrer que —+— Fire 
dt? dy? (De? À 
z À Ê <> y 
2 £ PE 
é bi £ LS ; = $ É 7 
s MT dei DE RE SR EN ST 
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ENVELOPPES 


130. Famille de courbes. Paramètre variable. — L’équation 
d’une courbe comprend généralement, outre les variables x et y, 
certaines constantes dont dépendent les dimensions, la forme et la 
position de cette courbe particulière. Par exemple, le lieu d'équation 


(A) @—+yÿ=r 
est un cercle dont le centre se trouve sur l'axe des æ, à une‘distance 
y « de l’origine; sa grandeur dépend du: 


enveloppe B rayon 7. Supposons que > prenne une 


S RER RSR ne 
TX AIX I Hi série de valeurs ; nous aurons alors une 
RL AU) D série correspondante de cercles différant 
| y par leurs distances à l'origine, ainsi que 


C enveloppe =: D 


le montre la figure 110. 
Fig. 110... Tout système de courbes formé de 
cette façon est appelé une famille de 
_ courbes, et la quantité «, qui est Constante pour une courbe quel- 
conque, mais change en passant d’une courbe à une autre, est appelée 
un paramètre variable. | 
Il existe des problèmes qui comprennent deux ou plusieurs para- 
mètres, ainsi que nous le verrons plus tard. On dit que la série de 
cercles dont il est question ci-dessus est une famille dépendant d'un 
seul paramètre. Pour indiquer que + est un paramètre variable, 1l est 
d usage de insérer dans le symbole fonctionnel ; on obtient ainsi 


fx. VE 2} = (. 


131. Enveloppe d’une famille de courbes dépendant d’un 
seul paramètre. — Les courbes d’une famille peuvent être {angentes 
à la même courbe ou groupe de courbes, comme dans la figure 110. 
Dans ce cas, on applique le nom d’enveloppe à la courbe où groupe 


- de courbes, Nous allons maintenant exposer une méthode pour trou- 
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ver l’équation de l'enveloppe d’une famille de courbes. Supposons que 
la courbe dont les équations paramétriques sont | 


A) | ad) y 
soit tangénte à chaque courbe de la famille 

GB) (,y,2)=0, | 
le paramètre 3 étant le même dans les deux cas. La pente. de (A) en 
un point EU est 

; dy __% YC) A : 
0 Eee CD) DRo D 
( ) de (2) ( ».p 90 


et la pente de (B) en un point quelconque est 


dy = _ CE: y: 2) 
RTE —— | 57 a),p. 230. 
oo &— fus GTR 

Par suite, si les courbes (A) et (B) sont tangentes, les pentes © et 
(D) seront égales (pour la même valeur de 4), ce qui donne 


OBS FC) 
œ (a). FE J> 2) 


(E) fe: y: 2) a) + Le: y, VC) = 0. 

Par hypothèse (A) et (B) sont tangentes pour toute valeur de «; par 
suite, pour toutes les valeurs de &, le point (x, y) donné par (A) 
doit se trouver sur une courbe de la famille (B). Par conséquent, si 
nous substituons les valeurs de æ et.de y tirées de (A) et de (B), le 
résultat sera vrai pour toutes les valeurs de +, c’est-à-dire que 


EX fleC), Ya), a] = 


La dérivée totale de (F) par rapport à + doit donc S annuler étr nous 20 
obtenons à 


(G) POMÉTOEN OCTO TOEN COTE 


relation dans laquelle ON EUO) 
La comparaison de (E) et de (G) donne 


(H) re L'ORÉAL | 
Par. on les équations de l’enveloppe satisfont aux deux 4 
€ quations (B) et (H), savoir : 5 7 
D. : feu, s)—0 et es ge) 20: ‘2 
: FER 
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c’est-à-dire que les équations paramétriques de l’enveloppe peuvent 
ôtre trouvées en résolvant les deux équations (D) par rapport à # 


et à yen fonction du paramètre x. 
\ 


- Directives générales pour trouver l’enveloppe. 


— 


* 1 opérahon. Différentier par rapport au paramètre variable, 
» en considérant toutes les autres quantités contenues dans l'équation 
donnée comme constantes. 

2 opération. Résoudre l'équation qui en résulte et l'équation 
donnée de la famalle de courbes par rapport à x et à y en fonction 
du paramètre. Les solutions obtenues seront les équations paramc- 
triques de l'enveloppe. 


Note. Dans le cas où l’on cherche eur rectangulaire de 
l'enveloppe, nous pouvons élminer le paramètre entre les équations 
_paramétriques de l'enveloppe ou bien éliminer le paramètre entre 
l'équation donnée (B) de la famalle et la dérivée partielle (H). 


Exewpce L. — Trouver l'enveloppe de la famille de lignes droites 
+ Le T COS à + y SIN x — p, 
a étant le paramètre variable (fig. 411). 
Solution. CAS _ ŒCOSax +ysina = p. 
. 1'e opération. En différentiant (A) par rapport à «, il vient 
(B) — & Sin a+ y cos x — 0. 


ds id HT 2 5 «0 


2e opération. En multipliant (A) par cos x el (B) par sin x et en retranchant, 
nous obtenons 
Re. T — P COS 4%. 


\ 


De mème, en éliminant + entre (A) et (B), nous obtenons 
Re | y—=#sinc. 
Les équations paramétriques de l’enveloppe sont par conséquent 
el (C) (T—?p cos %, 
| y —=psin a, 


« étant le paramètre. En élevant au carré les équa- 
tions (C) el en additionnant, nous obtenons 


Dr bert We Sn me; 


comme équalion rectangulaire de l'enveloppe, 
laquelle est un cercle. 


À RTC Exewee IL — Trouver l'enveloppe d'une ligne 
= ;, de longueur constante a, dont les extrémités se 
- déplacent le long de deux axes rectangulaires fixes (/g. 112} 


BAD A AT CALCUL DIFFÉRENTIEL FEES 
Solution. Soit AB — a en longueur et soit | | 160 
(A) æCoSa+ysina—p—=0. 5 4 

son équation. Comme AB se déplace toujours en touchant les deux axes, « etp 0 

varient tous les deux. Mais p peut être trouvé en fonction de &, car rc 

OA ABCosa= dcos as = 


et p = OA sin à — a sin & Cos +. En substituant dans (A), il vient 
(B) æCoOSa+ysinx—asinacosa—=0, 


relation dans laquelle « est le paramètre variable. | 
Différentions (B) par rapport à «, nous obte- 
nons Vire 


(C) — x sin « + y cos à + a sin?x — a COS? x — 0. 


En résolvant (B) et (C) par rapport à x et y en 
x fonclion de «, nous obtenons 


| non 
(D) Rain 
y = A COS. 


Ce sont les équations paramétriques de lenve- 

Fig. 112. loppe, qui est une hypocycloïde. Ë > | 

L’équation rectangulairé correspondante se 

trouve en partant des équations (D), et en éliminant + comme il suit : 
2 2 


NBI a Six, 


"En additionnant. il vient : 


relation qui est l'équation rectangulaire de Phypocycloïde. : 
Exewpse IL — Trouver l'équation rectangulaire de l'enveloppe de la ligne 4 
droite y— mx +2, où la pente m (coefficient an- Le 245 
m ; +": 


gulaire) est le paramètre variable (fig. 113). 


Solution. Y = MT + LERS 
| mn 
1'e opération. 0 = x — _ 
| RON 


En résolvant, il vient 


{ L 


En substituant dans l'équation donnée, on obtient 


y=2/P.e/E.n= +25 | 
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et, en élevant au carré, 
= 4pa, 


5 A Nr : 

_ telle est l'équation de l'enveloppe (une parabole). La famille de lignes droites 
à obtenue en faisant varier la pente m est représentée par la figure 143. Chaque 
_ ligne est langente à l'en eloppe, car nous savons d'après la géométrie analytique 


que y = mi + est la tangente à la parabole y? — 4px, exprimée en fonction 


de sa pente m (coefficient angulaire). 


die à ter, 
de pit re 


(1 132. La développée d’une courbe donnée considérée comme 
à l'enveloppe de ses normales. — Puisque les normales à une 
- courbe :sont toutes tangentes à la développée, $ 118, p. 209, il est 
_ évident que la développée d'une courbe peut é net être définie 
s. comme étant l'enveloppe de ses normales, c'est-à-dire comme étant 
4 le lieu géométrique des intersections denormales 
infiniment voisines. Il est également intéressant 


LS Q 
5 È | : , 
. SE de noter que si nous trouvons les équations para- 
. r R 2 =} r 
ESS métriques de l'enveloppe par la méthode du para- 
DS RS 
Fe: graphe précédent, nous obtenons les coordon- 


Sop 


nées æ et y du centre de courbure; de sorte que 
nous avons wñe seconde méthode pour trouver 
les coordonnées du centre de courbure. Si, main- 
tenant, nous éliminons le paramètre varfable, 
La nous avons une relation entre æ et y qui est 
| l'équation rectangulaire de la développée (enveloppe des normales). 


1% be donnée 
k Fig. 11%. 


D: - FPS 2 Trouver la développée de la parabole y? — 4px QUES comme 
3 Ro. de ses normales. 
_ Solution. L'équation de la normale en un point quelconque (x, y") est 


- SA : Le ol , OUT: L 

ut =} 6e my d’après (2), p. 85. 

4 Lorsque. nous considérons les normales tout le long de la courbe, +’ et y! 

# Dyarient. Enéliminant x! au moyen de y? — 4px', nous obtenons léatet de 
la normale : | | 


_@) | à PRUMEUTEE 


L'ASNT TE 
Sp*  2p 
È PACA y!-comme le paramètre vari iable ; nous voulons trouver l'enve- 


3 pre de cette famille de normales. 
men différentiant (A) par rapport à y’, il vient 


4 


pe or, 
} | 80°? é 9p° 
GRANviLE, Calcul diff. et int. 46 


suivant. 


Lg FORTIS UT PRE 
TER SD ES RAT ONE + | 14 s 
4 ù EX L # " x x 2 # 
FT à , 4 e LA 3 NAT # Le, % à 
# Lu A #1 4 : 
| SCT 
242 d = CALCUL DIFFÉRENTIEL 
el, en résolvant par rapport à #, nous obtenons CEE ; Fi 
 83y/22t 8p? 4 
(B) LD Dr Er4 4 +R Ua 8 à NS 
4p 


En substituant cette valeur de x dans (A) et en résolvant par rapport à y, il vient | À 


; ! 
(C) LUN OTeEE 


4p?° 


(B) et (C) sont les coordonnées du centre de courbure de la parabole. Prises 
ensemble, (B) et (Gy sont les équations DAADIELRQUES de la développée en fonc- 
tien du paramètre y”. 

L'élimination de y! entre (B) et (C) He x 


27py? = (x — Ip}, 


équation rectangulaire de la développée de la parabole. Nous obtenons ainsi le. 4 
même résultat que dans l’exemple [, p. 211, par la première méthode. 


133. Deux paramètres liés par une équation de condition. 
— Dans un grand nombre de problèmes, il est commode d'employer 
deux paramètres liés par une équation de condition. Ainsi, l'exem- 
ple donné dans le paragraphe précédent contient les deux nd 
mètres x’ et y’ qui sont liés Fax l'équation de la courbe. Dans cet 
exemple, nous avons éliminé +’, pour ne conserver que le seul para 5 
mètre y’. | | 0 

Cependant, quand on éprouve des difficultés à effectuer lines à 
tion, l'équation donnée et l'équation de condition entre les.deux para- : 
mètres peuvent être différentiées par rapport à l’un des paramètres, : 
chaque paramètre étant considéré comme fonction de Fautre. Les 
méthode sera rendue évidente, en étudiant la solution du problème À 


Exempce. — Trouver l'enveloppe de la famille d’ellipses dont les axes coin- 
cident et dont l’aire est constante (fig. 145). de 


3 EN Pere y? 
Solution. (A) : —+—=1 
est l'équation de l'ellipse dans laquelle a-et & sont lé: paramètres variables liése #4 


par la relation 
(B) . rab = k, HT SE NE 


zab étant l’aire d’une ellipse dont les demi-axes sont a et b. Différentions (A) Fe. 
(B), en regardant a et b comme variables et x ety comme conslantes; nous av ons, 
en faisant usage des différentielles, 


a?da , ydb Us à ne 
SR NU EL d'après (A), * 


PAGE bda + adb —0, d’après (B). 


M  ENVELOPPES | | 243 


PO 0 7 
pe En transposant un terme dans le 2% membre de chacune des équations et en 
divisant, nous obtenons 


É : cr == y° 
D a DE? 
À * 
ie Par conséquent, d'après (A), 
EC 1 < . 9 
14 41 “4 Dot et ESER 
Es TI = EE DATE 
De. ro ICI x ce qui donne S 
6 NÉ Le Hi HU F — Le 
+8 Ÿ F- 4 Re ONE T b— + y/2. 
De LT En substituant ces valeurs dans (B), 
: , N nous obtenons l'enveloppe 
à LR 
L. N AY = © x” 
£ +4 oveeu Fig 445: c'est-à-dire une paire d’hyperboles équi- 
| LÉNS £ latères conjuguées (7ig. 115). 
È à Gr | EXEMPLES 
4. Trouver l'enveloppe de la famille de lignes drôites y — 2m + mt, m élant 
cle paramètre variable. Rép. œ—=— 2m, y—=—S3mt; où A6Y + It — 0 (*). 


% La: Trouver l'enveloppe de la famille de paraboles y? = a(x — a), a étant le 
K e RS variable, 

La ronier I Dechee de la famille de cercles +? + (y — FE) = 71?, $ étant le 
Le variable. Rép. Pepe 


RÉDNTSTa NU = Eu" où VE rie 


MER 


4 Trouver l'é aber de la courbe ayant pour tangentes la famille de lignes 


| droites y = MX ; y am + - b?, la pente m étant le paramètre variable, 
5 \ Rép. L’ellipse b?2x? + a?y? — a°?. 
ne 
‘5. ne l'enveloppe de la famille de cercles dont les diamètres sont le double 


de ordonnées de la parabole 7? = 4px. Rép. La parabole y? — 4p(p +- «). 
À 
Rp: Trouver l'enveloppe de la famille de cercles dont les diamètres sont le 


be | 


double des ordonnées de l'ellipse br? + a? RÇNRE 


à N S LE 
Be. Re | : | DAT Le 
7. Le Pééire d’un cercle se déplace sur la parabole : y? — 4ax et sa circonférence 


ne. | passe a le sommet de [a parabole. Trouver l'équation de l'enveloppe des cercles. 
Rép. La cissoïde y(x + 2a) + x? — 0. 


DC -: 7 
D: : 


TA FOuVer la courbe dont les Dent sont y —lx + Val+bl+e, la pente / 
4 ‘étant supposée varier. | Rép. Kay? + bay + ex?) = 4ac — b?. 


0) Quand on inde deux PARU la première est sous torrié paramètrique, la seconde sous 
tone rectangulaire. 
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9. Trouver la développée de l'ellipse br? + ay? — a2b?, en prenant l'équation | 


de ses normales sous la forme 
by=artge—(a—bsins, \ 
l'angle excentrique & e étant le paramètre. 


a° — b° ER sine, ou GE (by) 5 += (a? — 


Ÿ 
19 
co 6 
= 


Rép. x — b?) 


— a, si l'équation dela 


lo 


3 
a 
2 


10. Trouver la développée de l’ hypocycloïde x * are y 
normale est ; y COS 7 — Æ Sin t — 4 COS 27, 
+ étant le paramètre. 2. Ye D 
: Rép (tr + y)? + (x — y) = 2a*. 

41. Trouver l’enveloppe des cercles passant par l'origine el ayant leurs centres 
sur l’hyperbole &? — y? = c?. Rép. La lemniscate (4? + y?) = 402? — y?). 


42. Trouver l'enveloppe d’une ligne telle que la somme des SCEREE qu ie 
us 


tercepte sur les axes soil égale à c. se 
LA ; ; Rér. La parabole +? + y? = ei. 


13. Trouver l ue . l'enveloppe du système de cercles 
+ y V(a+2r+a— 0, 
où a est le paramètre. Ven une figure illustrant le problème. Rép. y? — 4x. 


44. Trouver l'enveloppe de la famille d’ellipses ba a — ci quand la 
somme de ses demi-axes est égale à c. = . 


Rép. L' hypocycloïde x De yes, 


15. Trouver l'enveloppe des ellipses dont les axes coïncident et telles que la 
distance entre les extrémités du grand et du petit axe soit constante et égale à L. 


Rép. Un carré dont les côtés sont (x £ yŸ= À. 


16. Des projectiles sortent d’un fusil avec une vitesse initiale v,. En supposant 
qu'une élévation quelconque puisse être 


le mème plan vertical, quelle est l'enve- 
loppe de toutes les trajectoires possibles, 
la résistance de Pair étant négligée ? 


Y=tiga — see 
Fa 205 COS? « SA < 
AN E LRU « étant le paramètre variable. s, - : 
: 2£ Rép. La parabole y LU 2 pat. 
29 A 
17. Trouver l'équation de chacune des familles de courbes ci- après, { étant le 
paramètre. Tracer la famille de courbes et l'enveloppe: | 
(COR EE A DE AT DES LE ETS CE) CV + LUE | 
GO) +=  LDPEU PEILE EN 
() G@—P+p=te —A D) GP +y—P=e à 
Sen Le Por. DG-P+G+P=r, 
— {x + (2. : (My = 
D. æ = 2ty + t. (n) ? de. — 20). 
(STATE M: Tor En 


GR) = tr +20). CD) CC — 1} + 4? =t. 


donnée au fusil et qu'il reste toujours dans” 


NOTE. — L'équation d'unetrajectoire quelconque FL 


E CHAPITRE XVII 
à TR Ni q 
‘2 à SÉRIES 


4 È _ 134. Introduction. — Une série est une suite de nombres séparés 
qui est formée suivant une certaine règle ou loi. Chaque nombre est 
3 appelé un.terme de la série. Ainsi 

. 


4 ! —1 
be > R FAST le 2, VAE dE 


est une série dont la loi de formation est la suivante: chaque terme 
pu suit le premier est formé en multipliant le terme précédent par 2; 
… par suite, nous pouvons écrire autant de termes de la série qu'il nous 
: plait et un terme quelconque de cette série peut être trouvé en substi- 
: 4 tuant à » dans l'expression 2 21, le numéro d'ordre de ce terme dans 
D la série. L'expression 2" est Rate le terme général ou n° terme de 
… série. | 
‘# | EXEMPLES 
os #6 . Dans les six séries suivantes : 
(a) Découvrir la loi de formation : 


| Un (b) Ajouter quelques termes supplémentaires : à chacune d’ ses 
Pr ce) Trouver le n° terme ou terme général. 

A Séries n° terme 

Re 44 5, 0,97, | | ur 

D ces. | ay. 

D 5 12409,160, ; nn. 

Me : 3 r# an 

‘4 é AT _ =. x SEA > , 

D 5.1,—9,+1, —1..... PDP AUOT 
E- 6. Re sy, EF M up. 


CE Écrire les quatre premiers termes de chaque série dont le n° terme ou terme 
| général est donné ci-dessous : 
re terme : Séries 


$ Ten Er, æ, 4r?, 9x5, AGr!. 

$ Ne DD: :1 . % a Ca a 
D? 
21442 143 Er 
BE Joie 6e 
2° 9928 63 

| 
/ | À 


VAT "+ ; . D f # AS A FÈ RErRT AE À RENE: 
fase nie ER | + ci {- ERP 
k = Ce è es : PA SR 
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; RC Sd La 
10. ne | 2° 24°? 8° 16 | | ‘à 
ja, dog aa, | .  loga:x loga-:zx? logta-zt logta:zt, 
. ce fie 9 PERSAN ) 94 ; 
— {y — À 4 D ELre axé 
No Chr Tel | CONTE EE ne 
ae SC RME A CLR AE 


135. Séries illimitées. — Considérons la série de n termes 


Tr 
ME | 1 1 : ( 
A. 1, —, et rev N MT PS | 
(2x | 2 r Ur Ne hrs 2: 
et désignons"par S, la somme de la série. Alors : 
il Il 1 1 
B nl ; 
(B) Sn lies 3 Le 1 EE PE S SES ae 
Évidemment s, est une fonction de ñ, car Vie 
Ga TU LS LOS " SRE # ER, 
sin — 2 SU pl Ras ; Re LE 
are fe. TH D | DE RNeR Ve TEA ) s ? 
SIA —9, DR 1 PRE 
2 n 4 
HS LS Te 
ere L, D (| ee =Ie — ee 
SAR SDF O Ur AA AUER ; Ta 
TR tt Sr es + 1 HER Oo 
| v. S Te + 


ae ie points sur une ligne droite dont les distances : à Un À 
point fixe O FN à ces différentes sommes (fig. 117). On 
0 su n 1513 2 voit que le point cor. 

\ | S, | . SES réspondant à une somme 4 
Fig. 17. PORTES quelconque partage en 

| | deux parties égales la 

distance comprise entre le D précédent et 2. Par suite, il apparait se 
géométriquement que lorsque 7 croit sans limite ge. 


Tiniie Sie 0e RE TUS : 
() Résultat trouvè d’après 6, p. {, pour la somme d’une progression géométrique. i& 
“ R ê = DE N L 
L 1 
À LS 

: S . | ve ; ; à à 4 r — 

Fa “ U ver à NUS L'NA 
\ N % ts A \ : 12 Ke L à à w SE 

+ % EN MT 2e RITES Le 4 
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M | Nous voyons également qu'il en est ainsi d’après des nes ations 
arithmétiques, car LU | 


< DURS s © limite cas limite È- fr. )= DE 


Ne OO MA A==:00 ot 


| ‘ : à ASE L ; je 
x | [ Puisque quand n croit sans limite, et tend vers zéro comme limite. | 


. Jusqu'ici nous n'avons discuté qu'une série particulière (A) quand 
le nombre de termes croît indéfiniment. Nous considérerons mainte- 
nant le problème général, en faisant usage de la série 


3 ir à (©) À u U. Us; Us, Us SOA 


4 dont les termes peuvent être positifs ou népatits, En désignant Fe S, 
la somme des 7 premiers termes, nous avons 

1 he. û : Si — — U, an Ua 31 Us x HR ny Us 

ne $, est une fonction de #. Si maintenant, nous faisons croitre indé- 

_ finiment le nombre des termes (n), un des deux cas suivants peut se 

| présenter: ; 


4e CAS. Sn tend vers une limite, soit #, ce que lon écrit 


1 | . limite & 
De À ‘ f pu Es L', 
Et, Us : 4 n —= © 


, 72e: CAS. S, ne: tend vers aucune limite. 


4. 
5 
‘0 


" 


Dans les deux cas, (C) est appelé une série tllimitée. Dans le pre- 
.mier cas, on dit que la série illimitée est convergente et qu'elle 
| converge vers la valeur u. La progression géométrique illimitée 
_ discutée au commencement de ce paragraphe est un exemple de 
série convergente. Cette série converge vers la valeur à 

En fait, Fexemple le plus simple an série convergente est la 
| progression géométrique 1Himitée 


M a, ar, DÉS OT AT GE pets 
| dans laquelle r est numériquement plus petit que l'unité. La somme 


_ desn pre termes de cette série est, d’après 6, p. 1, 
‘ASS 
658 | A TE er SN RSS LES 


|: TRÈS NET | RAS PEL AURS TT ARE ARE 


© Un tel résultat est quelquefois appelé, pour plus de briéveté, somme de Ja te mais le 
LATE ne doit pas oublier que 2 n’est pas la somme mais la limile de la somme quand le nombre 
7 \ de termes croît indéfitiiment, 
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Si maintenant, nous supposons que » croisse indéfiniment, la pre- 
mière fraction du second membre demeure invariable, tandis que la 
deuxième tend vers ZÉrO comme limite. Par suite 


(] ? 
He ES a 


ne PT A 


? 


nombre parfaitement défini dans un cas donné quelconque. 
*k 
Dans le 2° cas, la série illimitée est dite non convergente (Je Les 
séries de cette nature peuvent être divisées en deux classes. 


PREMIÈRE CLASSE. — Les séries divergentes, fins lesquelles la. 
somme de # termes eroit indéfiniment en valeur numérique, quand 
n croit sans limite. Prenons par exemple la série n 


SAIT SR AS TT sl 


Quand » croit indéfiniment, $, croit sans limite et, par conséquent, 
la série est divergente. “is 


n r 
4 


Deuxième cLasse. — Les séries oscillantes dont 
Ses REA ER ER ne 54 


est un exemple. Ici, S, est égal à zéro ou à l’unité suivant que n est 
pair ou impair et bien que je somme $, ne devienne pas infinie quand ‘ 
# croit indéfiniment, elle ne tend pas vers une limite, elle oscille. \ 
Il est évident que si tous les termes d’une série ont le même signe, la. 4 
série ne peut osciller: | ‘2 
Puisque la somme d’une série convergente est un nombre parfai= 4 
tement défini, tandis que la somme d’une série non convergente 4 
n'existe pas, il s'ensuit immédiatement qu'il est absolument essentiel 
dans un problème donné quelconque comprenant une série illimitée 
de déterminer si la série est ou non convergente. Cest là, cine 
ment, un problème d'une grande difficulté et nous ne considérerons 
que les cas les plus simples. * 


#0 


136. Existence d’une limite. — (Quand une série est donnée, 
nous ne pouvons pas, en général, comme dans le cas d’une progres * 
sion géométrique, trouver effectivement le nombre qui est la limite 


de $,. Mais bien que nous puissions ne pas savoir caleuler la valeur 


= 


() Quelques auteurs emploient divergente comme équivalent de non-convergente. ie 
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/ DUMÉRIQUE de cette limite, il est de première importance de savoir 
qu'une lite existe, car autrement la série pourrait être non conver- 

gente. e 

À Les théorèmes suivants que nous énonçons sans les démontrer, 

- sont d’une importance fondamentale pour déterminer si une série est 

ou non convergen{e (*). 

£ Théorème I. artable qui croit constamment 


_  lorsquen croût, mais reste toujours inférieure à un nombre définr 


_ fixe À, quand n croît indéfiniment, S, tend vers une limite définie 


_  quen'est pas supérieure à À.. 

7 | 

= Théorème II. — SÿS, es{ une variable qui décroit constamment 
Be quand : ñ croûl, mais reste toujours plus grande qu'un nombre défini 
É. fire B, quand n crott indéfiniment, S, tend vers une limite définie 
gunestpasinférewre ab. 

LÉ Théorème III. — La condition nécessaire et suffisante pour que 
.  S, tende vers un nombre défini fire comme limite, quand n croût 
__ endéfiniment, est que 

1e AS | limile /ç ÉIUS 

14 J d FAN CO Brie. 51) —= 0 

& 

ee À pour loutes les valeurs de l entier p. 

{ 

D: 

1 137. Caractère fondamental de convergence. — En sommant 


4 CA abord n termes, puis 2 + p termes d’une série, nous avons 
; 


(A) A — Ui Er Us a Us + à — es Un: 
D: (B) Sous RU Unit: Unie 


En retranchant (A) de (B), il vient 

13e 4 é . 

2 # - , x 

% (O) ? : SR ar Se ES Un+i Fr Un, cs AN TE Up Hs 

É A 

E: | 
ei D° après le théorème ITE, nous savons que la condition nécessarre 
788 et {suffisante pour qu une série soit convergente est que 

4 limite Je 

‘d Same (oepotion) 0 

pour toute valeur de p. 

À Mais ceci est identiqué au membre de gauche de (C): par consé- 
| | -(*) Voir Introduction aux séries infinies d'Osgood, pages 4, 14, 64. 
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quent, d’après le membre de droite, on peut aussi écrire la ci ‘43 
comme il suit te 


(D) Re Gi ue le eue RAS = DANONE 


n— 
Puisque (D) est vrai pour toute valeur de p, en faisant p = 1, une 
condition nécessaire pour qu'il y ait convergence est que 


Himite (us) D: 


n— © 
Ou, cé qui revient au même, - | "10 
: limite ue | | 
(E) limite GO. Le ie 


Par suite, si le terme général (ou n° terme) d’une série ne tend pas 
vers Zéro quand # tend vers l'infini, nous savons immédiatement que 
la série n’est pas convergente et il n’est pas nécessaire d’aller plus 
loin. Néanmoins, (E) n’est pas une condition suffisante, c’est-à-dire 
que même si le n° terme tend vers zéro, nous ne pouvons affrrmer que 
la série est convergente. 


En effet, considérons la série harmonique ANSE 
| 1 Fe 1. é 
| Re D A AP UE TA 
PC ARUBA Par À \ - 
Ici, Te (u,y— litnilé fo — 0: 
RAT, —= F n 
7: 


c’est-à-dire que la condition (Œ) est remplie. Cependant, nous pouvons 
montrer que la série harmonique n’est pas convergente par la HR 2.04 


raison suivante : "6 6e 


«F) PEER SERGE 
(GY RS ERP 


Nous remarquons que chaque terme de (G) est égal ou inférieur 
au terme correspondant de (F), de sorte que la somme d’un nombre 
quelconque des premiers termes de (EF) est plus grande que la somme 
des termes correspondants de (G). Mais, puisque en (G), la somme 


r “ r x l | À 
des termes groupés dans chaque crochet est égale à 5 la somme de 


{G) peut être rendue aussi grande qu'il nous plait en prenant suffisam- 


# 
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un ment de termes. La somme (G) croit ME rt quand le nombre 
des termes croit sans limite; done (G) est divergente et par consé- 
A quent (F) l'est également. 

{ Nous allons maintenant atider à l'établissement de règles spé- 


* 
AN 

Ni 
w 


4€ È 
he 


4138. Séries de comparaison. — Dans beaucoup de cas, il est 
‘facile de déterminer si une série donnée est ou non convergente en 
Ja comparant terme à terme avec une autre série dont le caractère 
est connu. Îl'en a été donné un SUR au paragraphe précédent. 
D' autre part, sol 


NUE _— ue 


une série à termes positifs qu ‘on désire examiner au point de vue de 
da convergence. St une série à termes positifs que l'on sait déjà être 
| | convergente, savowr 


F Kb) R'ANE RES PARTS Fe fe a 


Docu être trouvée dont les termes ne sont. Jamais inférieurs aux ter- 

mes correspondants de la série (A) à examiner, (A) est une série 
_ convergente et sa somme n'excède pas celle de (B). 
… Démonstration. Soit 


3 és Sete arte Torre Tir Une 
Lietr ss PAR 107 EN Ven 2e Pat AR RUE 


ds limite 
Rue à n= x SE A4 
ARTE puisque S, < A el Ne. . il s'ensuit que $,< A. Par 
| suite, d'après le théorème [, p. 249, s, tend vers une limite ; par con- 
‘4 _séquent la série (A) est convergente et la limite de sa somme n est pas 


supérieure à A. 


. 


ce Exempse 1. — Examiner la série 
COES PRO 
KG}. | A++ TT UE 

È É Sobition. Chaque terme qui suit le premier est inférieur au terme correspon 
“à dant de E progression géométrique 


4 ; À 
14 + 
| he 


ES 


1 
Fig 


% ; | que l'on sait être convergente. Par suite (C) est également MANETE AN Let 


A 


k 


1 
92 


\ Faure qui sont FES faciles à à appliquer que les théorèmes qui pr récèdent. | 


FRONT re e re £ ne . avt fe De" | RS ni 74 à 
SE (a + PR PAR qe d hat ww ne 
1 EL e ee Fo * sg LÀ Le, 
. > Eu F 
* { de 3 FL # 
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En suivant un raisonnement semblable à celui qui à été appliqué à (A) et à 
(B), il est évident-que si | j 


(E) È u, +++ 


est une série à termes AMD que l’on doit examiner êt HO les termes ne sont 
jamais inférieurs aux termes correspondants de la série à termes positifs : | 


(F) bib +bs+e.., 
que l'on sait être divergente, (E) est une série divergente. 


Exewpze IL — Examiner la série | / 


— = - 
t V9 34 


1 


Solution. Cette série est divergente, puisque ses termes sont plus grands que 


les termes de la série harmonique oe À DST ? RE L FU +, que l’on sait être 
divergente (pp. 250, 251). AE | De 
ExewPLE L. — Examiner hi série suivante (appelée série p) pour différentes 
valeurs de p : 
(G) | AG ER DE ee 
9p,  3P Ar 
Solution. En groupant les termes, nous avons, ne p>=4, 
1 1 NOM 
dr + 3e ne 9p | Qp 9 Di. 
1 il Lits 4 1 1 EST 1:52v2 
SRE Feu 16 1 Ban 
4 ere 47:41 1 1 LES AENS RCE 
RTE MUTT D Cote ta tar a 20 He PSE SR (ae) N 
et ainsi de suite, Re | 
Formons la série 
(H) ae SE EE A Pet 
9p—1 9p—1 9p—1 } 


Quand p 4, la série (H) est une progression géométrique dont la raison est. 
inférieure à l'unité : elle est par suite convergente. Mais, la somme de (G) est : 
plus petite que la somme de (H), ainsi que | le montrent les inégalités ci-dessus. 
Par conséquent (6) est également une série convergente. 


Quand p — 1, la série (G) devient la série harmonique, que nous savons ètre > 
divergente, et aucune des règles ci-dessus ne s'applique. 


Quand p <1, les térmes dela série (G) qui suivent le premier FE, plus 7. 
grands que les termes correspondants ie la série harmonique. Par suite, la série #4 
(G) est divergente. ; | 


D: S NE) TA à SRE | 2531 


1 + ni ‘ K \ 4 | 
Fe ï K 
Æ 
à “éxaminer au point de vue de la conv ergence la: série à termes positifs SP 
+ ci-après: 8 
RES (A) | | LG A Ua ax 3 LUS : A A 
É  Divisons un terme général quelconque par Es qui le précède à 
| immédiatement, c’est-à dire formons le rapport ; 14 
EX Quand n croit sans limite, REUTERS 0 “4 
ner. à $ ; A limite pan e ’, 
ER ar A e en el R 
#4 dr R Ÿ n ee Un ñ 
#4 E Quand << 1. D'après la définition d’une limite SMS DAT, 
È nous pouvons choisir n suffisamment erand, soit » — 7, pour que 
quand nm le rapport ELA! diffère de : d’une quantité aussi petite 
+ u 
3e ns n 
que nous voulons et, par conséquent. inférieure à une fraction pro-" 
. prement dite ». Par suite, 
4 : LA 5, 34 < Un Fr; Un 2 << Un+17 o TEE ; Unzs <C UE: ; 
_etainsi de suite. Par conséquent, après le terme #,, chaque terme de 
2 la série (A) est imférieur au terme correspondant de la progression 
5 géométrique Ê 
. ds CE - ; PAT: : g 
É (B) es 4 RE: S UT te UT Ta LES RE Lx 
ë _ Mais, puisque r<1, la série (B) et par suite aussi la série (A) est 
_ convergente 4. 
a Quand : o > 1 (ou =). En suivant le même raisonnement 
Fe que dans L, on montrerait que la série (A) est divergente. 
à CH Quand e=l. la série peut ètre convergente ou divergente, 
A 
c’est-à-dire qu'on ne peut rien affirmer. Car, ons érans la série p 
| ci-après : Pt | 
SÉRPNTES I ak Il I lue 
f 1 #e PSP NE TONES PME DURS 
Ê 2° 32 L! ru! fe PE DR. 1} 
ee Le rapport. à examiner est le suivant : ? | 
. È be : Unis 2 11 \? ES Î I : & 0 à. | | k 
“HE en En er or -Lies ( È 
. He 11 A : Eos * \ nu) La ? ? dE? 
© Quand on examine une série pour déterminer si elle est conv ergente, on peut négliger un 
_ nombre fini quelconque de termes. En opérant ainsi, on affecte la valeur, mais non l'existence de la . 
# “limite, ù À 
£ A5" = 4 
PT L + f 
A OT ? * AT dé { me ‘ è 
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a limite /#41\ "= limite (1— LEAVE MANS 
nes (a) Tree (et Ce >» 


Par suite + = 1, quelle que soit la valeur de p. Mais, ÉD: 252, nous 
avons montré que : 


quand p > 1, H série est convergente, 
pli quand p < < 1, la série est divergente. 


Il apparaît ainsi que 9 peut être égal à l’unité pour es séries CON- 
“vergentes et pour les séries divergentes, et que dans ces conditions, 
la règle du rapport de Cauchy est en défaut. Dans des cas sem- 
 blables, il y a d’autres règles à appliquer, mais : niveau de cet ou- 
vrage ne permet pas de les exposer. 

Les résultats qui précèdent peuvent être énoncés comme il suit : 

Etant donnée la série à termes positifs 


Us Us Us 2 2 2 Un Uni 
trouver la limite pour # = du rapport t—e. 
Un * 
I. Cd p< 1°), la-série est conv ergente. 
TT Quand : > 1, la série est divergente. : 


IL. Quand b— 1, on ne peut rien affirmer. ne 


140. Séries alternées. — On donne ce nom à des séries dontles ® 
termes sont alternativement positifs et négatifs. Des séries de cette 
nature se présentent fréquemment dans la pratique; les ont une 
importance considérable. 


SE Ro om er 


est une série alternée dont les termes ne croissent Jamais en valeur. “i 


numérique el st 
limite, 

\ — 2 
la série est convergente. 


, 


: 
-+l Gevienne et reste inférieur à l’unité pour toutes les valeurs 


Un+1 


(*) Il n'est pas suffisant que 


Un & 
._den;il faut encore que la limite de soit inférieure à Punité. Par exemple, ‘dans le cas de la SR 


série harmonique, ce rapport est CURE plus petit que 4 et cependant la série est divergente, “4 
comme nous l’avons vu. LEE limite, en effet, n’est pas inférieure à l’unité, mais FES à l’unité. * 


2» t 


Rte Démonstration. — ‘La somme de 9n termes (nombre pair) peul 
4 ‘8 ‘écrire sous les deux formes suivantes :. 


‘4 


(A) S (ui — U:) Se (us — u,) + (u, - be 5) +: FR CPE A à 


S$, = Fes (us — u3) — (u, UN 2 


æ " Puisque chaque différence est positive (si elle n’est pas nulle) elra 


linite | 
cp Un == 0 exclut l égalité des termes de la série, 


à * que l hypothèse ,, 


: la série. (A) montre que S,, est positive et croit avec », tandis que la 
_série (B) montre que S,, est toujours inférieure à «, ; par conséquent, 
d’après le théorème I, p. 249, S,, doit tendre vers une limite infé- 
Û rieure à 4, quand x croît et la série est convergente. 


el Examiner au point de vue de la convergence, la série alternée. 
D Ne DU A APE EA 
ne A 
Mu à | k 3 4 
à DÉpation Puisque chaque terme est inférieur en valeur numérique à celui 
: que le rs et que | 
a is limite (u,) — limite FLAN 0 ù 
TN ELES SRSRE LR) LEE PTE LA ON ; 
“18 “série es convergente. 


: 141. Convergence absolue. — On dit qu’ une série est pete 


sont dites no uns d'une ni: non absolue ou conver oct 
Æ 
AC D enetemen() A cette Lane ae NpGTHORent quelques 


= est De conte 
% CA Las série. | 


V0 Ou encore semi- -convergentes. 


"À. 7 foie * 


SÉRIES LR STE. OS VER 


Le 


[4 


_vons résumer comme 1l suit les résultats qui précédent. 


»} Au nc ù 2 à É » Ve 
AE NS 5 Ds: “À de: PRÈS . 
‘ ) RAR s L£ + mu te, @ù _SERT DAT OR Se F s Le af Eee 
| FR POÉ À S_xs he AL 2 Ë 
Je , 1 # a 2 po ee: tre À LE 
È & PAP F0 
a ' F r? 12 A a LA 
256 . ÿ ] RE \ ” ? 2 | 
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est semi-convergente, puisque la série harmonique 


ere 


\ 21709 
est divergente. à 
Une série dont les termes sont de signes différents ar conver gente | 


si la série obtenue en faisant tous ses termes positifs est convergente. 


Nous admettrons ce théorème sans démonstration. En supposant 
que la règle du rapport de Cauchy, p. 252, «soit valable sans faire 
aucune restriction pour les signes des termes d’une série, nous pou- 


* | 
Directives générales pour examiner les séries PAGE 
k Ui FU MURS TUEUR SE 


au point de vue de la convergence. — Quand il s'agit d'une série 
alternée dont les termes ne croissent MERE en valeur A | 


el que 


HET 
us Un = 0 


® L' 
* la série est convergente. Ç 

Pour toute série dans laquelle les conditions ci-dessus ne sont pas 
satisfaites, on détermine la ja de u, et de u,,, et lon PR IOUeE. 1:20 


limite pour n = x, du rapport SE Ce, 
TRE À 


L. Quand 5 <CA, la série est absolument convergente. ë 
IL Quand'\e|> 1, la série est divergente. : 1 TA 
UT. Quand lel= |, on ne peut rien affirmer el nous devons. COM- 


parer la série à une autre série que nous savons être convergente, \T 1 
telle que. “5 


A+ AP + Gr + A He; A (progression géométrique): x ° 4 


DA ue 


LE D1L 3P 


j. | ARÈTE te 350) 
ou comparer la série donnée avec une autre que NOUS. SALONS. être. 
divergente, telle que c 


LAS A A 
SAR en 
S J RS ! PAPE ER: x 
La an (RATS p<Is (sériep). 
#ü ER # 
‘Hi 08E 
N + - 74 DE ce 


. SÉRIES ‘ CHAT 
_Exewrue L — Examiner au Re de vue de la convergence la série . 2218 
Le vent 4 
44 à | sl 
DC +È+S MES ÉD EG 
h. _ Solution. lei | FA AE PAIE 
40 nt (n —14)! n | 
limite /Un+4\ limit nt”. limite /{ (n — 1)! imite / À 
LE n— Un ) KA RER 4 Æ RE n! ) | 5 noue () Up), 
|: FRÈRE À (n—1)t | 
be et, d'après p. 256, la série est convérgente: 
À æ 
_Exerze Il. — Examiner la série 
3 à C3 { AO a 
Se 7 NE ee = ses ie 
PRE 10 10 * : 10 
Ro , ë nl 4)! . 
Solution. lei D ere Aer E) 
5 TA ë - 10° UE A0r +1 
de limite (n +1) 1072 Jimite 2 HA) 27e 2 à 
Éc nn Un JF A0" +1 SR IAE ne 10 = 
4 Par d'après A, p. 236, la série est divergente. 
4 |  ExemmE AI. — Examiner la série 
2458 | 1 1 1 
ho ble | 1.3 3. . GE 
à : - | l à 
Solution. Ici, Un = ———— ;) DORA Een PR el 
te % (n.— 1)2n (n + 1)@n +9) 


limite nie el a a os 

HAN CN Un n—® | (9n + 1)(2n +2) 00 

% - Cette expression étant de forme indéterminée, nous l'évaluons en faisant 

usage de la règle p. 499. 

At différentiant, il vient 

1H © limite/8n—2\ _ © 
ï n=œ \$n+6/, 


È 2e 3 
À LL 
- 


È C4 En différentiant : à nouveau, on obtient 


Pre limité { 8 \ 4 
La né (2) 21 ED. 
PGe résultat ne permet pas de se prononcer (III, p. 296). Mais si nous compa- 
| rons la série (C) avec (G), p. 252, en faisant p — 9, savoir : 
ARE CA | 1 


DS RTE EN UNE 


© nous voyons que (G) doit être convergente, puisque ses termes sont inférieurs 
aux pecnes correspondants de (D), dont nous avons démontré la convergence. 
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LA 


entières croissantes d’une variable, soit æ, de la forme 
(A)502 de GE an 


dans laquelle les coefficients 4,, 4,, @:,--: sont re de æ, est 


appelée une série entière en x. Les séries de cette nature sont d’une 
importance capitale pour une étude plus approfondie de l'Analyse. Nous 
examinerons (A) seulement dans le cas où les coefficients sont tels que 


limite a PR 
DETTE 9 


Ro tel 


L étant un nombre défini. Dans (A) 


PR Ad r s 
hmite . Un 1 LR limite Ans 1X" __ limite es a = Le. 
EE: 00 u: = 100 ayL” Th —= x -@, 
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EXEMPLES 2 

Montrer que les dix séries suivantes sont convergentes : 
{ l 4 4 4 À BALE MSN 

SE 6e mu EC 6. A++ ++... é 
AAA TRS 4/2 33 ‘ 24 
I 9 4 A 6 1 | 4 

4 à DR De ROUE RAS 
D» pa F5 0 
1 1 1 LA VAS A CA A PE 

Rae he D RE RL NE pi < 
NES AT TEE 2 2% 3% 4 A 
EAN LS 0 Car 1 4 { 

RSR DRE RS EP Pl PR LT PAT 
ShnS RE a 0 nv 1689 2083 logé 
ASS DE | MA AA 

Montrer que les quatre séries suivantes sont divergentes : 

et dl LEA < 3! 4! 

A1 er fé SSSR AE 
DEN DER 10 7 105 40 

42.1 LA LAN Re RM 

4149 143 1+4 25 5) Pa 2 
142. Séries entières. — Une série composée _des puissances 


En se référant aux règles LIL I, p. 256, nous avons dans ce cas 


e—Læ, et, par suite, 1 série (A) est: 


L. Absolument convérgente quand Le | 1, ou lis Gi ee 


Il. Divergente quand [Lx|> 1, où ll > LL 


HT. Quand |Læ—1, où |[x}=\--\, on ne peut rien affirmer. 
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re Nous pouvons alors formuler les directives générales ci-après : 


Directives générales pour trouver l'intervalle de conver- 


RDC de la série entière 
ÉANR AE Ge + ar + ax +. 
1" opération. Écrire la série formée par les coeflicients, savoir : 
| % LAS RO 2 os AA ma 0 Eng ep 4 2 Ou € O8 Ve de 


2 opération. Calculer la limite 


AR ; mr. | limite / n+1 Ha - 
4 | GE 1 Mende a, ; 


- 3° opération. La série entière (A) est alors 


4 L. Absolument convergente POUR toutes les valeurs de x se trouvant 
comprises entre 
ne (| | 
UE RTE el | —|. 
n fo 
7 - se) : EN j ‘ " r . \ | Î | 
Il Dwergente pour toutes les valeurs de x inférieures à At 
"0 nl | 
D où supérieures mob LC 
d 0 IL. On ne peut rien affirmer quand æ—=%+|-—|; mais alors on 
a | 
# 


É.: Substitue ces deux valeurs de x dans la série entière (A) et on leur 


L ue 

4 -applique les directives core de la p. 256. 

4 À Nore. Quand L=0, += + et la série entière est absolu- 
EL : 

EX « 

h 

4 ment convergente pu toutes les valeurs de x. 

F 2008 

4 : EXEMPLE 1 — Trouver l intervalle de convergence de la série 
L'ÉSRS a ue af æt 2 

4 © Solution. 7° opération. La série formée par les coefficients est 


Le LE 4 { { 1 A RÉ 
52e (©) | GE gorge: . ; 
à e Le LA opération. n—x dh ) 'EACO | (n —- LE à) 


- En différentiant, il vient = 


limite gs 2m _ be 2 
“AE R An + 1) © 
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En différentiant de nouv eau, on obtient | a 


ns | 4 
nte( — 2) 4 (=, ee à 


3 4 
Ve ération. —|— | |— 
3° opération fi Le 


SS 
nie. nb défis | des 


D’après [, la série est absolument convergente quand æ se trouve compris 
entre — 1 et + 1. | 


4 

D’après IT, la série est divergente quand x est inférieure à — 4 où supérieure 4 

à + 1. #4 

D'après II, on ne peut rien affirmer quand #7 = +1. E 

En substituant x — 1 dans (B), nous obtenons ‘#4 

PR RE CRE cé L 2 

Lis ee pt d 14 

qui est une série alternée convergente. : 

En substituant x — — 1 dans (B), il vient | 

Pi RE LRE | 1 

273 4 ÿ ; 2 

qui est une série convergente par comparaison avec la série p(p a D). 75 

On dit que la série 5 

ê | : — de l’exemple qui pré- 4 

57 1 0 rad ZX cèdea [—4,1]comme 
Fig. 118. intervalle de conver- 


| gence, ce qu’on écrit 
—1<x<A, où qu'on indique graphiquement comme ci-dessus (fig. 118). 
EXEMPLES 


: . ES 
Pour quelles valeurs de la variable les séries ci-après sont-elles convergentes ? 


Représentations graphiques 
de l'intervalle 
? de convergence (*). 


… x 


45. 1+xv+x+axi+.... Rép. —{ DA FRE TI0, SSSR EEE | ” 
46. M ae .…, Rép. —1<r<i. Fig. 120. en ihe | LT 4 
2 D td —Ï PACE 6 

17; DH Eu + ait. | -. Rép. —1 rs < 4, Fig. 124. Se Ne d 

Î8. x + es CHE ME sn — 1 <& A. Fig, 192, RAR RSR 1 


9 +1 


(*) Les valeurs limites qui ne sont pas comprises dans l'intervalle de convergence sont indiquées 
par des cercles sur les figures. | 
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” Représentations graphiques 

ù ; de l'intervalle 

“4 x ; de convergence. 
Ÿ rè | 8 dé 27100 ; | + 

< 49. À + 14 fr Ha +: S —- OK CT Fig. 193. fer ie ce 
= ÿ #, 


Rép. Toutes les valeurs de #: 


ù 20. ait Aer Fig. RM DER LS, 


| Rte" 41 6! j ( 
Le Rép. Toutes les valeurs de 0, 


D PAPE NME RSERLE à: 


ot 


| HCTRETAET M 

LR c « 

. LCR Rép. Toutes les valeurs de ©. 

DL, sine sing, sinss. Po te Riel 
à . 92, Sina S sp. PÉRMOES Fig. 126 | 


A 32 SENS TE ù AL 
, Rép. Toutes les valeurs de x. 


4 lio, 127 sa 
23. tosæ , cos 2x, cos 3 et fe Rép. HAE (. Fig. 127. D Se LICE UIN a, 


AEL eT s e?£ e3? : 0 


[NorTe. — Le sinus et le cosinus ne peuvent dépasser 1 en 
valeur absolue.] 


Pa ave 4) 3 s — 00 +c0 
24. 1+cloga+ ETC REC... Fig. LE eme 
: 3 Rép. Toutes les valeurs de æ. | 
pet 1: 4: : + 
25, —— + +..., Rép. tv > 1. Fig. +29 
A+r it 1412 ls F Qu NP 
As tt PART RC AS PO A ER 8 x1 
: DO nt er Rte — À En RE CE Ne 
ex RU UE 92 6: 1 vu TRE TE 
ne | Se Rép. —1<r<A j 
2 JA Ep dré mt .., | ë : 
GC RE 5 1 
24 PR Duo | 


29. 102 + 400%? Rte 
30. 1x2! Lt + 


L'ALrrr 

24 
Mr. 

‘ L] * 

1% « 


' 
il 


Vs ons A 
AAC 7S 
7" 0 
« L 

\ 


t 


LSCU à 

PR ACL T 
AE) ce 
y j 
F4. 

L 


"A 


C HAPITRE X VII 
. DÉVELOPPEMENT DES RC MAS 


143. Introduction. — Le lecteur est déjà familiarisé avec quel- 
ques méthodes permettant de développer certamnes fonctions en Neue 
Ainsi, d’après le théorème du binome, | 


(A) .. “(a+ x) = a + her +6 + had te 


ce qui donne une série entière finie d’après laquelle la val éxacte”"-4 
de (a+x) peut être calculée pour une valeur quelconque déper 
Nous avons également par division | 


(B) tete He : ne 
1% LE 
Le deuxième membre représente une série équivalente au premier, 
dont tous les coefficients excepté celui de æ' sont constants, » étant 
un nombre entier positif. 
Supposons que nous voulions calculer la valeur de cette fonction 


quand æ = 0,5, non . par substitution directe dans 
substituant æ — 0,5 dans la série équivalente 


> MAIS en SE 
RAS à 


ral 


(CO) A+rx+ar + RÉ “ue re Fr 
En prenant » —8, (C) donne pour x = 0,5 


(D) - + 1, SIISTE 0, 0078125. 


LME 

Si nous supposons maintenant que la valeur de la fonction est lt M 
somme des huit premiers termes de la série (C), l'erreur que nous 
faisons est de 0,0078125. Cependant, au cas où nous aurions besoin ; 
de la valeur de la fonction avec 2 décimales seulement, le nombre 
1.99 est une approximation très grande de là vraie valeur, puisque 
l'erreur est inférieure à 0,04. I est évident que si nous désirions un 


_ Si ce reste tend vers zéro quand le nombre des termes croit sans 
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plus grand degré d’exactitudé, nous n’aurions qu'à utiliser un plus 


grand nombre de termes de la série entière 
e. Cm ME 


Au surplus, puisque nous voyons immédiatement que 


ee 0 
1—xlir-05 


la discussion ci-dessus n’est pas nécessaire, si ce n’est en. vue d’une 
illustration de la méthode. Te 

En fait, la méthode qui consiste à calculer la valeur d’une fonc- 
tion d’après une série équivalente qui enest le développement est de 
la plus grande importance pratique, les valeurs des fonctions trans- 
cendantes élémentaires telles que sinus, cosinus, logarithme, ete., 
étant calculées beaucoup plus simplement de cette façon. 

Jusqu'à présent, nous avons appris à développer en série quelques 


formes particulières seulement. Nous allons maintenant examiner 


une méthode de développement applicable à une classe étendue et 
importante de fonctions. Cette méthode fait l’objet du /héorème de 


Taylor. 


144. Théorème (*) de Taylor et série de Taylor. — En rem- 
plaçant & par æ dans (E), p. 191, le développement du théorème de 


… da moyenne prend la forme 


(61) Hx)= (a) + ra Mae = (œ— a) Fa) + +) f'(a) 


Heu D — sl #0 =) LEP te ), 


expression dans laquelle æ, se trouve compris entre à el. À 


La formule (64), qui est une des plus importantes de l'analyse, est 


_ appelée théorème de Taylor ou formule de Tai ylor. Nous voyons 


_ qu'elle exprime f(x) comme la somme d’une série finie en (x— a). 


Le dernier terme de la formule (64), savoir GE = fx), est 


quelquefois appelé le reste dans la formule de T 4e aprèsn termes. 


es 


(*) Connu également sous Le nom de formule de Taylor, 


2 cire F #2 #: : Lin s: | a À # < - us ‘ Fr 
L 0 ; NDS 2 LT 
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limite, le membre de droite de (64) devient une série entière infinie 
appelée série de Taylor (). Dans ce cas, la formule (61) s “écrit sous. 
la forme : 


(62) 1m)=ra)+* Er (a)+ @—s} f'(a) 


NT 

LE +. 
et nous disons que la fonction «à été développée en une série de. 
Taylor. 

Pour toutes les valeurs-de + pour lesquelles le reste tend vers zéro 
quand n croit indéfiniment, cette série est convergente et Sa somme 
donne la valeur exacte de /(x), parce que la différence (AérÈtes 
entre la fonction et la somime de x termes de la série fe vers la 
limite zéro ($ 15, p. 14). 

Si la série est convergente pour des valeurs de æ pour lesquelles 
le reste ne tend pas vers zéro quand À croît indéfiniment, la limite 
de la somme de la série n’est pas égale dans ce cas à la fonction /(æ). 

La série illimitée (62) représente la fonction pour les valeurs de 
a et celles-là seulement, pour lesquelles le reste tend vers £éro quand 
le nombre des termes croît indéfiniment. 

Ilest généralement plus facile de déterminer l'intervalle de con- 
vergence d’une série que celui pour lequel le reste tend vers zéro ; 
He les cas simples les deux intervalles sont identiques. 


Quand les valeurs d’une fonction et de ses dérivées successives 2 


sont connues pour une certaine valeur de la variable, telle que + = 4, 
la formule (62) est alors employée pour trouver la valeur de la fonc- 
tion pour des valeurs de æ voisines de a. Cette formule porte égale- 
ment le nom de développement de f(x) dans le voisinage de x = a. 


ExEuPpLE. — Développer log x suivant les puissances de (x — 1). :5 208) 


Solution. ACL 108 LT TASSE 
FE)= FO=t; 
PES 50e 
FE) — 2, {CD — 9. - « 
SH 


Po le) 1 ef CAT 0) Mes FO Rte. sente e EEE 


(*) Publiée par le D' Brook ‘Faylor (1685-1731) dans sa Methodus Incrementorum, Londres, 4715. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS 265 


En substituant dans (62), il vient 
log & = à — 1 — (x — 1) + x — 1) — Réponse. 
Cette série est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre. 1 


et 2 et elle représente le développement de log x dans le voisinage de x —1, le 
reste tendant vers zéro. 


Quand une fonction de la somme de deux nombres & et æ est don- 
née, Soit /(a + +), il est souvent nécessaire de développer la fonction 
en une série entière par rapport à l’un d'eux, æ par exemple. 

À cet effet, nous utiliserons une autre forme de la série de Taylor, 
obtenue en [AMIE ant æ par q + æ dans la formule (62), savoir 


Pé 


(63) Aa+x)= (a) + Era) + Era) + À Pa) + à 


EXEMPLE. — Développer sin (a + x) suivant les puissances de x. 


Solution. lei, f(a + x) = sin (a + x). 
Par suite, en posant # — 0, 


f(a) = sin a, 

f'(a) = cos a, 
3 f'(a) = — sin a, 
* f"(a) = — cos 4, 
‘ as $ . L . . 
È En substituant dans (63), il vient 
à : à 33 
k | sin (4 + x) = sin 4 + . n Réponse. 
4 | EXEMPLES (”) | NET 
F . 4. Développer e* suivant Les puissances de x — 2. | 
: ar er = + ex — 2) + > Sa — AE à 
$ RER Développer 23 — 9x? + x — 7 suivant les puissances æ —1. 
#6 | Rép. —3+4(t—1)+(x — 1) +(x— 1}: 
É 3. Développer 3y° — 14y +7 suivant les puissances de y — 3. 
E - Rép. — 8 + 4(y — 3) + 3(y — 3). 
na _ 4. Développer 52? + 74 + 3 suivant les puissances de z — 2. 
- CRC è Rép. 37 + 97(z — 92) + 5(z — 2}. 
4 5. Développer 41° — F4? + {x +9 suivant les puissances de  — 4. 


6. Développer 5y* + 6% — 17y? + 18y — 20 Suivant les puissances de ? y + # 


Développer e? suivant les puissances de æ + 1. 


- (?) Dans ces reg nous supposons que les fonctions peuvent être; développées en séries 
- | entières. 
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8. Développer sin x suivant les puissances de æ — «. 
9. Développer cos x suivant les puissances de à — x. 

10. Développer cos (a + x) suivant les puissances de x. 


CN see S 
Rép. COS (a + æ) = cos a — æ sin a — 9 COS a + 2 Sin a + + 
Al. Développer log (x + h) suivant les puissances de x. 
Rép. log (x + h)= log h + — 2 + Ses top 


42. Développer lo (x + h) suivant les puissances de A. 
Rép. ‘1 (x+R)=tg x + hsecr+Msecx ts à ee 
43. are les fonctions ci-après suivant les puissances de h. 


(a) Ce + y = ana th + ED D onofe Lt 2), 43h +. 
() I EUHRES Ne ie 
DA 3! 
145. Théorème de Maclaurin et série de Maclaurin. ECO ne 


obtient un cas particulier du théorème de Taylor en 1 posant EE 
dans la formule (64), p. 263, ce qui donne 


(64) f(x) = (0) . f'(0) ee. n "(0) Her if mit a 


pe 0 “ro x 
æ en ( jee à 
formule dans laquelle +, se trouve te entre 0 et æ. 
La formule (64) est Sphere théorème de Maclaurin. 
Le membre de droite est évidemment une série en æ dans le même 
sens que (64), p. 263, est une série en x — 4. 


En faisant a —0 dans (62). p. 264, nous Due la séme de 
Maclaurin () 


(65) HO À AO ro CO +- 


< 


qui est un cas particulier très utile-de la série de Taylor. 

Ce qui a été dit au sujet du reste et de la convergence de la série 

de Taylor s'applique à la série de Maclaurin, cette “dernière n “étant 
qu'un cas spécial de la première. 

-_ Le lecteur ne devra pas manquer de noter l'importance d'un déve- 


[ 


() Ainsi nommée d'après Colin Madautin (1698-1746) qui le premier l'énonca dans son Traité des 
FRS Edimbourg, 1742. En réalité, la série est due à Stirling Le 1770). 


* 4 X ra, 
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_ loppement tel que (65). Dans toutes les évaluations pratiques, on 
cherche des résultats exacts à un certain nombre de décimales, et 
puisque la méthode en question remplace une fonction, qui peut être 
. difficile à calculer, par #2 polynome ordinaire à coefficients constants, 
elle est très utile pour simplifier de tels calculs. Naturellement, nous 
. - devons utiliser suffisamment de termes pour obtenir le degré d’exac- 
_ titude désiré. | : 
= Dans le cas d’une série alternée (& 140, p. 254), l'erreur commise 
en s’arrêtant à un terme quelconque ést numériquement inférieure à 
ce terme, puisque la somme de la série qui suit ce lerme est numéri- 
= quement plus pelite que ce terme. | de 
Exembce L. — Développer cos + en une série entière illimitée et déterminer 
_pour quelles valeurs de x elle est convergente. 
; _ Solution. En différentiant d'abord et en posant ensuite + — 0, nous obtenons 


f(x) = cos T; | (0) — 1, 
ur. f(a)= — sinr. | f'(0) —0, 
Dents: ; fr) = — cos 7, f"(0)—= — A, , 
EUR ; FES Sia,r; ME 6: 
ÿ fYE) = cos à, D NON, 
> f(x) = — sin », f"(0) = 0; 
À LUC) = — COS f 10) = — À, 
+ | ? etc. etc. 
ee “ + u 
\ En substituant dans (65), il vient Mere 
LT e \ 22 2% 26 
+ Le T LC 
? COS € = À — — + -— — 
“LS DIS IT AG. 
En comparant avec l'exercice 20, p. 264, nous voyons que la série est conver- 
gente pour toutes les valeurs de x. 
- On a de même pour sin x: à Je 
SZ SX 98 à mp :1 
- (B) ne ge Pr 
TARN, FL CAMES À SEE le 
série qui est convergente pour toutes les valeurs de + (ex. 24, p. 261) (7). : 
L (*) Puisque ici fn) (x) —sin {x + F et fn)(æ1) = sin (e: + Fo nous avons, en substituant. 
+ K dans le dernier terme de (64), p. 266, ; ee 
is | : Reste — . sin (er + æ) ; : 0< rm < x. 
4 : n! | AN ETS : : 
Fa Ke Mais, sin Ce: + F1 ne peut jamais dépasser l'unité et, d'après l'ex. 19,p1261, 
70 2 LES “limite 2 
# n=® n! 
E- pour toutes les valeurs de &. Par suite, 
SERRE, É limite 2 sn (a # = re: 
n=2n! | 2 


pour toutes les valeurs de x, c'est-à-dire que dans ce cas la limite du resle esl zéro pour loules les j 
"+ valeurs de æ pour lesquelles la série est convergente. C’est également le cas pour toutes les fonctions : 


considèrées.dans cet ouvrage. 


+ j 
9 > h 
# 
‘ 


_ 


D 
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68 
ExempLe IL — En utilisant la série (B) trouvée dans fe dernier élemplé, cal- 
€ uler sin À avec quatre décimales exactes. 


Solution. Ici x — 1 radian, c’est-à-dire que l'angle est exprimé en mesure cir- 
culaire. Par conséquent, en substituant 4—1 dans la série (B) du dernier exemple, 


il vient 


1 il 1 
M Te 


En additionnant séparément les termes positifs et les termes négatifs, on 
obtient 


1 — 1,00000  . 0, 16667 : 
NICE E ONE 2 = 0,00019 - 
Di 7! 
1,00833 . . . 0,16686 - - 5 
Par suite, sin 4 — 1,00833 — 0,16686 — 0,84147 . : 


résultat exact jusqu’à la cinquième décimale, puisque l'erreur commise doit être 
RNA RE Su ‘ RON 
inférieure à 97 c'est-à-dire plus petite que 0,000003. Evidemment, la valeur de 


sin 4 peut être calculée avec une approximation aussi grande que l’on veut en 
prenant simplement un nombre suffisant de termes additionnels. 


EXEMPLES 


Vérifier les développements de fonctions ci-après en séries entières au moyen 
de la série de Maclaurin el déterminer pour quelles valeurs de la variable ils sont 
convergents : 
1. E—A+o HE + HE re …. 


Convergente pour toutes les valeurs de +. 


M RL CO NEO NE A PSP 
Ke ns TIME Ve 
Convergente pour toutes les valeurs de æ. 
pe? at 4 + log a + 108 a log a, 
21 3! | | 
Convergente pour toutes les valeurs de x. 
ME Pr A AE D OA | 
4. sin kt = kr 7 5: re 
Convergente pour toutes les valeurs de x, k étant une Constante 


ee + 


e kx? kr kit. 
Ps! fe Ed RER 
0156 de 3: re 


. Convergente pour toutes les valeurs de &, étant une constante. 


22 28 dt: 7 
6: 108 TT ro) eg 2 RP RE 


| Convergente si — 14 <x<1. 
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7. log(1 NAS. AN ER LE PE Cd DRE 1 € 
. DACAVER PATATE 
| Convergente si —1 < 7 <1. 
: SE LS 


S 8. arcsinr = ++ Ac 


DRE MR Ve CR 
| Convergente si — 1 <r<1. 


NO EN LR 
9. arctg t = x — "= + - % 


 Convergente si —1çr<1. 


10. sin? & = 2° — = + 


Convergente pour toutes les valeurs de +. 


9 , 

ce @* 
A ns topt She, 
US 2 


8 
Convergente pour toutes les valeurs de €. 
" > 3 5 6 / 
12. AA RAS) EU RPC ARS 08 LR EE 
= DID N BiSS 


Convergente pour toutes les valeurs de 6. 


13. Trouver trois termes du développement de chacune des fonctions suivantes : 
(are die (bysec mic) ets (d)e0s 27, (8) arcicos tr: (f) art. 
44, Montrer que log x ne peut être développé d’après le théorème de Maclaurin. 


Calculer les valeurs des fonctions suivantes en substituant directement dans 
la série entière équivalente et en prenant suffisamment de termes pour que les 


résultats concordent avec ceux donnés ci-dessous. 


10. e—2,1182: +. 


Solution. Soit x —1 dans la série de l'ex. 4. Il vient alors 
| PRES j 1 


4e Lerme — 1,00000 

2e terme — 1,00000 

3° terme — 0,50000 

4e terme —0,16667 : . : (En divisant le 3° terme par 3.) 
5e terme — 0,04167 ... (En divisant le 4° lerme par 4.) 
6° terme — 0,00833 - .. : (En divisant le 5° terme par 5.) 
7e terme — 0,00139 . .. (En divisant le 6° terme par 6.) 
8 terme — 0,00019 ..., etc. (En divisant le T° terme par 7.) 


En additionnant e — 2,71893 : + Réponse. 
16. arc tg(!)—0,1973--.; utiliser la série de l'exemple 9. 
47. cos 1 — 0,5403 --.; utiliser la série de l'ex. 2. 
48. cos 10° — 0,9848 - .: .: utiliser la série de l’ex. 2. 
iris F1 
20. arc sin 4 — 1,5108 +. . ; utiliser la serie de l’ex. 8. 


49. sin 4 — 0,0998 -..; utiliser la série x — 


9 Se © 
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me. 21. sin = 0,7071 : -: utiliser la série (B), p. 267. Cr . ; 
‘4 ; 29, sin 0,5 — 0,4794.. ; utiliser la série-(B), p. 267. 
HR 2? 93 2e 
4 23. PE ob e SpA 
2 : nas a ee LL GRT, 
j Dans des traités plus avancés, on montre que pour des valeurs de 
æ comprises dans l’intervalle de convergence, la somme d’une série | 
entière est différentiable et que sa dérivée est obtenue en différentiant 
la série terme par terme éomme dans une somme ordinaire. Ainsi, 
d’après (B), p. 267, POUPEE FL 
Pa An ml e 
Sie Ra ie : 
A 1 
à En différentiant les deux pan à nous obtenons 4 
4 a 
: qui est la série de l'ex. 2, p. 268. ? 2 
‘4 Ce qui précède illustre comment nous pouvons obtenir par diffé 
Er rentialion une nouvelle série entière d'une série entière donnée. 4 
: ; % En différentiant la série entière de l'ex. 6, p. ER obtenons É 
L x ? ] É à 
|: FENTE 1 Er) M EE oo AT CO ES A RTE ai 
4 On chtient de la même façon, en partant de l'ex. 8, p. 269: | 
: | | cr Pédete Il PRÉ I. ed 
e V4 2 HD mo 2467. 
; 146. Calcul au moyen des séries. — I. re alternées. Les 4 
exemples 15 à 24% du dernier exercice montrent comment on peut. 
| utiliser les séries pour calculer. El est évident qu'il est très important | 
7 de connaître le pourcentage d'erreur du résultat, puisque le at 55 
| doit nécessairement s'arrêter à un terme de la série, la somme des.724 
12 termes subséquents étant de ce fait négligée. L'erreur absolue com- 
0: mise est naturellement égale à la limite de la somme de tous les 


# 

D. 

a 5 urnes. 
ra ! : ; 

ci È x - 

vw # ÿ 

CAR ï on 

e, sd 

rh. : À x 

pue , cd * , : 

Tee 5 ’ 2 

ù 4 À : ve + si 

CE D 

GPA 5 ” Ke « FLAT Te PS L'on NOR T4 


De termes négligés. Dans certaines séries, cette erreur est difficile à 
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calculer, mais dans lé cas des séries alternées, on a montré au S 140, 

p. 254, que cette somme est inférieure au premier de ces termes. Par 

suite, Vétie ur absolue commise est nférieure au premier terme 1: 
négligé. Une forte proportion des séries utilisées pour les calculs sont, 

heureusement, des séries alterntes et, par suite, cette méthode facile 

pour trouver la limite supérieure de l'erreur absolue et le pourcentage 

de l'erreur est très utile. Nous allons illustrer ce qui précède au moyen 

-. dun exemple. 


EXEMPLE. — Déterminer a plus grande erreur possible et le pourcentage de + 
l'erreur commise en calculant la valeur numérique du sinus d’un radian en par- 
tant de la série 
PTS TN 
D RDAE Ui 


SES — 


(a) quand tous les termes après le second sont négligés ; 
. (b) quand tous les termes après le troisième sont négligés. 


Solution. Faisons x = 1 dans la série: il vient alors 


4 | | 
nel | RS at Der co 


: (a) En utilisant seulement les deux premiers termes, on a 


sin 41415 (8333: 


l'erreur absolue est inférieure à De c'est-à-dire < 0 0,083) et le pourcentage 


«l'erreur est inférieur à 4 pour cent (*). 
(b) En utilisant seulement les trois premiers termes, on a 


Er  sin{=4—! NAS 


l'erreur absolue est inférieure à Je c'est-à-dire PTT TI 0 4000198) et le pourcen- 
tage d'erreur est inférieur à 7 de 1 pour cent Le 


De plus, Ja valeur exacte de sin se lrouve comprise entre 0,8333 et 0 841666, D 
puisque pour une série alternée, Sr est alternativement plus grande et plus à 


Se que Ts Se 


RE ES EXEMPLES 


bétantiines la plus grande erreur possible et le pourcentage de l'erreur com- 
mise en calculant là valeur numérique de chacune des fonctions suivantes, 
d’après les séries correspondantes : i 


| (a) quand tous les termes après le second sont négligés ; EEE 
e | .() quand tous les termes après le 3° sont négligés. #7 


Don ed), Puisque 0,0083 : 0,8333 — 0,04. 
162 Puisque 6, 000198 : Q, 841666 — 0 “00023. 
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. pre 
; 1; COS, 4. arc tg 1. AC rRST 
2. Sin 2. Des 8. arc tg 2. 
4 M RTE 
3. COS ré 6. sin a 9.*sin 15% 
IL. — Calcul de + au moyen des séries. — D'après l'ex. 8, p. 269, 
% “ va ; 
+ nous avons 
4 1. L : DOS LME, Li DEL 
à ArC SIND Blouse —+- : 
18 Puisque cette série est Rene pour toutes les valeurs de + com- 
D De 1 “4 | 
ù . prises entre — 1 et +1, nous pouvons poser a ce qui donne 
PA et . + il RES EE 
6 2 JUS LAND? 
ou ments Pi 4 EC 


Evidemment, nous aurions pu utiliser à la place de cette série, celle 
de lex. 9, p. 269. Ces deux séries convergent lentement, mais il y à 
d’autres séries trouvées par des méthodes plus compliquées, au moyen 
desquelles la valeur de + peut être facilement calculée avec un grand 


nombre de décimales exactes. US 


NE — Calcul des logarithmes au moyen des séries. — Les séries 
jouent un rôle très important dans les calculs nécessaires à 5 con- 
struction des tables de logarithmes. 

D’après l'ex. 6, p. 268, nous avons 


= DRE MARS Re RER 
à + 
{ 


He CAR RO OR 
A Lg +HX) = + + — 
Cette série est convergente pour æ—1 et nous pouvons trouver 


log 2 en faisant æ — 1 dans (A), ce qui donne 

Ée. eo Ep Es RE PS LE 

4 ; 0 DA US A A A ue 
# 2 DENT TL ES CE 


Mais cette série ne se prête pas bien à un calcul numérique parce 


de 
À qu'elle converge si lentement qu'il serait nécessaire de prendre 2000 
. termes pour obtenir la valeur de log 2 avec 3 décimales exactes. En 


vue du calcul des logarithmes, nous allons établir une série conver- 
geant rapidement. , 
æ D'après la théorie des logarithmes, 


(B) log , ne : — log ({+ax)—log({— x). D'après 8, p. 1. 
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En -substituant dans (B) les séries équivalentes à log(1+#) et 
- log (1 — &) trouvées dans les ex. 6 et 7, p. 268, nous obtenons (*) 


| RM RUE So 
CO). Cent En RS het 


série qui est convergente quand æ est numériquement imférieur à 
Punité. Posons 
: M AN 


(l L M ) 
RAA ét jo MN, 
| (D) | en d’où 3: MEN 


nous voyons que æ sera toujours numériquement inférieur à lunité 
| pour toutes les valeurs positives de M et de N. En portant dans (C) 
- la valeur de # donnée par (D), nous obtenons 


(ED log M = log M — log N 


| à _9[M—N 1 M—N\, 1/M—N\: < 
ne. | ee AE ee are | 
série qui est Dore pour toutes les valeurs positives de M et de 
N :etilest toujours possible de choisir M et N de façon qu’elle con- 
_verge rapidement. 
En faisant dans (E) M —2 et N— 1, nous obtenons 


Eu FA IS FORD Ne EN PA Fe Ra 

4 ] oo 2 RTE | D. ee EE . QUE EMA 

Di. te sr + | 
=— 0693148718... ÿ 


[ Puisque log N = log i — 0 LE Ne TE A 
MÉEN + te 


En faisant dans (E), M— 3 et N —2, nous obtenons 


M hiuri. 
= 09861229 % 


Il'est seulement nécessaire de calculer les logarithmes des nombres 
premiers de cette façon, les logarithmes des nombres composés étant 
trouvés en utilisant les théorèmes 7-10, p. 1. Ainsi, | 


log 8 — log sd l08 22 ,07944184 
lo 6 — log 3 +log2=1,79175947.. 


(*) Le lecteur devra observ er que nous avons traité les séries comme si elles étaient des sommes . 


ordinaires, mais elles n’en sont pas; ce sont des limites de sommes. La justification dé cette facon 
de faire est au-dessus du niveau de cet ouvrage. 


GRANVILLE, Calcul diff. et int. | DENTS 
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Tous les logarithmes qui précèdent sont des /ogarithmes népériens 
ou logarithmes naturels, c'est-à-dire que leur base.est e— 2,7182818. - 
Si nous voulons obtenir les logarithmes de Briges ou logarithmes 
vulgaires, à base 10, nous n'avons qu'à changer la base au moyen 
de la formule 


OS ot — ] 
Ainsi. 
log,2 __0,693::: 
LA os ARE D 802 


SA a 


Dans le calcul réel d’une table de logarithmes, quelques-unes seu- 
lement des valeurs qui Ÿ sont inscrites sont calculées au moyen des 
séries, toutes les autres étant trouvées en employant des théorèmes de 
la théorie des logarithmes et des. procédés ingénieux et variés desti- 
nés à abréger le travail. | LL 


EXEMPLES 
Calculer par les méthodes de ce paragraphe les logarithmes ci-après : 
1. log, 3 —1,6094... 3. log, 24— 314781... 
2. log. 10 — 9,309 …. © 4 logo 30,690... | | | 


147. Formules approchées dérivées des séries. Interpolation. 
— Dans les deux précédents paragraphes nous avons évalué une fonc 
tion d’après sa série entière équivalente én substituant là valeur don- 
née de æ dans un certain nombre des premiers termes de cette série, 
le nombre des termes utilisés dépendant du degré d éXactitutes 000 
demandé. Il est d’une importance capitalé de noter que cette Opéra: ! | #4 
tion signifie en réalité que nous considérons la fonction comme 
approximativement égale à un polynome ordinaire : à _coeifrcients 
constants. NE 
Par exemple, considérons la série 


} 


X x A FACE ALE L Fe à 5 5 
(A) _Snt = 2 + B 2 EU 


qui est une série alternée pour les valeurs positives el négatives 
de +. L'erreur commise, si nous supposons sin approximativ Hibut 
égal ? à la somme des # premiers termes, est numériquement plus. à 
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petite que le a+ 1> terme eÉ 140, P- 254). Par exemple, supposons 
(B) ( SES 


et cherchons pour quelles valeurs de + cette relation est exacte jusqu’à 
la 3° décimale." A cet eflet, posons. 


(©) | La < 0,00, 


* 


ce qui donne x numériquement plus petit que \/0,006 (— 0,1817), 


c’est-à-dire qu'on obtient QUE (B) trois décimales exactes hs de 
se trouve compris entre + 109,4 et — 109,4 


L'erreur commise en négligeant dans’ (4) tous les termes qui SUI+ 


vent celui en æ"1 est donnée par le reste [voir (64), p. 266] 


Net | (n) 
(D) FO): 
OT rr| 
par suité, nous pouvons trouver pour quelles valeurs de x un poly- 
nome représente les fonctions avec un degré quelconque d’exactitude 
désiré en écrivant l'inégalité 


(E) [R| < lnite d'erreur 


_et en résolvant par rapport à æ, pourvu que nous connaissions la 
_ valeur maximum de /®%(x,). Par exemple, si nous voulons trouver 


pour quelles valeurs de + la formule 


Ce Te I = 


donne deux décimales exactes (c’est-à-dire une erreur << 0,01) sachant 
que fa) e nous avons, d'après (D) et(E), 


x le 001, c'est-à- dire|æ|<V1:2 2; À 


120 
ou | | \ a 


+ 


. 3 g 
\ SES MIA Re 
Par conséquent + — nr donne la valeur de sin x avec deux déci- 
males exactes si [æ|<Z1, c'est-à-dire si æ se trouve compris entre 
+ T° et — 57°. Ce résultat concorde avec la RAA de (A) en 
tant que sérié alternée. 


Puisque dans un grand nombre de problèmes pratiques, on de- 
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! 


mande des résultats avec deux ou trois décimales exactes, l’utilité 
des formules d’approximation telles que (B) et (F) est évident. | 

SI nous développons à nouveau sin æ par la série de Taylor (62), 
p. 264, suivant les puissances de æ— 4, nous obtenons 


: Sin 4 | 
Sin æ — Sin 4 + COS A(X — a) — TE (x — aÿ +... | 
Par suite, pour toutes les valeurs de æ voisines d une valeur fixe 
{ 
a, nous avons la formule d'approximation / 
(G) Sin © = SIN 4 + COS A(X — à). 


. En transposant sin & et en divisant par æ — a, nous obtenons 


Sin L'2=— SIN G * 
TS SACS (T 
LCL — A 


Puisque cos a est constant, cette relation signifie que : 
Le changement de valeur du sinus est mo au change-. 
ment de valeur de l'angle pour des valeurs de l'angle voisines de a. 
Par exemple, soit a— 30°—0,5236 radian et supposons qu’on 
demande de calculer les sinus de 31° et de 32° par la formule d’ap- 
proximation (x). Alors, 
sin 31°— sin 30° +- cos 30°(0,01745)() 
— 0,5000 + 0,8660 x 0,01745 
— 0,5000 + 0,0151 
— 0,5154. | 
De même, | $ 
sin 32° — sin 30°+- cos 30°(0,03190) — 0,5302. 


Cette discussion illustre le principe connu sous le nom d’interpo- 
lation au moyen des différences premières. D'’ûne façon générale, 
d'après la série de Taylor, nous avons la formule d’approximation 


(H) f(x) = 1(a) + f(a)(x — à) 


Si la constante (a) =£ 0, cette formule signilie que le rapport des 
accroissements de la fonction et de la variable pour toutes les 
valeurs de cette dernière différant peu de la valeur fixe a, est 


constant. 


# 
4: 


() æ— a 1° = 0,01745 radian. 
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Cependant, il convient de n’appliquer la formule (H) qu'avec pré- 
caution, car tandis que l'erreur absolue commise en utilisant (H) dans 
un cas donné peut être petite, le pourcentage d'erreur peut être si 
grand que les résultats soient sans valeur. ; 

L’interpolation au moyen des différences secondes est alors 
nécessaire. Dans ce cas, nous utilisons un terme de plus dans la série 
de Taylor, ce qui donne la formule d’approximation 


D fa=fa)+r (ax a) + 0x ay 


Les valeurs de sin 31° et-de sin 32° calculées d’après (G), p. 276. 
ont seulement trois décimales exactes. Si l’on veut une plus grande 
exactitude, on peut utiliser (1), qui donne pour f(x) — 


É sin @ 
(J) SIN Æ — SIN 4 + COS A(X — 4) — % (x — a). 


Soit a —= 30° —0,5236 radian. 
Alors, | 
sin 31° — sin 30° + cos 30°(0,01745 18) — 
— 0,50000 + 0,01511 — 0,06008 
— 0,51503. 
sin 32° — sin 30°-+ cos 30°(0,03490) — 
— 0,50000 + 0,03022 — 000030 * 
— 0,52992. 


sin si 


— (0,01745) 


sin — 


© (0,03190) 


Ces résultats donnent quatre décimales exactes. 


EXEMPLES 


4. En utilisant la formule (H)-pour linterpolation au moyen des différences A 
premières, calculer les fonctions suivantes : 1 

(a) cos 64°, en prenant a — 60e. « #4 

(b) tg 469, en prenant a — 450. % 

(ce) sin 850,1, en prenant a — 85°. #4 

(d) cotg 109,3, en prenant a — 70°. 

2. En utilisant la formule (1) pour l’interpolation au moyen des différences 
secondes, calculer les fonctions suivantes : 

(a) sin 41°, en prenant a — 10e. 

(b) cos 86°, en prenant a — 85°. 


ETS D. > 
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(c) cotg 150,2, en prenant a — 15°. 
(d) tg 690, en prenant 4 = T0: 


- . . . 3 U ù 
8. Tracer les graphiques respectifs des fonctions +, RTE DE + 
les comparer avec le graphique de sin x. Dee VS ad 
< | 


148. Théorème de Taylor pour les fonctions de deux ou 
plusieurs variables. — Le niveau de cet ouvrage nous permet 
seulement de traiter d’une façon élémentaire le développement des 
fonctions comprenant plus d’uné variable, d’après le théorème de 
Taylor. Les expressions du reste sont compliquées ; nous ne les écri- 
rons pas. 

Étant donnée la fonction 


Gi NE FO 
on demande de développer la fonction 
(B) Ke fx +, y +) 
suivant les puissances de 4 et de 4. 3 = 
Considérons la fonction | HDI 
(C) fe + ht, y + kb. 


Évidemment, (B) est la valeur de (C) quand {= 1. "En considérant 
(EU) comme une fonction de #, nous pouvons écrire 


(D) fx + ht, y + KE — FCO, 


= 


fonction qui peut être développée suivant les puissances a Ê d après 
le théorème de Maclaurin (64); p. 266, ce con donne 


(Œ) … F(0 — F(0) + FCO) +T F'(0)+- _ UNE o 


ne maintenant les dérivées successives de F(0 par rapport 


t, en fonction des dérivées partielles de F(£) par rapport à æ et y. 

soit a ; | | 
(F) 2 = € + M, | 8—=y+ ht; | à 

alors, d’après (51), p. 226, nous avons 


dF da dF dE d8 
Go, 5 Q= Da Pr 08 dt 
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à Rec. 

| Mais d'après (E). é | 7e 
:@ Re pe ee dt 
| | dé dt À 
; 


‘et puisque F(0) est une lonction de æ.et de y par intermédiaire de x 


et de ê nous avons DE ATEN. À: 
dE _dF x PRES CAE Re Fe 

DX (da dr dY 08 dy ‘oi 

4 fe EP x : dx dG | : 3 
ou, HÉADrOS Che of Er À, à 
AUSSI EPRS RSR : LA 
D. | / 2 of 0E ie PAS ; 
(ee DeTi ps STE 28. | à 

En substituant dans (G) d’après (D) et (H), il vient A : 
@) AE MAUR = HAT h 2 . 
‘En Fins ro pe FD dans (J), nous Nr Fe SAT 72 

| dE GE: 1,05) 7 0 
F"(€ LE A BC +R R +R LUE 
NE = _, dy os. . n A mat Less a 5 
AY ùE dE dE | # 
e#(K "CE 2h fase à 
D FORME +R | 
On obtient de la même ae la dérivée pe qui s'écrit : 
pe po dE :; 
L)  E(O=# 3 Pa : 
: ) DEN term moon : 
et ainsi de suite pour les déve d'ordre supérieur. À 


EE Re 


Quand {—0, nous avons d’après (D), (G),(J), (K). (D). F(0)=— 1 CL; y): 2008 


c’est-à-dire que F(ê) est remplacé par /(æ, y), 10 
FO) =4: 2 AE RE DE | > 
DOTE u ane Lf : 

: AU 14 
12 UO ns ee LE NET) TRE pv, 2. 
dr D ME. 


et ainsi de suite. 


] 


LA 


per 
MÉMTIES 


MT 
Si - TEE 


\ 
» 
LA 
CNT LR 
CT ? » 
PATES. 


8 AE eV 27 QAR 13 jo AS joe a he, K h - & 
Y hrs che AL à de Le RECU 4 LÉ ETS Nc ee e Eds 
aie ; De LE An ET ET DUT CR 10e d 
W L ; b i 
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En substituant ces résultats dans (E), nous obtenons SALES 
| df df 
(66)  f(x+ ht, y+kt)— f(x, Éon 
dy 
à | Ê FRE LS 
ss ne LE Reis 
Pour obtenir f(x + X, y+#k) on remplace 4 par 1 dans (66), ce 


- qui donne le {héorème de Taylor pour une fonction de deux variables 
indépendantes. 


(67) f(x+h, y +k)=f(x, de 


À d'f d'f 
Ho op D CR 
4: 2 are JE dxd y Fo Tite ? 


formule qui donne le développement dément suivant les puissances 
de À et de X. 

Évidemment, la formule (67) s'adapte également au développement . 
de f(x + h, y +) suivant les puissances de + et de y en échangeant 
simplement æ avec À et y avec k. Aïnsi 


df de | 
(67 a) fee y HE) =, Len yo 5 
dh dk | 
1 eIke 
SEAT ne 
5 16% id. An ae) + | 
De mème, pour trois variables, nous trouverions 
Den a enr Ae y, 2) +R RU 
ANT re f, À ; dr. 
——(-h US — + 2hk 
pus 2 ( dx” EE ns dxdY 
+2 DT + 2 re Re 
dydz 


el ainsi de suite pour un nombre quelconque de variables. - 


EXEMPLES 


4. Étant donné f(x, y) = Az? + Bxy + Cy?, dév elopper 16 + h, y + À) suivant 
les puissances de h et de k. 


\ 
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Solution. LR 24% + By, = Bz + 2Cy ; 
0y 


dT 


SUR D LEE GA A à MR qu 
QU Mr au dy? z 
La dérivée partielle troisième et les dérivées partielles des ordres supérieurs 
sont toutes nulles. 
En substituant dans (67), il vient 


f@+R, y + k) = Ar? Ra LC TOR BR EE + 2CyYk 
+ AR + Bhk + CR. Rép. 


Jr A Étant donné f(x, y, z) = Ax?+ By? + Cz?°, développer f(x +1, y + m, at 


suivant les puissances de /, m, n. 


Solution. . = 9A%, : — 9By: = 2Cz : 
07 1 0Z 
SO RO A OR QUE ee DUC D ma DEe cu de ef. 


dr? dy? az? DE0Y  DY0Z ddr 
La dérivée partielle troisième et les dérivées partielles des ordres supérieurs 
sont toutes nulles. En substituant dans (68), on a 
f(a+lytm, z+n)= Ar? + By? + C2 + 2Arl+ 2Bym + 20zn 
RATS Bm° + Cn°. Rép. 


3. Étant donnéf(x, y) = Vx tg y, développer f(x + h, y + k) suivant les puis- 


sances de À et de k. 

4. Étant donné f(x, y, :) = Au? + By? + Cr? + Dry + Eyz + Fzx, développer 
f(x + h, y+k, z+ 0) suivant les puissances de h, k, L. 

149. Maxima et minima des fonctions de deux variables 
indépendantes. — On dit que la fonction f(x, y) passe par un 
maximum pour æ—=a4a, y—=b quand /(a, b) est plus grand que 
f(x, y) pour toutes les,valeurs de + et de y dans le voisinage de & et 
de #. De même, on dit que (a. b) est un minimum pour x = 4, y — b, 
quand /(a. b) est plus petit que f(x, y) pour toutes les valeurs de x 
et de’? y dans le voisinage de & et de #. Ces définitions peuvent être 
énoncées comme 1l suit sous forme analytique : 

Si, pour toutes les valeurs de L et de # numériquement inférieures 
à une petite quantité positive, 

(A) fa +h, 6 +R) — f(a, 0) = un nombre négatif, f{a, 6) est une 

valeur maximum de f(x, y). 
Si 
.(B) f(a + 0 +R) — (a, 0) = un nombre positif. f(a. hs est une 


valeur minimum de CZ y). 


PAR TS ER Me VEN, OR RENE ter Os Lér 
CAR: ee à 4 , Cu co # 7e Len 


‘7 


‘ 
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Ces propositions peuvent être interprétées géométriquement eonme 
il suit : | 


Un point P de la surface 
£= (ty) 


est un point maximum quand 1lest « plus élevé » que lous les autres 
| points de la surface 
dans son voisinage, le 
plan de coordonnées 
XOY étant supposé ho- 
rizontal (fig. 134). 

De même, P’est un 
point minimum de la 
surface quand il est 
«plus-bas » que vous 
les autres points de la 

Fie, 131. surface dans son voisi- 

| nage. Il est évident, 

par suite, que tous les plans verticaux passant par P coupent la sur- 

face suivant des courbes telles que APB ou DPE dans la figure 131, 
chacune d’elles ayant une ordonnée maximum (= MP) en P. 

De même, tous les plans verticaux passant par P” coupent la sur- 
face suivant des courbes telles que: BP'C ou FP'G, chacune d'elles 
ayant une ordonnée minimum 2(— NP”) en P”. De plus, un contour 
quelconque, tel que HIK, découpé sur là surface par un plan horizon- + 
{tal mené dans le voisinage immédiat de P, doit être une petite courbe 
fermée. De même, nous avons le contour LSRT près du point mini- 
mum P’. On a montré aux $S 81, 82, pp. 121, 122, qu'une condition . 
nécessaire pour qu'une fonction d’une variable passe par un maxi- | 
mum où par un minimum pour une valeur donnée de la variable est 
que sa dérivée première s’annule pour la valeur donnée de la variable. 

De même, pour une fonction de deux variables indépendantes, une 
condition nécessaire pour que /(a, D) soit un maximum ou un 
minimum (c'est-à-dire une valeur critique) est que pour æ=4, 
UE | 


” 


ER 


0 01/ 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS 283 


‘Démonstration. Evidemment les relations (A) et (5) doivent 
rester vraies quand Æ —0, c'est-à-dire que la différence 


a+ h.6)— fa. 6) 


est toujours négalive ou toujours positive pour toutes les valeurs de 
À suffisamment, petites numériquement. D’après les $$ 81, Fe une 


fr D 


s’'annule pour æ = 4, ou, ce qui rev ient au même, que DCE, 1) 
0 
s'annule pour 4 — 4, y — 4. 
De même les relations (A) et(B) doivent rester vraies quand 4 — 0, 


condition nécessaire pour que ce résultat soit obtenu est que” 


ce qui donne comme seconde condition nécessaire que fx, y) s'an- 
nule pour æ = 4, y =. | AE 

Pour déterminer les conditions suffisantes pour que /(a, b) soit un 

maximum où un minimum, il est nécessaire de recourir aux dérivées 


d'ordre supérieur. L'établissement des conditions suffisantes pour 


tous les cas est au-dessus de la portée de cet ouvrage (*). Néanmoins, 
la discussion suivante suffira pour tous les problèmes donnés dans ce 
livre. 

En développant (a+, b + k) d’après le théorème de Taylor, 
(67), p. 280, où l’on remplace æ par à et y-par #, nous obtenons 


| ÉD) = fa dh +) => fa, DEN LA 


01 ds: 
of of OT 
lÊ 2h 
St gt a) te 


formule dans laquelle les dérivées partielles sont calculées pour 4—= 4, 
y —=6, et où R désigne la sommede tous les termes non écrits. Tous 
ces termes sont d’un degré supérieur au second en 2 et X. 


Puisque 0 et es 0, d’après (C), p. 282, nous obtenons, 
dT 01 | 
après avoir transposé f(a, b), 


Œ) fa+A b +7) —f{a. pe 


(*) Voir le Cours d'analyse, t. I, de C. Jordan. 
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Si /(a, b) est une valeur critique, l'expression du membre droit 
de (E) doit garder le même signe pour toutes les valeurs de 4 et de 
suffisamment petites en valeur numérique — le signe négatif pour 
une valeur maximum [voir (A), p. 281] et le signe positif pour une 
valeur minimum [voir (B), p. 281] — c'est-à-dire que /(a, 0) sera un 
maximum où un minimum suivant que le membre de droite de (E) 
sera négatif ou positif. Or, R est d’un degré supérieur au second en 
A et en *. Par suite, quand 4 et Æ diminuent en valeur numérique. 
il semble plausible de conclure que /a valeur numérique de R devien- 
dra éventuellement et restera plus petite que la valeur numérique 
de la somme des trois termes du second degré figurant dans le 
membre droit de (E)(”). Done, les signe de ce membre droit (el, par 
suite, celui du membre gauche Ut ser…a le même que le signe 
de lexpression 

(E) pe “+ 2h VE + UT. : 

| OTdY dy 


Mais, nous avons vu en Algèbre que l’expression du second degré : 


LA + 2hkC + 7 


_a toujours le même signe que A (ou B) quand AB — (> 0. 
En appliquant ce ere (F), 


da?’ ÿ” dd 
el nous voyons que (F), et, par suite, le membre de gauche de (E) éga- 


d” d \ 
lement, a le même signe que PL ou 2) quand 


ÔT dy 
pif [SNS 
0 d1f dE 0Y 


D'où la règle suivante pour trouver les valeurs maxima et 
minima d’une fonction f(x, y). 


1" opération. Résoudre les équations simultanées 


DT 0Y. 


() Peano a montré que cette conclusion n’est pas toujours valable. Voir l’article sur les Maxima 
et minima des Fonctions de plusieurs variables, par le professeur James Pierpont dans le Bulletin de . 
la Société américaine de Mathématiques, t. IV. 


“ r 
f LC - 
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2° opération. Calculer, pour ces valeurs de x et de y, la valeur de 


AN CAC PRO à } 100 


I? O1” " à 
| OI? 01 OL) f 
: : 
3° opération. La fonction aura un à 
| ACTE »° 2 f\ | 
maximum si A>0 et —£L{ou se AU 
dT° ÿ 
2 
+ e d d 
minimum si À >0Ù el YA {ou PA à 
dOL"\ dy 
ni maximum ni minimum si. A <Ù,. 
La question est douteuse si À —0(*). Re: 
Le lecteur devra observer que cette règle ne donne pas nécessaire- 
ment foutes les valeurs maxima et minima, car une paire de valeurs 5 
de æ et de y déterminées d’après la première opération peut annuler 


A et conduire soit à un maximum, soit à un minimum, soit à aucun 
des deux. Pour des valeurs de ce genre, une discussion plus appro- va] 
fondie est nécessaire. Néanmoins, la règle est suffisante pour résoudre 


un grand nombre d'exemples importants. La question des maxima ÿ 

et des minima de trois variables indépendantes ou davantage doit être 4 ‘ 

réservée pour des traités plus avancés. | ï 

 Exempse EL — Examiner la fonction 3ary — x° — 1 en ce qui concerne ses 
. valeurs maxima et minima, 

Solution. ft, y) = 3axy — à? — y}. ” 

Eve DRE TEA Dre Es ) 

1'e opération. Der 3ay — 32° = 0, AE PER De Ne | [3 

dt dy . 

En résolvant ces deux équations simultanées, nous obtenons 2 #00) 

D TEU: T'ON 4 

y = 04 TE À A 

n'a d? d? d° a 

2e opération. Res 6x, NÉCREETE PRES À 

ee dLDY dy? s 

2 2 2 ÿ 

NA RL EE — 36%y — Ja? De 

DTA OU D TOI) di 4 

3e opération. Quand & = 0 et y — 0, À = — 94° et il ne peut y avoir ni maxi- se 

mum ni minimum au point (0,0). sf ù 5 à 

Quand zx —a et y—a, A—=<+'1a*; et puisque — = — 64, les conditions” 4 

d. 7 | # ; 

() La discussion du texte rend simplement plausible la régle donnée. Le lecteur devra observer % 

que le cas de A —0 est omis dans la discussion. S 

ê | | LR 

; « ù 

j: 

: ” 

Ë & \ Ta 
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pour qu ÿl y ait une valeur maximum de la fonction sont remplies en (a, a). En 
substituant zx —4 et y— a dans la fonction donnée, nous obtenons a? comme 


> valeur maximum. 


ExempLe Il. — Diviser a en trois parties telles que leur produit soit maximum. 


Solution. Soit æ = la première partie, y — la deuxième partie. 
Alors, a —(t+y)=a—x—7y— 
ner est S 


PC; y)= 2: y:(a— x —7y). 
1"e opération. df = ay — Lry — y? = 0, df- ax — ru —x?—0. 
dt dy 


Le 


A + 


Re da 

2 2 2 
2° opération. CARRE LE à — 20 — 2%, De om 
ùx* d TOY 2 
Fa A Ua ; 
: Dee ge dE LCA ve 
3° opération. Quand : me à el ? = À 2 0"'0 puisque = On Vo 
€ 3 v 


que le produit est maximum quand Te et yi= 


partie est également = et la valeur maximum du pr 


9 


EXEMPLES : 


4. Trouver la valeur minimum de 


LH ay +? — ax — by. Rép. Lab sie 


: 


2. Montrer que sin + + sin y + cos(z + y) est minimum quand de - 37, 


: T 
et maximum quand ? = y = —. 


6 


3. Montrer que ze’+?sin) n’a ni maximum ni minimum. 


4. Montrer que la valeur maximum de 


(ax + by + cY 
D RUEU 5 
est a? + D? + c?. \ | à : 

5. Trouver le plus 8 grand paralléKpipède rectangle qui puisse ètre inscrit dans 
‘un ellipsoïde, c’est-à- dir trouver la valeur maximum de 8xyz (volume) soumis 
à la DAEUDE | 

‘ | x? 2 2 qe | 
pe. RSA ARR Re Rép. Babe 

À A GPA CEE : TR 


() æ=0, y=0 ne sont pas considérés, puisque d’après la nature du problème nous aurions alors 
un minimum, FA : 
f » 
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la troisième partie et la fonction à exami- 


En résolvant simultanément, nous obtenons comme paire de ARS de 5 ; 


pe suile, la troisième 


sp 


PF 


EN 
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Note.— Poser u—xy2 et SH itées la valeur de z tirée de l'équation de F ellipsoïde. On obtient. 


ainsi 


‘ 
2  y2 
u— apte ( Tia 


L > 


relation dans laquelle u est une fonction de deux variables HAS STE 


& 
LA 


. Montrer que la surface d’un parallélépipède rectangle dev colume donné est : 


He quand le solide est un cube 


PA À Examiner HAL US Ty — pe en ce qui concerne ses valeurs maxima 
ét minima, ”‘. F3 


At Maximum quand T= Vote 0: | 
minimum quand DS 21 et quand += — He ++ 3. 


si 


8. Montres que les dimensions les plus économiques pour un réservoir rec- 


 tangulaire devant contenir un volume donné sont une base carrée et une hau- 
teur égale à la moitié du côté de la base. 


9. La constante électrique par rapport au temps d’un rouleau cylindrique de: 


fil de fer est. 
Fr MLYZ 
az + by +- cz 


PRE dans Taneile T et le rayon moyen, y la drene tte les rayons. 


‘interne et externe, z la longueur axiale et 51, a, b, c des constantes connues. Le 
volume du rouleaw est nxyz— g. Trouver les valeurs de æ, y, z qui rendent w 


i le vol ‘oul 
minimum si le volume EU eau.est fixe. Rép. ar = by == c2 = VE 
A 
# 


CHAPITRE XNIX 


ASYMPTOTES. POINTS SINGULIERS 


150. Asymptotes rectilignes. — Une asymptote à une courbe 
est la position limite (*) d’une tangente dont le pont de contact est 


rejeté à une distance infinie de Rent (*). Ainsi, dans l’hyperbole 


(fig. 132), l'asymplote AB est la position limite de la tangente PT 
quand le point de contact P se déplace vers 
la droite à une distance infinie. Dans le cas 
des courbes-algébriques, la définition sui- 
vante est utile: une asymptote est la posi- 
ion limite d’une sécante lorsque deux 
points d’intersection de cette sécante avec 
une branche de la courbe se déplacent 
dans la même direction le long de cette 

Fie. 122: branche, à une distance infinie.-Par exem- 

ee. | ple, l’asymptote AB est la position limite 
de la sécante PQ quand P et Q se déplacent vers le haut à une dis- 
tance infinie (fig. 132). : 


» 


151. Asymptotes trouvées par la méthode des limites des 
portions interceptées sur les axes. — L'équation de la tangente 
à une courbe en (æ,, y,), est, d'après (4), p. 85, \ 


En posant d'abord y —0 et en résolvant par rapport à #, en po- 
sant ensuite æ —0 et en résolvant par ‘rapport à y, en désignant 


() Une ligne qui tend vers une ligne droite fixe comme position limite ne peut pas être entière- 


ment à l'infini; d’où il suit ‘qu une asymptote doit passer à une distance finie de l’origine. Il est 


évident qu’une courbe qui n’a aucune branche infinie ne peut avoir d’asymptote réelle. 
(*) Ou, d’une facon moins précise, une asymptote à une courbe est quelquefois définie comme 
une tangente dont le point de contact est à une distance infinie. 
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-enfin les portions (ISF CLÉS sur OX et sur OY respec livement par 
æ, et y, nous obtenons 


tY | = y : —= portion R'ERÉERCEPLEE sur OX ; 


AE d is dre er 
| Yi Yi _ — portion interceptée sur OY. 
(4 Ti . é j 


\ - 


+ Puisqu'une asymptote doit passer à une distance finie de l’origine, ‘ 


une de ces portions interceptées ou toutes les deux à la fois doivent 
tendre vers des valeurs finies comme limites quand le point de con- 
- tact (,, yi) s'éloigne à une distance infinie, Si 


Dot à limite (&:) — 4 et limite (y) — UR 


on trouve alors l'équation de l’asymptote en substituant les valeurs 
limites & et à dans l'équation 


b. 


Si une de ces limites existe seulement, et que 


imite( U) = m, 


L; 


Sig DSC 
(44 


_ nous avons alors une seule portion interceptée avec la pente donnée, 
_-de sorte que l'équation de l’asymptote est 


Es ! | 
y=mx +0; ou 4 e ed 


I 


EXEMPLE, — Trouver les asymptotes de l’hyperbole 


ET RE En nm {. 
a? b2 
Solution. LRU EL 1 ) 
k | dt ‘ay a V a? 
_ E , T° 
et 2  m = limite a)= 2 b 
Fe SPAIN a 
On a aussi 
2 2 
#4: | VERRE et + US re 


‘par suite, ces portions interceptées sont nulles quand += y — «. Par consé- 
quent, les PRIS passent par l’origine (voir figure 182) et leurs équations 
1 sont - 


y = 0 as 2 OT), O0 ‘AY EbX Réponse. 
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Cette méthode est souvent trop compliquée pour être d'un usage 


pratique. La méthode la plus commode pour déterminer les asymptotes 
aux courbes algébriques sera exposée dans le paragraphe suivant. 


152. Méthode pour déterminer les asymptotes aux Sous 
algébriques. -— Soit une équation algébrique entre deux variables, 
_ A Fe fe, y)=0. 


Si après avoir chassé les dénominateurs et fait disparaître les radi- 
caux, cette équation est de degré », elle peut être ordonnée suivant 
les puissances décrorssantes de l'une des variables, soit y, sous la 
forme 


GB) ay" + (Ge HO dé Her + fe 200). 


Pour une valeur donnée de : æ, cette équation détermine en général 
_n valeurs de y. | 


1% cAs. Détermination des asymptotes à la courbe (B), paral- 


lèles aux axes de coordonnées. — Cherchons d’abord les asym- ee. 
ptotes parallèles à OY. L’ équation d’une de ces asymptotes est de la 
forme à 


et il doit y avoir deux points d° intersection avec (B) ayant des 
ordonnées infinies. 


1° Supposons que & ne soit pas nul dans (B), c’est-à-dire que le 
terme en y" existe. Alors, pour une valeur finie quelconque de +, (B) 
donne valeurs de y, foutes finies. Par suite, toutes les lignes telles 
que (G) couperont (B) en des points ayant des ordonnées finies, et Le 
n'y aura aucune asymptote parallèle à OY. 

2 Supposons ensuite 4 = Ü, mais 0 et € non nuls. Nous avons vu en 
algèbre que dans ce cas, une seule racine (=) de (B) est infinie 
pour toute valeur finie de æ, € est-à-dire que toute ligne arbitraire 


2 
a 


(*) Pour se servir de ce paragraphe, D attnbions du lecteur est appelée sur le théorème d’Algébre-. 
suivant : ’ 
Étant donnèe une équation algébrique de degré n, 


Ag + By 1 + CR 2 DynT 8 + 5... —0, 


quand A tend vers zéro, une racine (valeur de y) tend vers l’æ 
.quand A et B tendent vers zéro, deux racines tendent vers l’ : 
quand À, B et C tendent vers zéro, trois racines tendent vers Lo , etc. 


x. quelconque (C) coupe (B) en un point seulement ayant une ordonnée. 


ou (D) À E fee POS 
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infinie. Si, de plus, 
+ S ELEC 


b 


alors les deux premiers termes de (B) disparaissent et, par suite, 


deux de ses racines sont infinies, c'est-à-dire que (D) et(B)se coupent 
en deux points ayant des ordonnées infinies. Par conséquent (D) est 
l'équation d'une asymptote à (B) qui est parallèle à OX. 

3° Si a—4—c—= 0, il y a deux valeurs de æ qui rendent, dans 
(B), y infinie, savoir, celles qui satisfont à l'équation 


(E) der +f=0. 


En résolvant (E) par rapport à x, nous oblenons deux asymptotes 


parallèles à OY et ainsi de suite, en général. 

De même, en ordonnant. f(x, y) suivant les puissances décrois- 
santes de æ, nous pouvons trouver les asymptotes parallèles à OX. 
D'où la règle suivante pour trouver # asymptotes parallèles 
aux axes de coordonnées. 


Le opération. Egaler à séro le coefficient de la plus haute puis- 
sance de x dans l'équation. On obtient ainsi toutes les asymplotes 
parallèles à OX. 
2e opération. Égaler à séro le coefficient de la Fe haute puis- 
sance de y dans l'équation. On AURÈRE ainst toutes les asymptotes 
parallèles à OY. 


Nore. Naturellement, si un de ces coefficients ou tous les deux à la. 


fois ne contiennent pas x (ou y) ils ne ERP $ ‘annuler et ul n à (4) 


pas d'asymptote correspondante. 


EXEMPLE 1. — Trouver les asymptotes à la courbe ax = y(x — a). 


Solution. Ën ordonnant les termes suivant les puissances décroissantes de x, 
il vient à 
yx? — (ay +- a°)x + a°y = 0. 2 
En égalant à 0 le coefficient de la plus haute puissance de x, nous obtenons 


y —= 0 comme asymptote parallèle à OX. En fait, l’asymptote coïncide avec l’axe 
des x. En ordonnant les termes suivant les puissances décroissantes de y, il vient 


Cv — aŸy — ax —0, 


En égalant à zéro le coefficient de y, nous obtenons 7 — «a deux fois, ce qui 


292 CALCUL DIFFÉRENTIEL 


montre que AB (fig. 433) est une asymptote double farallèle à à OY. Si on exami- 


thode expliquée ci-dessous, on verrait 
qu'iln”y en a pas. Par suite, y—0etr—=a 
sont les seules asymptotes de la courbe 
donnée. 


asymptotes obliques aux axes 
Fig. 133. de coordonnées. — Étant donnée 
léquätion algébrique 
(EF) fr. =0 
et la ligne droite 
(G) y=mae +, 


on demande de déterminer » et # de telle sorte que la ligne (G) soit 
asymptote à la courbe (F). 
Puisqu’une asymptote est la position limite d’une sécante lorsque 


deux points d’intersection sur la même branche de la courbe sont 


rejetés à une distance infinie, si nous éliminons : y entre (F) et (Gi); 
l'équation résultante en +, savoir | À 


+ (H) Ce, max + k) = 0, 


doit avoir deux racines infinies, ce qui exige que les coefficients des 
deux plus-hautes puissances de æ s’annulent. En égalant à zéro ces 
. coefficients, nous obtenons deux équations qui permettent de déter- 
miner les valeurs cherchées de m» et de k. La substitution de ces 
valeurs dans (G&)-donne l’équation d’une asymptote. D'où la règle 
suivante” pour trouver les asymptotes obliques aux axes de 
coordonnées : . | 


1 opération. Remplacer y par mx+k dans l'équation donnée 
et développer. 

2* opération. Ordonner les termes suivant les puissances décrois- 
santes de æ. 4 

3e opération. Égaler à séro les coe ficients des deux plus hautes 

puissances (*) de x et résoudre par rapport à m et à k. 

(*) Si le terme contenant ær— l manque ou si la valeur de »m obtenue en égalant ARR le premier 
coefficient annule le second coefficient, en égalant à zéro les coefficients de x? et de x"—2, nous 


obtenons deux équations qui permettent de Arouver les valeurs de m» et de k. Dans ce cas, nous 
( 


nait cette courbe en ce qui concerne les 
asymptotes obliques aux axes, par la mé- 


2° cas. Détermination des 


Ex pe +1 
1" " x _- 


A De Se RE 7 MU 0) PA 


Cd : 
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4° opération. Substituer ces valeurs de m et de k dans 
y=mMmx + k, 
ce qui donne les asymptotes cherchées. 


Exempce Il. — Examiner %° — 2ax°? — x° en ce qui concerne les asymptotes. 


: ‘ ; N : . 1 Len” 
Solution. Puisque aucun des termes ne renferme à la fois x et y, il est évident 
quil n’y a pas d’asymptotes parallèles aux axes de coordonnées. Pour trouver 
les asymptotes obliques, éliminons y entre l'équation donnée et y —mx—+k. 
On obtient ainsi 
| ; (me + k} = Var? — x 
» et, en ordonnant les Lermes suivant les puissances décroissantes de x, il vient 
(+ me + (3m°k — 2a)x? + 3k°mr + k — 0. 
En égalant à zéro les deux premiers coeffi- 
cients, nous avons Pan d 
Am —0. et  3m°k — 2a — 0. 
En résolvant, nous obtenons 
(9 
Mm—= — A, Ê= Le 
3 
En substituant dans y = mx + k, nous avons 
24 
(An ap 
| B | 3 
Fig. 134. . 1 . ; y 
qui est l'équation de l’asymptole AB (fig. 134). 
EXEMPLES 
Examiner les huit premières courbes au point de vue des asymptotes par la 
méthode du $ 150 et les suivantes par la méthode du $ 151 : 
PQ EEE AMP | Rép: y =0. \ 
RATES à 4 y 0 à 
3. y—logzr. | 0 
À a 
a.y= (14). VTT EE A, 
sl 
b. y—= Îg x: | ® _ n'étant un nombre entier impair 
1 | quelconque, æ = 7Z. ER 
6. y—e—1. RE NC) ED : 2 : 7. 
7.ÿ—=6r+ar. ., y= 2x +2. 3 
8. Montrer que la parabole n'a pas e se 
d’asymptotes. | 
Du INT ES + y+e—=0. a: 
obtiendrons, en général, deux valeurs, de k pour chaque valeur de m, c’est-à-dire des paires z 
_d’asymptotes obliques paralléles. De même, si le terme en 47? manque également, chaque valeur j 
: de m fournira trois asymptotes obliques parallèles, et ainsi de suite. : 
Li _ 


PAT ST Ne FRTMEN CE TETE | LR Et L D OR RÉ RSTES RU Te ST 


pe * 


Sn “R 
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10. La cissoïde ÿ ==> Rép:æ — Dr. 
2r — x re 
11. y'a = y°x + 2. CET 
42. pr? +1) — 2x? — 1). VE 
13. y°(x — a) — 2? — a?. DE MRUES + (x + a). 
14. LY° = AT =). LASER 0 
15. yCr? — 3bt + 207) — 23 — Sax? + a. Lt, 2%, ya 30. 
5 
AG y ce ABC DE Dr 
y (& —b} y ) 
17. Le folium RP Say V. y+z+a—=0. 
18. La cubique d’Agnesi 2?y—4a{2a —y). y —0. 
1% BREVET RS LE 0, ÿ= 0,2 +y=(. 


20. x +97? pe Cl 


+ 4°? HR xy + y— 1. x 4 dy 0, x+y—1l,r —y—=—1 


153. Asymptotes en coordonnées polaires. Fes 0) == 
l'équation de la courbe PQ ayant pour asymptote CD (fig. 135). 
Comme l'asymptote doit passer à une 
distance finie (telle que OE) de l’origine 
et que le point de contact est à une 
distance infinie, il est évident que le 
| rayon vecteur OF mené par le point de 
Fig. 135. contact est parallèle à lasymptote et 
que la sous-tangente OE lui est perpen- 
dieulaire ; d’une façon plus précise, la fatane de l’asymptote à 
l’origine est la valeur limite de la sous-tangente polaire quand le point 
de contact est rejeté à Finfinr. “ 


LI 


Pour déterminer les asymptotes à une courbe en coordon- 
nées polaires, on procède comme il suit : 


1° opération. Trouver en HAE de l'équation de 7 courbe les 


valeurs de 6 qui donnent : = © (). Ces valeurs de ( donnent es 
directions des asymptotes. 


2 opération. Trouver la limite de la sous- langente polaire 


9 da 
: Se “ 


quand 6 tend vers chacune de ces valeurs, en se rappelant que p tend 
vers lo en même lemps. 


d'après VA D. a 


# 


(9 Si l'équation peut être écrite sous la forme d’un polynome en 2, ces valeurs de # peuvent 
être trouvèes en égalant à zèro Je coefficient de la plus haute PRERRES de ». 
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opération. Si la valeur limite de la sous-tangente polaire est 
finie, il y à une asymptote correspondante à cette distance de l'ort- 
gine el parallèle au rayon vecteur mené par le point de contact. 
Quand cette lèmite est positive, l'asymptote est à droite de l'origine, % 


et quand elle est négative, l'asymptote est à gauche, quand on 
regarde dans la direction du rayon vecteur infint. 


EXEMPLES 
4. Examiner la spirale hyperbolique 2 — Lau point de vue des asymptotes 
(fig. 136). 
Solution. Quand 0— 0, c = +. 
On a également + ARR, 
TRRT - 
Par suite, 
2 2\ Ç 4 
sous-tangente — se ee “ —=— 4; LAPS 
Fi 126 / < de 0? a sh 
ESS ‘ nil . — — a = quantité finie. 
re do 
ER Il arrive dans ce cas que fa sous-tangente est la même pour toutes les valeurs LS 


de 9. La courbe a, par conséquent, une asymptoté BC parallèle à l’axe polaire 
OA gt à une distance a au-dessus de lui. 


| = Examiner les courbes suivantes au point de vue des asymptotes : 
ie 2. p cos 0 — a cos 26. 
Réponse. IL y a une asymptote RARES CRE à laxe polaire et à une dis- 
“2 tance a à gauche de l’origine. 
d:-p—u tg0: 
Réponse. Il y a deux asymptotes perpendiculaires à l'axe polaire et à une dis- 
tance a de chaque côté de l'origine. 
Lun 
4. Le lituus c02 —g, Rép. L’axe polaire. 
5. p— a sec 96, È 
Rép. Il y a quatre as ymptotes à la même distance © de l’origine et inclinées : ne 
à 45° sur l'axe polaire. 2 2202 
6. (o—a)sin8— b. ske ErpES Fc ‘2 
Rép. Il y à une asymptlole parallèle à l’axe polaire à la distance b au-dessus - 53 
de lui. L à o 2 
7. 6 — a(sec 20 + tg 20). | 3 “2 
Rép. Deux asymptotes parallèles à0— T, à la distance a de chaque côté de de. 
l'origine. 4 El 
8. Montrer que l’axe otre ED asymptote aux deux branches de la courbe Bt 
sin 0 — a?cos 26. FES ; = 
9. La parabole £ — 2 +. NE ep El D'424 cute asymptote. ASE 
re A 1 —-cos 0 À 
É . 24 “ F 
DS 7 


LA ci APldiolt, POP D CNE ET ES ART PIE ON Rd a Re ire rat % PERS 
ENS SMS Re ere A RE PA D DA NT 
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154. Points singuliers. — Soit une courbe dont l'équation est 
f(e,y)= 0: 
Tout point de la courbe pour lequel 


D el fees 


dd Ô y 


est appelé un point sinqulier. Tous les autres points sont'appelés des 
points ordinaires. Puisque d’après (67 a), p. 230, nous avons 


: df 


dy = da 
dx D of. 


il est évident qu’en un point singulier la direction de la courbe (ou de 
Déétealee Te 0 
la tangente) est indéterminée, car la pente prend la forme mé Dans le 


prochain paragraphe nous montrerons comment on _peut trouver les 
tangentes en ces points. 


« 


155. Détermination de la tangente à une courbe algébrique 
en un point donné par simple examen, — Si nous transformons 
l'équation donnée en prenant de nouveaux axes de coordonnées paral- 
lèles aux premiers et ayant pour origine le pot en question de la 
courbe, nous savons que la nouvelle équation n'aura pas de terme 

constant. Par suite, on peut l’écrire sous la forme 


(A) 4 L; y) re à M 0 + by + (OT: 2e dxy pe ey*) 
+ a + qi y + hay +) +. = 0. 


L’équation d'une langente à la courbe au point donné (maintenant 


l origine) est ; 
AUTEURS NE eue % 
(B) Spat een d’après (4), p. 85. 
Soit y—mx l'équation dune ligne passant par l'origine et un 
second point P du lieu de (A). Quand P tend vers O en se déplaçant 
le long de la courbe, nous avons, d’après (B), 


d' 
} limit RU 
(C) unité ms 
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Soit O un point ordinaire. Alof$, d’après le $ 155, «a et 4 ne s’an- 
nulent pas à la fois puisque au point (0, 0), d’après (A), p. 296, 


ET Te 
d TL 0Y 


Remplaçons y dans (A) par mx, divisons par le facteur + et fai- 
sons tendre æ vers zéro. Alors (A) deviendra (*) 


a+ bm—=0. 
Par suite, nous avons d’après (B) et (C), 
ax + by SU 
qui est l'équation de la tangente. On voit que le membre de gauche se 
compose des termes du 1° degré de l’équation (A). 

Quand O n’est pas un point ordinaire, nous avons a — 4 —0. 
Supposons que €, d, e ne s’annulent pas ‘tous. Alors, en opérant 
comme ci-dessus (excepté que nous divisons par le facteur æ?), nous 
trouvons, en faisant tendre æ vers zéro, que (A) devient. 

/ Er 
C+ dm + em = 0, 
ou, d’après (C), 


{1 dy\° 
D Te HS 
( ) ARE A (a) +) 


En substituant d'après (B), nous voyons que 
(E) CRE dry + eÿ = 0 


est l'équation du couple des tangentes à l’origine. On remarque que 
le membre de gauche se compose des termes du second degré de 
l'équation (A). Un tel point singulier de la courbe est appelé un poënt 
double, du fait qu'il y a deux tangentes à la courbe en ce point. 
 Puisqu’au point (0, 0), d’après (A), 


2 : 2 : 2 
PP, LR LES, 
d x? dE 01 


(*) Après avoir divisé par x il reste une équation algébrique en m dont les coefficients sont des: 
fonctions de æ. Si maintenant x tend vers 0 comme limite, le théorème d’après lequel une racine 


de cette équation en m tend vers la limite — est valable, 
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l'est évident que (D) peut s’écrire seus la forme R ; 


Æ) LE Ar a (EL t 


PE dxdy\ dr) : dy \dx 


De même, si 
CD EC ER E 


il ya un point triple à l'origine, l'équation des trois tangentes étant 


Ag y + la + =0; 


et ainsi de suite, en général. 

Si nous voulons examiner laspect d’une courbe en un point donné, 
il est d’une importance fondamentale de résoudre le problème de la 
tangente par rapport à ce point. Les résultats qui précèdent mon- 
trent qu’on peut le faire par simple examen, après : avoir transporté 
l’origine en ce point. 

per suite, nous avons là règle suivante pour trouver les tan- 
gentes en un point donné. | | : 

1 opération. Transporter l’origine au pornt en question. 

2e opération. Ordonner les termes de l'équation résultante suivant 
les puissances ascendantes de x et de y. 

3 opération. Égaler à séro les termes de ie degré. On 
obtient ainsi l'équation des tangentes en ce point (l'origine). 


Exeumpze LE — Trouver Féquation de la tangente à l’ellipse 
54? + 5y? + dry — 19x — 19y — 0 
à l’origine (fg."137). 


Solution. Égalons à zéro les Aines de moindre 
degré (premier); nous obtenons 


— 192 — 19y—0, Re ; 
ou æ+y—=0, 
qui est l'équation de 


la tangente PT à 
T l'origine. 


Fig: 137. Exempe {l. — Exa- 
miner Ja courbe 


DL? — Ty — dy + 2 — 8y — 0 


au point de vue des tangentes à l'origine (fig. 138). è = 
Solution. Égalons à zéro les termes de moindre degré (second), nous obtenons 

| "re 32° — xy — y? — 0, 

ou 2 (rt — CGT +12y) = 0, 
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æ —y—0 étant l'équation de la tangente AB et 3x + 2y — 0 l'équation de la 
tangente CD. F' origine est donc un point double de la courbe.* 


Puisque les racines de l'équation du second degré (F), p. 298, savoir 


< (O1) +2 SPRUE 
AUD 


dYÿ” DAY dx d XL? 


à ‘ r . “ £ : * 4 F 199 à ÿ, . a 0 . | . 
peuvent être réelles et inégales, réelles et égales, ou imaginaires, 1 
y à trois cas à considérer pour les points doubles, suivant que 


a 


OX ou. 


est positif, nul ou ART (voir 3, p. #). 


156. Nœuds. 


à 


( ÉNRE UE: 
_. dx” dy’ 
Dans ce cas, il y a deux valeurs réelles et inégales de la pente 


| d +: 4 , - - r 3 
(= 2. tirées de (F), de sorte que nous avons deux tangentes réelles 
dx | | 


\ 


distinctes à la courbe au point singulier en question, ce qui signifie 


que la courbe passe par le point suivant deux directions différentes, 


ou, en d’autres termes, que deux branches de la courbe se croisent 


en ce point. Un point singulier de cette nature est eme un pou 
double réel de la courbe, : ou nœud. 


Par suite, les to satisfaisant à un nœud sont: 


PRE es | 2f.\2  Df d°1 

f(x, ÿ)—=0, A0, 20, se MES SN nee 

LÉ (+. MOMEPS dY dxdY 0x: 0ÿ: 
Exempce. — Examiner la lemniscate 


5) > , 
9 y” — Les LS 
B 


en ce qui concerne les points singuliers (fig. 139). 


X Solution. Ici fr; y) = y — a+ xt =. 
On a également 
À 


Rat DE à 53 EE ob 
Fig. 190-* - En par T° are dy y 


Le point (0, 0) est un point singulier, puisque ses coordonnées satisfont aux 
trois PAUARORE ci-dessus. 


ER CRUE ge SE VON de des OR ee TIRE ANNE EP NON RE AR OO TER 1 ET D PO 
a NEC EE PATATE UP OMIEE ee A TR EE D NM 
É * ; 7 dr au: É UT, DT m3 


MAIRE Je AURA 5047 cd SRE Te MON TA 
AC Ro 4 Ur MNT NE RUE TE a Lee a * 
s 7 ee Lot ® PE ol ns CR LE + 
: Ç Fu L ra JL, C4 où » L. , 


LA 
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Nous avons en (0, 0) 
d?f d2 d? 
pe LG et 


D à r} DT à 2 = 2; 
0 OTOY - 07/ 
« af AR Im07 NE 
d'où POS — ; [ . ; / me 4, 
TOY dt? dy? 


et l’origine est un point double (nœud) par lequel passent deux branches de la 
courbe dans des directions différentes. En égalant à zéro les termes de moindre 
degré (second), nous obtenons y? — x? —0 ou y= x et y— —#*, relations qui 
sont les équations des deux tangentes AB et CD au point singulier ou nœud (0, 0). 


of | À 


2 


157. Points de rebroussement. ( = 
: dX dy 


DNS TO PROUÉ 
spas 


Dans ce cas, il y a deux valeurs réelles et égales de la pente tirées 
de (F). Par suite, les deux tangentes coïncident, ce qui signilie que 
les deux branches de la courbe qui passent par le point sont tan- 
sentes. Quand la courbe s'éloigne de la tangente dans les deux direc- 
tions à partir du point de tangence, le point singulier est appelé poënt 
d'osculation (fig. 140); si elle s'éloigne du point de tangence dans 
une seule direction, on appelle le point singulier un point de rebrous- 
sement. Il y a deux espèces de points de rebroussement. 


Première espèce. Quand les deux branches sont de part et d'autre 


de la tangente commune (#9. 141). 
Sotonde espèce. Quand les deux branches sont du même côté de la 
* 
tangente commune (*) (fig: 142). 
Les exemples suivants montrent comment nous pouvons déterminer 
la nature des points singuliers visés dans ce paragraplie. 
ExEmPLE |. — Examiner aty?— a?xt — x5 au point de vue des points singu- 
liers (fig. 140). 
* Solution. Ici f(x, y) = ay? — ax + x — 0, 


Ç AE pags + 6m — 0 = 9aty 0 
dT dy 


trois équations ci-dessus. Nous avons également au 


point (0, 0) | 
Fig. 440, SAR RE RE VF 9 
DT? 0 dTdY rRA-aU Fe 
d’où as Pr m0 
dTOY dt? dy? 


et puisque la courbe est symétrique par rapport à OY, l’origine est un point 


(*) Dans le voisinage du point singulier. 


et (0, 0) est un point singulier puisqu'il satisfait aux 


X à hi 
té PU 
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d’osculation. En égalant à zéro les termes de moindre degré (second), nous obte- 
nons y?—0, ce qui montre que les deux tangentes communes coïncident avec OX. 


_ Exewpse Il. — Examiner y? — x? en ce qui concerne les points singuliers 
Gig. LA). 
Solution. Ici 1 Y)= y 20, 
De ee D dire (L 
dE. : dy 


ce qui montre que (0, 0) est un point singulier. 
Au point (0, 0), nous avons également 
D'f SUR Les df 19 


2 0, 5] 1 


de? dEdY ù 


d’où nb LME = 0, 


dTÔY dt? dy? 


Fig. 141. 


Cependant, l’origine n’est pas un point d’osculation, car 
si nous résolvons l'équation donnée par rapport à y, nous obtenons 


\ 1 | ÿ—= + xt, 


ce qui montre que la courbe s'étend à droite de OY seulement, car des valeurs 
négatives de + rendent y imaginaire. 

L'origine est, par conséquent, un point de rebroussement, et puisque.les 
branches se trouvent de chaque côté de la tangente commune, c’est un point 


. de rebroussement de première espfce. En égalant à zéro Les termes de moindre 


degré (second), nous obtenons y? —0, ce qui montre que les deux tangentes 
communes coïncident avec OX. 


ExempLe II. — Examiner (y — x?) = xÿ en ce qui concerne les points sin- 
guliers. 

Solution. En procédant comme dans le dernier 
exemple, nous trouvons un point de rebroussement 
au point (0, 0); les tangentes communes aux deux 
branches coïncident avec OX. En résolvant par rap- 
port à y, il vient 


Fee 


Yy=@ EX 


Si nous donnons à æ une valeur quelconque entre 0 
et 1, y prend deux valeurs positives différentes, ce qui Fig. 142. 
montre que dans le voisinage de l’origine les deux 


branches sont au-dessus dé la tangente commune. Par suite, le point singulier 


(0, 0) est un point de rebronssement de seconde espèce. 


158. Points conjugués ou isolés. ( Ge ) — (Che 
X- 


dx 

Dans ce cas, les valeurs de la pente sont imaginaires. Par suite, il n’y 
a pas de tangentes réelles. Le point singulier est l'intersection réelle 
des branches imaginaires de la courbe et les coordonnées d’aucun 


AT 


#e LR ne LR 4 a Ne STE 
Ke dpi. RES TS SE 


fie 
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autre point réel dans le voisinage immédiat ne satisfont à l’équation 
de Ja courbe. Un tel point est appelé de conjugué ou ésolé. 


Exempce. — Examiner la courbe y? = x? — x? en ce qu concerne les points 
singuliers. F 
FT * Solution. Ici (0, 0) est un point singulier de Ia COUEbRE pour 
lequel 
dy 
Et A, 
| dx Eee 
——+ : 
O Par suite, l’origine est un point ot. En résolvant l'équation 
par rapport à y. “il vient 
n7 cer + L Va — 4, « 


ce qui montre clairement que l’origine est un point isolé de 
Fig. 143. la courbe, car aucune valeur de x comprise entre 0 et { ne donne 
de valeurs LÉSReS pour y. 


1 


159. Singularités transcendantes. — Une courbe dont l'équa- 


tion comprend des fonctions transcendantes ést appelée une courbe 

-_.  transcendante. Une telle courbe peut avoir un point d'arrêt où elle 
D se termine brusquement, cet arrêt brusque étant dû à une disconti- 
nuité de la fonetion (fig. 144); ou un point anguleux auquel se 
7 terminent les deux branches de la courbe sans avoir de tangente 


D! 


commune, ce point étant dû à une discontinuité de la dérivée 


É (fig. 14). 
Exewpce | — Montrer que.y — x log x a un point d'arrêt à l’origine. 


Solution. x ne peut être négatif, puisque les nombres négatifs n’ont pas de 
logarithmes. Par suite, la courbe s'étend seulement à droite de OY (fig. 144). 

- Quand z = 0, y —0. Comme il n’y a qu'une valeur de y pour chaque valeur 
positive de x, la courbe se compose d'une seule bran- . 
che se terminant à l’origine, laquelle est par suite 
un point d'arrêt. 


ExewpLe If. — Montrer que y — - à un point 
anguleux à l’origine (fig. 445). 1e 
s. 2 
AE NRA | net 
Solution. {ci Ps ie 5 a 
l+e? SU +6? 


NS 


Si æ est posHif et tend vers zéro comme limite, nous obtenons finalement 


à : sa 
NS 2 y —=Ù el as = 0; 


! 
\ 
'É 


l'origine, les.pentes des tangentes étant + (/2. 


des tangentes étant + + 
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= et QU y 


dx È 

\ <a 

Par suite, les deux branches se rencontrent à "#4 
l’origine, l’une ayant OX comme tangente et à 
l’autre AB, cette dernière faisant un angle de 45° +23 
avec OX. ECTS 
EXEMPLES : 

4. Montrer que y? —9x?+ 2% a un nœud à 1 


2. Montrer que l’origine est un nœud de ya? +- 7?) — La? — æ?) et que les Re Le 
tangentes sont bissectrices des angles formés Fa les axes. | 
3. Démontrer que (a, 0) est un fout de y? = x(x — a) et que les pentes des 
tangentes sont = Va: à 


4. Démontrer que a°y°? — 2abx°y — 2° — 0 à un point d’osculation à l’origine. 


5. Montrer que la courbe y? = 4° + x* a un point d’osculation à l’origine. 


6. Montrer que la cissoïde y? — pr 8 Un point de rebroussement de pre- 


mière espèce à l’origine. AT - ne 


7. Montrer que 9° = 2ax° — x° a un point de rebroussement de première 


“ « , # . = h n'tE. 
espèce à l’origine. te 


8. Dans la courbe (y — x} — x", montrer que l'origine est un point de À 
rebroussement de première ou de seconde espèce suivant que n est < ou > 4. 


9, Démontrer que la courbe xt — 2ax?y — ary? + a 2 —=0 a un point de # 
rebroussement de seconde espèce à l’origine. 


10. Montrer que l’origine est un point isolé de la courbe y?(2? — a?) — x2. 
41. Montrer que la courbe y? = (a + x) a un point isolé en (— a, 0). 
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42. Montrer que l’origine est un point isolé de la courbe ay? — 5 + bx? —0 
quand a et b ont le même signe, et un nœud Les ils ont des signes opposés. 


43. Montrer que la courbe æ*—+ 2ax°y — ay —0 a un point triple à l’origine - 
et que les pentes des tangentes sont 0, +2 et — ÿ/2; se 


2 2 
D: | PARTS à $ 
14. Montrer que les points d'intersection de la courbe {© 5 hf ep 2 
.\a DJS LÉ 
avec les axes sont des points de rebroussement de première espèce. # 
45. Montrer qu'il n’y a aucune courbe du second ou du troisième degré end LS 
et y ayant un point de rebroussement de seconde espèce. < 
LE 1 À ; 
416. Montrer que y —e@e *# àun point d'arrêt à l'origine. FUeS 


47, Montrer que y = #x arc gt a un point anguleux à l’origine, les pentes 
7 Û ; 
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APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE 


160. Tangente et plan normal à une courbe gauche ps les 
équations sont données sous forme paramétrique. — Le lecteur 
1 es{Méjà familiarisé avec la représentation paramétrique d’une courbe 
plane. Pour étendre cette notion aux 
courbes dans l’espace, supposons que 
les coordonnées d’un point quelconque 
P(æ, y, 2) d’une courbe gauche (#9. 
146) soient données comme fonction 
d’une quatrième variable que nous 
désignerons par 4; ainsi 


AS D y 0 

L’élimination du paramètre 4 entre 
ces équations deux à deux nous don- 
nera les équations des cylindres de projection de la courbe sur les 
plans de coordonnées. | 

Soit le point P(æ, y, z) correspondant à la valeur { du paramètre et 
le point P(x+ Ax, y+Ay, 2+ Az) correspondant à la valeur 
t—+- Al, Ax,Ay, Az étant les accroissements de æ, y, z dus à lac- 


g Fig. 146. 


$ 


analytique à trois dimensions nous savons que les cosinus directeurs 
de la sécante (diagonale) PP" sont proportionnels à. * | 


Li AÂ%, AY, Az; 


ou, en divisant PRE At et en désignant les angles de direction de la 


44 


sécante par a’, 8’, y’, 


RD ES ed RE 


nv At At 
De Maïnicnant, faisons tendre P’ vers P le long de la courbe. Alors A4 
DR. - et par suite A, Ay, Az tendront vers zéro comme limite, la sécante 


croissement A trouvés d’après les équations (A). D’après la géométrie 
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pp tendra vers la tangente à la courbe au point P comme position 
‘limite et nous aurons 
COS &.: COS G- cosy 
2 due de. 
dt dt dt 


relation dans laquelle , 8, y sont les.angles de direction de la tan- 
gente (ou de la courbe) au it P. Be suite, les RO de la 
tangente à la courbe 


0, 24) 20 
au point (x, y, £) sont données par 
se : 
X — Xi Y d'Éber ER  or” 
(69) FE D 
. &  % à 
dt dt dt 


= 


| et l'équation du plan normal, c'est-à-dire du plan passant par (æ, y, =) 
* DÉRAUOAMAERENE à la tangente est 


(0) . ÆA—D+PA-HD+EG—D—0.. 


X, Y, Z étant les coordonnées variables. 


route — Trouver les équations dela tangente et l'équation du plan nor- 


mal à l’hélice (*) (0 étant le paramètre) 

æ = & COS 6; 
y = a Sin 0, 
gi= 08, 


(a)en un RO Aus eorques (b) quand 0 = 9% 
Gig. 1AT). 


os = — a Sint—=— 7, 
dy dz 
à ps tliC0S VE — — 
do TE dt 


En substituant dans (69) et dans (T0), nous 
obtenons pour le point (x, y, 2) 
X—BLN y: Lx 
— 1 æ b 


> pour la tangente, 


et : — y(X — “ + T(Y — y) + b(Z — 7) — 0, pour le plan normal. 


(*) L’hélice peut être définie comme étant une courbe tracée sur un cylindre circulaire droit de 
* facon à couper toutes les génératrices sous le même angle. 
Prenons OZ comme axe du cylindre et le point de “départ sur OX en Po. Soit a le rayon de 
base du cylindre et 4 l'angle de rotation. Par définition, | 
PAIN ju. PN 
- GA constänte), ou 2 = aki,. 
SN - arcPoN a « te É 


Soit ak = b; alors z= bô. On a également y = MN = asin 8, x = OM = a cos . 
GRANvILLE, Calcul diff. et int. | | 90 
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Quand 9 — 27, le point de contact est (a, 0, 2), ce qui donne 
CE rer RS em AL 
0 a b-S 5 
ou X=—a, bY — aZ— abz 
comme équations de la tangente, et 
aY + — br = 0e 


comme équation du plan normal. 


EXEMPLES 


Tuer les équations de la tangente et l'équation du plen normal à He 
des courbes gauches ci-après, au point indiqué : 


A re M, y=l,i=hti the Rép = TES = 
Pad de 0. > 
RD MS re Pr 
4 TRADE | 
#7 y + 193 — HA — 0. 


# 


TE te Ve 0 Rép. 


8 m0 1, y—=t+ 8,24 — 841; A. Rép. Pi a 


TH Yi 33 — 8 — 0. 


4 7 AE me 
16x er = Le — kr 9; 


4-7 {y —#$MmTt 2008 1 Lee Rép. 4% —7 = Et _Va 1; 


D. nt 00 -e0l t— 1, : 

6.2 SE 4 0 ter 
TDR ter de 0. 
8 
9 


æ=asint, y—b cost, Et 
ne fe cosinus directeurs de la tangente à la courbe LAS EE 2 


z * au point x : | Né 


161. Plan tangent à une surface. — On dit qu'une ligne droite 
est {angente à une surface en un point P, lorsqu'elle est la position 
limite d’une sécante passant par P et un point voisin P' de la sur- 
face, quand P’ tend vers P le long de la surtace. Nous allons mainte- | 
nant établir un théorème d’une importance fondamentale. EKES 


à) 


Théorème. — Toutes les langentes à une surface en un point 
donné (*) se: trouvent “généralement dans un pie GE plan tan- 
gent en ce point. 


(*) Le point en oiétion est supposé être un point ordinäire-de la surface (et non un point sin- =. 


gulier), par conséquent les dérivées partielles Le ) + dE ne sont pas toutes nulles en ce point 
| 2 dy DE &r= : e 


APPLICATIONS. À LA GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE 


Démonstration. Soit 


my) 0 


l'équation de la surface donnée et soit P(æ, y, #) le point donné de 


cette surface. à — 

3 Si on fait tendre P' vers P le long d’une courbe G de la surface 
et passant. par P et P”’, la sécante PP” tendra évidemment vers la 
position d’une tangente à la courbe C au point P. Soient, maintenant 


BR 2 VO 10 


2 Les. équations de la courbe C. 

Alors, l'équation (A) doit être satisfaite identiquement par ces 
valeurs. et puisque la différentielle totale de (A) quand x, y, z sont 
définies -par (B) doit s’annuler, nous avons 

dF dx dF dy .dF dz 


é _ PRE acts el), d’ : 2), 22. p ” 
ÉPR DATE ge dt ni Gp 


Cette équation: montre que la tangente à : ©, dont les cosinus direc- 


. téurs sont proportionnels à à 


ne : es 4, dz 
£ ‘ SAS de nn | dt’ 
est perpendiculaire (*) à une ligne dont les cosinus directeurs sont 


déterminés par les rapports 
A nr 0 dF 


de dy DO 


et puisque € est une courbe quelconque de la surface passant par P, 
il s'ensuit immédiatement que si nous remplaçons le point P (x, y, 5) 
RC Dar PA CUS rs 21), toutes les tangentes à Ia surface en P; sont dans 


| le “pla C7) 


=. 


© D'après la géométrie analytique dans l’espace, nous savons que si deux lignes ayant pour 
-cosinus directeurs cos #1, COS 41, COS y1 pt COS az, COS fe, COS 2 sont perpendiculaires, on a la relation 
COS x1 COS 2 + COS Bi COS 82 + cos y1 COS * 
eh Les cosinus ‘directeurs de là orale au plan (71) sont proportionnels à 
dFi. d Fi dFs. 


LS rs 


da. : dYyi 21 


tangentes dont les cosinus directeurs:sont cos 4; COS B, COS» soient perpendiculaires à la normale, 
- «’est-à-dire pour que les tangentes se trouvent dans le. plan. 


Par suite, nous voyons d'aprés la géométrie analytique que (C) est la condition pour que les 


AM CS IT Si ATEN 
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(74) (Ex) + ee a E—#)= 00) 


formule permettant de trouver l'équation d'un plan tangent en 
(æ,, y 2) à une surface dont l'équation est donnée sous la forme 


| Kg y #) 0: 


Dans le cas où l’équation de la surface est donnée sous la forme 


gs — f(x, y), soit 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 


(D) Fx, y, 2)= f(x, y)—2=0, 
alors, 
pe _ of dE of de 
0x 0€ dx OY: ON IOY 


Si nous évaluons ces relations pour le point GAS 2) a que nous 


substituions dans (74), nous obtenons 


dz 
79 CÉRTR ET 
OC 


formule permettant de trouver l'équation d'un plan tangent en 
Se Yi» 1) à une surface dont l’équation est donnée sous la forme 


fr y). 


Au S 126, p: 298, nous avons trouvé (55) la différentielle totale d’une fonction 


u (ou 2) de æ el de 1 $ savoir 


ÔZ 
— dy: 
.dT dy ÿ 


Nous avons maintenant un moyen d'interpréter ce résultat géométriquement, 


OZ | 
SC TAr ARS 1) —(z — = 0 
x) + (y) (2) 


car le plan tangent à la surface z = f(x, y) en (x, y, z) est d’après (72), 


(E) ARE = TX 2)+° 0) 


X, Y, Z désignant les coordonnées variables en un point quelconque du plan 


Si nous substituons X = x + dx et Y —y+ dy dans (F), nous obtenons 


(G) RE PL PR 
: AU MAD ARUNRE 
En comparant (£) et (G), nous obtenons 
(H) Ur 7% 
(*) Pour s’accorder avec les notations déjà employées, 
dFi 1, dF, - 4 DFi j | 024 Ë 
dæ1 L dy1 d21 dT1 


désignent les valeurs des dérivées partielles au point (&1, Ya, 24). 


dza 


s 


“ 


AR TN de 0 US CE En DTA UR 
| | "NE 
2 
APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE 309. ss 
56 | 3 
_ Théorème. — La différentielle totale d'une fonction f(x, y) correspondant aux x 
accroissements dx et dy est égale à l'accroissement correspondant de la coordonnée z 4 
du plan tangent à la surface z — f(x, y). re 6 se 
Ainsi dans la figure 148, PP’ est Le plan tangent à la surface PQ en P(x, y, 2). 1 
P(XY,2) é 
Ë VAI SN vé 

1 < 

Î 

l 7 

Ni 5 
D 2 

Fig. 148. 
Soit ob du ets CD—dy;: ë 
alors dz= 2 — = DP'— DE — EP. é 
: 1462, Normale à une surface. — La normale à une surface en 


un point donné est la ligne passant par ce point perpendiculaire- 
ment au plan tangent à la surface en ce point. 

Les cosinus directeurs d’une ligne quelconque perpendiculaire au 
plan tangent (74) sont proportionnels à | | 


No 20, 
DA dY1 BRAS 
| | : OP. eraret- SERA ne NE Cat lot À 
73 es A A 
De fe de 
dx, dy; dZ, 


sont les équations de la normale (*) à la surface (x, y, 2) =0 au 


point (di, Yis L1). : 
De même, d’après (72), 


; 


(*) Voir la seconde note de la page 307. 


CR PRES 


NA ds 


21 


U 


{ 4, L " 

DA La HA ra # es vs j [1 

+. "à NRA CN Cr  # n 
JE, ME 2 Me CRE 5h ER à 


bp 74 


A2» © 


De, 


RER TNT 


QE 


2") MF: 
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X— X — Z —2Z RS re 
T4) RE T 
ï 3 ùZ, ÙZi EE ; w= Le * : HE é Sn a 
0x Di De Æ RATER RO L PNEU 
à 9 . à . me. FLE Er 
sont les équations de la normale à la surface à ses = fr. y) au 120 
Cr is Uis 84): Re La | a ue 


EXEMPLES nn 


4. Trouver l'équation du Fan Fe et les équations de la normale 9 FR 


sphère x? + y? + :?—14 au point (4,2 re Re PONT RÉ Spies 
Solution. Posons Fe, y; 2) = 2? + + 12 — ee Éntee e ; < RÉ E 5 
Alors re Fa, BE TE er ee: A: Le 
dT dy dz A RR PRE 
T1, Y=2, 3, PU TRE 
d’où À di ==: VE CRETE > = or Fr 
0, OYa 0 ds dénude Se s 
En substituant dans (71), il vient < FAST ERES 
ae 1) y D + 66520, MOT TER De A 
LR 7 se A fins RERES 
pour le plan A, | LEE RC PRES : xs RS 
En substituant dans (13), on a : 24 PES LAN TRS TNT AE 
ed Ye D Re RS 


ce qui donne z — 3x et 2: — 3 pour les équations de la normale. 


2. Trouver l équation du plen tangent et les équations de la norme à l'ellip=" Le 
soide 47? + 9y? + 367? — 36 au point. de contact où x —2, y— 1 et: > 0. Se 


_ Réponse. Plan tangent, Re — 29H — DOG VD 0 de 
Ç normale, pet : Le Det nu Æ Æ Tee à à = “ 


3. Trouver l'équation du plan US au paraboloïde elliptique z oi ses 
au point (9, 4, 19). Se ; RES Rép. a Pepe 42: + 


4. Trouver les équatidis de là normale à | 'hyperboloïdé à une seule nappe ce 
dt? — 4y? +22? —6.au point (2,2; 3). de > LÉ REP: y+4t— 10, Bt se 


5. Trouver l'équation du plan tangent à à T'hyperboloïde à à deux nappes : = 


ee bn HW QU RS PER EE CIRE r PL É TS et 
DEN UE ae | ne PAR ON RU et VAE RC 
| RE DEC hi e Five Vs 
1 point (x . | LT ” 1 ME AE 

6. Trouver l'équation du plan tiger au pont nes je 3e _ + surface RE 

ax? + bu? + cz Past HE Eu Sur Re ee re 
* ee # + 2 Je , Se 

“ É : : * ; S 


LE 7 F4 x SE 


"5 


: : AY 
TRES, | PE 2 » #2 
F Vpr à 
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7. Montrer que l'équation du plan tangent à la sphère 
+ y + 2 + 2x +2My + 9Nz + D = 0 
au point (Tr, Y1, Zi) est ‘ 
Die + Yay + 28 HEC + 2) + MG + y) + NG +2) + D = 0. 


8. Trouver l’équation du plan tangent en un point quelconque de la surface 


2 DS 2 
Ti + y +z—a et montrer que la somme des carrés des segments intercep- 
tés sur les axes par lé plan tangent est constante. 


9, Démontrer que le tétraèdre formé par les plans de coordonnées et un plan | 


tangent quelconque à la surface tyz — 4° a un volume constant, 


10. Trouver l’équation du plan tangent et les équations de la normale aux 
surfaces suivantes, aux points indiqués : 


- (a) 22? + 4y? — 3 0 ; (2, 4,49). AS sort y 920, El; y A1. 
(b) D? + A — 2? — 16; (4, 2, — 1). (e)sr? yet 2m Er —A6;r =, u=1. 
(e) a +p+r— 


11 ;, C8, 4, 1). - SH rent eee 


163. Autre Ur des équations de la tangente à une courbe 

gauche (9. 149). | la courbe en 
- question est la cour he d’intersection 
AB de deux surfaces F(x, y, :)— 0 et 
G(X, y, 2) —0, la. tangente : PT .en 
P(x,, Yi: 3) est l'intersection des plans 
tangents- CD et CE en ce point, car elle 
est également tangente aux deux sur- 
faces et, par suite, elle doit se trouver 
dans les deux ‘plans tangents. 

Les équations des deux plans tan- 


Fig. 149. 


gents en’ p. sont. d e CAE 


\ ee x)+° Sie s)+ EL(e— 2) 0 
PACE 
EG x—x)+° Ge )+S EG a)= 0 


Prises simultanémient, les équations (75) sont les équations de la 
tangente PT à la courbe gauche AB. Les équations (75) peuvent 
s’écrire sous une forme plus condensée 


(76) 74 
dF,0G, dF,0G, OF,oG, dF,dG, F,dG,. dF,èG 


Ôyi dz: dz dy dZ,0xX, ‘OX; ÙdZz, dx OV, did 


1 IS Pr ST CPR OA es 1 à IR CL ut 
2 as m7". ee VE #. pd: he Es 4e 


er: * 
SAR Pol Does 
" As IL ter SPAM CET 


eu à + = Rs 
As k ” # Es s 
FT. é72 Pa. : à > ci e 4 1 
D 312 CALCUL DIFFÉRENTIEL | = 4 
Be, | rte 4 
‘LR AOÛ 4 
 — | X— X Y — 7: Z—Z,. + SE 
Ex ; 77 + LA D ASS = AN TIR CES 5 = 
D 7 0 pro eo one 5] 
4 ER dy; dZ, (22. dx, dx, dy, | | | 
. oBoG|  Jos,odi| GE) 
7 7 _hyoz| fzox|  (oxoy| LE 
nn en utilisant la notation des déterminants. RTE ONE | 


7 164. Autre forme de LSqUANoR du plan normal à une courbe 

| gauche. — Le plan normal à une courbe gauche en un point donné 
a déjà été défini comme étant le plan passant par ce point perpendi- 
eulairement à la tangente à la courbe en ce point. Ainsi dans là 
figure 149, PHI est le plan normal à la courbe AB en P. Puisque ce 
plan est perpendiculaire à (77), nous avons immédiatement 


DFdF. ÈF.oFif 7 JOPar, 
D'AA 1dz, dx, __ (dx, dy, k J 
78) | — | sr.  (GTrz4)= ne 
F9 bee ET eg 7) co e 070 02 
DA (02, dk, |.” dx, A | 
qui est l'équation du plan normal à une courbe gauche. 
EXEMPLES À RESTÉS 


1. Trouver les équations de la tangente et l'équation du plan normal en T4 
| Cr, r, 1ÿ/2) à la courbe d’intersection de 4 
la sphère et du cylindre dont les équa ; 


; 


tions sont respectivement LS 
D Hp 4, a Hype, ; 
| Solution. Soit nr LEE RAS ET 2 
, 2 
F= 2 + +z—4r ‘4 
‘ ! 
et _ G—=a?+ y —9rx. à. 
F Sr ere 
Moy, Mizor, Mio 
dd, QUn DL | Ë. 
à] à | GAS y 3] 
Le 0, BG 25 PARU: 2G 22 4 
- dd OA 074 ; 
AE D 3 4 +4 
7 En substituant dans (71), il vient + 
Rae | 
En. E ve LT OY TL 2 A2 ME 
ÿ | < — j Æ (f) Tax ; Â # Le > 
A Fig. 150. Ne DS NOUS PER 
5 | LOU Y=TT LR V IE 8" 
& pour les équations de la tangente PT en P à la courbe d’intersection. 
4 ” É 


Re {APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE x, SLT 
Es Se substituant dans (78), nous obtenons l'équation du plan normal” L | € 
ne —V@-n+04-nD+(—12)=0 © : "4 
re ss $ ©: ÿaz—:—0. 4 4 
2. Æ rouver les équations de la tangente au cercle és D 
MONT UT SET Er 1 
au cout (2, 23, D) | 3 
POSE 0 Dr Fe > | Rép. Qx + W/3y + 32 — 98, PLrbte "4 
3 Trouver lé don du plan normal à la courbe PAS 3 
Ar PR vor) a 4 #4 
= au point (&, Vo 1). + ; Rép. dy,zir — (Or, — r}zay — rÿaz = 0. Re: 
À 4. Trouver les pquattons de la pese et du plan normal à la courbe FER % 
UE HP, = 3 + A 
au Ro (1, —1, >). | RS 7 | 3% 
5. Trouver la direction de la courbe | | <È 
| ASE = Ds T2 re | Fe. 
au porn a AT 1). AR ES. ee. 
6. Quelle est la direction de. la Jangente à la courbe y— 2x?, x? — J'ausa à : 
point (0, 0, 4)? Na a EE À 70 
- 7. Les équations d’une hélice (spirale) sont En «3 
D TR ne Ver: el 


Montrer qu’au point (2, 4, 3) les équations de la tangente sont 


Ua Ta © @—x)EyG—4)—0, 
1e sue 2 UE Le CQy—) AG) = 0; ’ 
TR que l'équation du plan normal est 
D: k NP Le RATE L WE y — cz — 2) —0. | 
3 8. Une courbe gauche est se par l'intersection du cône D + à AE 


= _ et de la sphère a+ y? +2? — r?, Montrer qu’au point (x1, y, z,) les équations à 
ro t:«de le langente à la courbe sont 


SES Ram) + GE) 
2 GDF G A); 

F Let que l'é équation du plan normal est 

2 $ À : a WZ COLTUSE = bc? + NET et et — briy,z = 0. 


‘CHA PITR EX XL - . ne . 


COURBES DE RÉFÉRENCE RAS Se me 
Pour la commodité du lecteur, un certain” nombre des” courbes Las 
les plus communément employées dans le lexte ont été rÉuTes CL 6504 
: 7 5 À sa Æ en K LES 
PaRAGOLE CUBIQUES 22 © PaRañorr SEMI-CURQUE. Ce 
; 2 M AE y —=0# SEE < = À e 
à Re ie ee Ne ie PA CR 
dy = ir Cap. 
| Fig. 153, 


4e Frs RS 
ee #. S AR 
> i 


RNA Ur...» OJURENSISDRÉFÉRENGE- + 2: 15. 


SP 
» Le <- 
L2 . 


«La LEMNISCATE DE BERNOULL. we AS 3A CONCHOÏ AS A. 4 


ee + ; 
: He a CE y LE a ee LR p). Lu 2 p=(y + aÿ (0? + p). RS >. 
LES D =. CORAN mt | 


RAT Q RRQ or D oc 
$ LE Ge <a < z. ee ë ss ER Fig: 156. 


LA CYCLOÏDE, SOMMET A L'ORIGINE. 


0% 
AE : 
_ 2 ï 
as Ë 
> » 2e —— J 
- . “5 
FR 
Dr F 
. F k 


|æ=aarcsinvers sv UE %— «arc SIN VÊTs - L + Vaay— y? 2 
: En we 2 4 $ À * Le. 
= LS + | ace = sin 6). A tit 0 ( e sin 6), a 
PMR Der ue | y—=a(l—cosb). 
SR = Fe ne 57 _ PE … Fig. 458. 
PRES = : ; à ÉCHANErTÉ = Ês PARABOLE. 
: ET CCE 
hote ( És 2 
Fig. 460. 


ES 316: de CALCUL DIFFÉRENTIEL SE : BR . 


… A + 


a. HyPocyCLOÏDE A QUATRE REBROUSSEMENTS.  DÉVELOPPÉE DE L'ELLIPSE. 


> & 2 Pair 2. "SE 
PbeAE Ds | Car) + (by) = (a — 0). 
ÿ —HPSIN D: we NA. Mate 
Fig. 161. Q et ge 02e 
CARDIOÏDE. é - FoLium DE DESCARTES. 
LÉGER a EP. | 


p—= ai — cos 6). + y — 3axy = 0. rs 
Fig. 163. PB APE PC CA 


COURBE DES SINUS.. COURBE DES COSINUS. 


# 
£s 
ÿ r 
% 4 
LT . 
| | 
) 
: 
ï 
È ‘4 
‘22 
L2 n 
2- : 
= x 
? | ; à 
+ % 
ty F *2 
1 , + è 
e- 
#3 É 
É PL 
LE … ” 
} + À 
: - > 
D” - LS 
À » de 
F « 4 _…. 
et = ar ‘ A 
e) ral 
Xe ” 


{ Le si ; L'ARAPEE ENT = | QE 
UN RON. oi, COURBES. DÉ- RÉFÉRENCE  :’: | BÂT.= 500 
2 7 Tamaçon DE PascaL. PRE SrROPHOÏDE. : OU 
| à 

2 

< RTE Eo Si L | e js e. 

WE a —0-—acosh. ne pit à 10 
F 3-57 hi, 107: Fe | Fig. 168. 464 


RATE TE RER =: ©: SPIRALE LOGARITHMIQUE FES 
ne SPIRALE D'ARCHIMÈDE. OÙ ÉQUIANGLE. 


N 
# 
#1 
lo L 
+ 
' 
j, PER, 
=. 442 
Ps : 
Es 
: 
s s 
# 
4 
-# 4 
_@, - s 
# 


pr se Se 3 ee a0. à Le : p—e, ou fo = 464 
RÉRERS Dee PAL CN UN CSS SE | Fig. 170. 


<< 


?  SPIRALE HYPERBOLIQUE 


; se Liruus. 
LA RO __ OÙ RÉCIPROQUE. 


t 


PT 


1: AS A ; 
ATP REAPSE E RU 
BRU PL Ke | TNA EN TR EE | + : 
CRIE) 1 NV PT ANNE C RReEt ES Fig 4172 | 


3 sr 
+ : d 
*, - L " 
dé # = 
2 
5 LEE 
7 (2 
2 f - #'« 
ES = 24 e - % 
ss 2) À À : “ A > 
à € % ; à : +0 
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è SPIRALE PARABOLIQUE. ._. : COURBE LOGARITHMIQUE. = 

Fe (e— a} = hache re _ se RUE A 
COURBE EXPONENTIELLE: .. : COURBE DES PROBABILITÉS. 
y D a ne nn 

Mir 155, Re &ù F: “ Re : > ke ee à 


= COURBE DES SÉCANTES. COURBE DES TANGENTES. 


pri 
\ 
, 


AO ARE. TE 
1 
LU 


ES + 
Se - o 32e 
Y > . is v. 4 
AE De La : Æ - A L 
Fe Rd TK PATATE 
} als 1 - 3 AE 
> Le ! FES 
Fi 1 
[ ! > 
1 7 = EM 
1 . à ET 
! PERLE 72 - 4 
ir 5, tes Le % , 
à " : 
DS ER d | L À 
{ Tr >= 
Pa a £: . 
> KT, a É & Eu Ces tt 
_ % + = 2 7 2 k & . 
y =SEC LE. | SI re se J=tsa Se Dr 
ÿ AR | * : - ET 3 
È x M Le CR 


FRA ATET CRE RE is 178% a AOL 


KE 


« f 
De 2 . 
k NS Ve VE 2 


AE ir ‘tt = h x FE ER 


= Ce r 


 RosACE LEMNISCATE A DEUX FEUILLES. 


AE = sin 26. 
Fig. 183. 


RosacE:A TROIS FEUILLES. 


_  RosacE A QUATRE FEUILLES: 


© GOURBES DE RÉFÉRENCE 


. 


ROSACE A TROIS FEUILLES: 


p—û COS 30. £ 
Fig. 180. 


ROSACE À QUATRE FEUILLES. 


p—4.008.20. 4 
. Fig. 182. 


ROSACE À HUIT FEUILLES. 


Fig: 184. - 
> ; si = _ 
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COURBE AVEC POINT D'ARRÊT 
A L'ORIGINE. | 


‘ 


Ya glonn 


Fig. 183. 


COURBE AVEC POINT CONJUGUÉ (ISOLÉ) 
A L'ORIGINE. 


YÈE= 2 — n°. 
Fig. 187. 


PARABOLE. 


COURBE AVEC POINT ANGULEUX Le 
A L'ORIGINE. reg 10 
ARC 
| De + ce) =D: 
Fig. 186. 
COURBE Fe 
AVEC POINT DE REBROUSSEMENT 
DE SECONDE ESPÈCE A L'ORIGINE. 


GE CET SE 
Fi 188 MAN LES TES 


=] 


HYPERBOLE ÉQUILATÈRE. 


CALCUL INTÉGRAL 


CHAPITRE XXII 


INTÉGRATION. — RÈGLES POUR INTÉGRER LES FORMES 
ÉLÉMENTAIRES CLASSIQUES 


165. Intégration. — Le lecteur est déjà familiarisé avec les opé- 
rations mutuellement inverses d’addition et de soustraction, de multi- 
plication et de division, d’élévation à une puissance et d'extraction de 
racine. Dans les exemples qui suivent, les seconds membres d’une 
colonne sont respectivement les inverses dés seconds membres de 
l’autre colonne : 


Dal er + 
EI Le log. 4: 
TRSULL, æ— arc sin y. 
Le calcul différentiel nous a appris à calculer la dérivée f(x) d’une 
fonction donnée 1C2), ne indiquée par le symbole 


ml =r 


ou, en faisant usage des dteotelles, par 


di) == 1 R)dE. 
Les problèmes du calcul intégral dépendent de l'opération inverse, 
Savoir : - 
Trouver une fonction f(x) dont la dérivée 
(A) … F@=:@) 
est donnée, é | 


ou, puisqu'on utilise habituellement les différentielles dans le calcul 
intégral, nous pouvons écrire | 


(B) TOO OL 
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F 
F 


_ elle-même. 
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et énoncer le problème comme il suit: | te 2 
- Étant donnée la différ entrelle ss une fonction, trouver cette fonction É 
4 


La fonction f(x) ainsi trouvée est appelée une entégrale (*) de 
l'expression différentielle donnée et l'opération effectuée pour la trou- 
ver est appelée 2ntégration. Cette opération est indiquée en éerivant 


le signe (*) 1: devant no différentielle donnée. Ainsi, 


(© dr l'add = fa), C7) à 


se lit somme de f(x)dx é sgale f(x) et signifie qu'une A de. “ 
f'(x)dx égale f(x). 

La différentielle dx indique que æ est la Fe d' intégration. 
Par exemple 


(a) si f(x) — x, à (æ)dr — 3æ°dx et 


[3 ML TN 
OMPOESUEZ 1 (XII 008 sax, et } 
Ê cos qe sing; à 
(cxsL/ (0) ati; f re sel ; 


ADS) rh 
1+ 2 2e à 
ARE a 5 SECTE 
——— = arc tg x. se < 4 
: nt 2 4 
Nous allons maintenant dév elopper ce el ressort des uote | 
qui précèdent, Savoir, que: : ie TES 


la différentiation et l'intégration sont des opérations inverses. 


La différentiation de (C) donne ; 
DES d JE l ce =/ ee 


() Appelée anti-différ entielle par quelques auteurs. 
CR Historiquement le signe est un S déformé, la lettre initiale du mot somme. Aulieu de 


définir l'intégration comme étant l'opération inverse de la différentiation, nous pouvons la définir 
comme une opération de sommation, notion très importante qui sera considérée au chapitre XXVIHI 

(**#) Quelques auteurs écrivent cette expression D;1f(x) quand ils veulent insister sur le fait” 
que l'intégration est l'opération inverse de la différentiation. 
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En substituant dans (CO) la valeur de f'(x)dx|= d{(x)| donnée par 
B), nous obtenons : 


RUE | TOO) 


#7 d | Fr | 
Par conséquent, RE et Î ... dx, considérés comme symboles d’opé- 
__ ration, sont ##verses, ou, si nous utilisons les-différentielles, 4 et Se 


sont inverses. Quand d est suivi de ne , ces symboles s’annulent l’un 


- l'autre, comme en (D), mais quand f est suivi de 4, comme en (E), 


ce ne sera pas le cas en général, à moins que nous ignorions la 
constante d'intégration. 
_ - La raison de ceci nous apparaîtra immédiatement dans le prochain 
paragraphe, dès que nous aurons défini la constante d'intégration. 


166. Constante ntésration. Intégrale indéfinie. — I] résulte 
du paragraphe précédent que : 


"4 

74 g 3 LE 9 ; 2 HER ELU 

% puisque dx)  —3x°dx, nous avons [3x PLEELE 

: | | 

Fe RE dx + À — 3x*dx, nous avons Je 32? dx = x? +2; 
à qe: — 

3 | 

ke 

# _ puisque dr Por 32°dx, nous avons PE Sa dx = x — 1. 
L En effet, puisque d(x° + C)— — 3242; 0ù C est une constante arbi- 
__ traire quelconque, nous avons 

æ 

k 

% [Se pre (0. 

ne - z 

4 

r a 


Une constante telle que C est appelée constante d'intégration (®). 
Puisque nous pouvons donner à C toutes les valeurs qu'il nous 


RE te 
nà a i 


intégrale. -elle en a une infinité différant seulement par des constantes. 
“Par suite, À 


_ frou=ro+c: 


0 Ici constante signifie quantité indépendante de la variable d'intégration. 


plait, 1l s'ensuit que si une expression différentielle donnée a une. 
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et puisque la constante C est inconnue et 2ndéfinie, l'expression 
f(x) + GC 


est appelée l'intégrale indéfinie de f’(x)dx. 

Il est évident que si (x) est une fonction dont la dérivée est /(æ), 
(x) + C, où C est une constante quelconque, est également une 
fonction dont la dérivée est /(æ). D'où le théorème suivant : 


Théorème. — S+% deux fonctions diffèrent par une constante, elles 
ont la même dérivée. 


Cependant, 1l n’est pas évident que si (+) est une fonction dont la 
dérivée est f(æ), toutes les fonctions ayant la même dérivée /(æ) sont 
de la forme :(æ&) + CG, où C est une constante quelconque. En d’autres 
termes, il reste à démontrer le théorème réciproque, savoir : 


Théorème réciproque. — 5? deux fonctions ont la même dérivée, 
leur différence est une constante. | 


\ 


Démonstration. — Soient #(æx) et (x) deux fonctions ayant la 
même dérivée f(x). 


Posons F(x) = 4(x) — y(æ) ; alors 


@ Fa KI) /@—0, 


par hypothèse. 


Mais d’après le théorème de É moyenne (46), p. 190, nous avons 


F(x + A) — F(x) = AxF'(æ +06: Ax). OA 
F(x + Ax)— F(æx) = 0, / 
[Puisque d’après (A) la dèrivèe de F(x) est nulle pour toutes les valeurs de x] 
et F(x + Ax) = F(x), 
ce qui signifie que la fonction 
ÆGœ)= (x) — x) 
ne change pas du tout de valeur quand on donne à æ l’accroissement 


Ax, c'est-à-dire que «(æ) et (x) diffèrent seulement par une constante. 
Dans un cas donné quelconque, on peut trouver la valeur de C quand 


on connaît la valeur de l'intégrale pour une certaine valeur de la 


variable, ce que nous illustrerons par de nombreux exemples dans le 


n à \ 
DL és MR ri |, 
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chapitre suivant. Pour le moment, nous nous contenterons d'apprendre 
à trouver les intégrales indéfinies d'expressions différentielles données. 
Dans ce qui suit, nous supposons que oute fonction continue à une 
intégrale indéfinie, proposition dont la démonstration rigoureuse est 
au-dessus de la portée de cet ouvrage. 

Pour toutes les fonctions élémentaires, cependant, la vérité de cette 
proposition apparaîtra dans les chapitres qui suivent. Dans tous les 
cas d'intégration indéfinie, la règle à appliquer pour vérifier les 
résultats est la suivante: /a différentielle de l'intégrale doit être 
égale à l'expression différentielle donnée. 

167. Règles pour intégrer les formes élémentaires classi- 
ques. — Le calcul différentiel nous à fourni une zègle générale pour 
différentier (p. 33). Le calcul intégral ne nous donne pas de règle 
générale correspondante qui puisse être appliquée sûrement dans la 
pratique, pour effectuer l'opération inverse d’intégration ( ; chaque cas 
demande à être traité spécialement et nous arrivons à l'intégrale d’une 
expression différentielle donnée par notre connaissance préalable des 
résultats connus de la différentiation, c’est-à-dire que nous devons 
pouvoir résoudre la question suivante: quelle fonction, quand elle est 
différentiée, reproduit l'expression différentielle donnée ? 

L'intégration est donc essentiellement une méthode d'essais et pour 
faciliter le travail on a dref$é des tables d’intégrales connues appelées 
formes types ou classiques. 

: Pour eflectuer une intégration quelconque, on compare lexpression 
différentielle donnée avec ces formes, et si elle se trouve être identique 
à l’une d'elles, l'intégrale est connue. Dans le cas contraire, on essaie 


de la ramener à l’une des formes types par diverses méthodes dont 


beaucoup emploient des artifices qui ne peuvent être suggérés que par 
là pratique. C’est pourquoi une grande partie de notre traité sur le 
calcul intégral sera consacrée à exposition des méthodes d'intégration 
des fonctions qui se présentent fréquemment dans la résolution des 
problèmes pratiques. 

On peut toujours dériver une formule d'intégration d’un résultat 


quelconque de difiérentiation. Les deux règles ci-après sont utiles pour 


(*) Bien que l’on sache souvent que l'intégrale d’une expression différentielle donnée existe, il 
peut, cependant, nous être impossible de la trouver en termes de fonctions connues, parce qu’il y à 
d’autres fonctions que les fonctions élémentaires, dont les dérivèes sont des fonctions élémen- 
taires. 
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ramener des expressions différentielles à de formes classiques d’in- 
tégration : # 


(a) L'intégrale d'une somme algébrique quelconque d'expressions 


différentielles est égale à la somme algébrique des HpAgrAIes dé ces =: 


expressions prises séparément. 
Démonstration. — En différentiant l'expression 


$ [a+ fa fa. 


“, v, w étant des fonctions d’une seule variable, nous obtenons 


du +- do — dv. D’après IL, p. 38. 
(4) ferpeene du far fan 


(b) Un facteur constant peuts ‘écrire soit avant, soit après le signe : 


d'intégration. 


Démonstration. — La différentiation de l'expression 


a [do 


donne à adr. # _.. D’après IV, p. 38. 


(2) ARS f'aar= a [ av. | 


En raison de leur importance, nous écrirons les deux règles ci-dessus 


sous forme de formules en tête de la liste suivante des formes élémen- 


taires classiques. 


ForuEs ÉLÉMENTAIRES CLASSIQUES. 


RS" 


“de 
Co 
à 
« 
el 
ä 
« 
1 
" 
Par 


A AE 
Pan AT 


_ FRERE = : INTÉGRATION ; 


MT ; PE n+i 
+ € dv C. 3 
SENS @ a F FRRTES L 


nt à 


DO fé nr 


LEE — log v + log c — log cv. 
SES : } . [En posant C=logc.] 


fa +e 
log 2 


fear 7 e' es 


En VE 
(ANS Gr" 
Fès? 


Le 

è 
PRE 
ml 7e 
7 


Le. * ON 
EE D 
NU 4 , CE 


GR ubr Pai 


Mes (8). fs vd —= cos rc. 


\ 


4: 


rest 2 


1 
A 
L 


A 
(1 
4 
77 
eo 


[ces padve-sinv  C : 


x 


_fsecvar —=tgv + C. : 


Rp 
FN 
> 
es | 
KR 7 


per ec 1). L cosec” v dv —— cotg Mr c. : 


fecvigrar=seor +0 ; 
. _fcosec v cotg v dv — — cosec v + C. 
… sec v + Ge | 
| ÿ. _fcotg vav = togsin v—+C 


É J sec v dv — log (sec v + tg v)+ G. 


HE LA SE 
a 


F 
L 2h ee 
Te Te 
Sr nie 
! + 10 v va: Le. 
== = lp +VVE a) 


u «f cosec v dv — log (cosec v — cotg v)+- C. 


DE 


6 
at à 


LT 


Éd RE NV AUIREENS 


mue à 


D 


Fe 


Me et De ESA 


ee 


a , 
\ A L - 


4 


FES SR AS VMS À INT EME 


Vers 


minateur, l'intégrale est le logarithme naturel du dénominateur. 
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dv 


(22) ——— = arc sin vers — 2 + Creer ? TE 7EERR 
\/2av — v° LA 738 

(23) fs . _- 3 | 4 
vVv ai TR: a | A) L £ 
Démonstration de (3). — Puisque g 
d(@+C)= dx, AT IE S8. NV R 

nous obtenons TE deb br | | 4 


Démonstration de (4). — Puisque 


PRES 
d(; + 1 AD c)= 


n] re wr+t C 
fe D pa de 


F 
ET. ù 


"dv, VI, p. 38 


nous obtenons 


L 


Lu 


“ 

Cette relation est vraie pour toutes les valeurs de n excepté pou 
n—— 1, car, dans ce cas, (4) donne GR: +4 
4 

“e UE += +0 +c. É 

PR T 0 4 

+4 

expression qui n’a pas de sens. <. 


\ 


Le cas où n — — 1 est compris dans (6). 


Démonstration de (5). — Puisque 


re Se D rh LA ANT 


d(log DC) ce, Va, p.39, 1 

| 4 

nous obtenons pes — log v + à “4 
Ù # 


Les résultats que nous obtenons d'iprès (5) peuvent être mis sous 
une forme plus condensée en désignant la constante d'intégration par 
log c. Ainsi | 


’ ie logo log e = se CU. 


T0 


La formule (5) établit que si l'expression sous Le signe « d intégration 
est une fraction dont le numérateur est la différentielle du déno- 


Foie 
ns M - é \ 

#4 FRE EXEMPLES (°) 
Fe 58 | 
‘as ‘A l’aide des formules (1)- G), Me les intégrations suivantes : 
PA ÿ. - 

’ » 4 6+1 
: RREÉE adx = ? fr ra d’après (4), où v— x et n —6. 


a CP ST RE RES 
HER | = 5 see | 
À. C 3 46 ? ri 3 


re 2. [Vædr = side = += x +0, 
Ne . d'après (A oùv—#xetn Er 
« ; ‘ fdx TER 4 
: DC du — = — 
Da tt 0 | 
es } d’après (4) où v = x et n = — 3. 
LS ï 6 
sf gx 4 sf ax — ce + C. D'après (2) et (4) 
F Ex , 3 
DE TR 
GR 12. fruit ec 
> > 5 | 
ue 
é 4 23 3 5 ER si 
Aer Ge 13. f à ds 4e Ce 
Se 1 
É date 14. _f 8abrdi = a + C. 
: A 7 3 
8. LES Berre 45. f'smtstds = ME + C. 
, DT 3% T 
Re: bde ve? 
 sfése efé-mie 
NES at à 2a & j 
ë 40. ouai = + 0. 17. (na) 7 dr = (ha) +0 
ne. A8 fire =à PAT Rae 18. fra ee 


19. Ha Gt Br? — 3x 4dr — = f Qxdr — f° S&%t — f Sœdr + J Ldæ 


d'après a) 


Sa Le CICR RS à de foie faite 28 f'adr+a fa 


res | d’après (2) 
| | at Das 3x 

3 ës ET ae Ed AS LE D 
5 6% A we 9 3 + 9 T 


CRE 2 
AR — Bien que toute intègration séparée demande une constante RrbHAES VE écrirons 
| seulement une constante ANUS ne A leur somme JRCDrIQUE 


- Cu 


A A. © En apprenant à intégrer, le rétut devra s'exercer oralement à intégrer des fonctions simples, 
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Bee 330: | . GAËGUL INTÉGRAL FE RES ER PEUR 
BE: 00 : BD +aÿaie= fus re Le. £ 4 
ce 4° RARES (DS 1 
1 RU) je De 2 de — b Tr?d& + 8c f rod. : 5% 
BA ra d’après (2 à 
ne. à près (2) Es 
U À L 1 L Ê 
Ab ocre e 1 d après QD … 
> NES RAT TE LS 
PET = b 9 > ; $ A $ 
3 ar LE crs EC. * ° 
= 0 
à 21 [ @r°— 3x 19% Se rer 3e + C. 
| | 3. 1 a 
. À à \ 3T 3 7 { à] 
| 22 Var Ne ES se TC 
V gs ES 5 7 a S 
2 3 - Ro FETES ; 
M — + rt 3 + 
23. fl a — x DR JR PAR eee : ; 
ht ES 5 : 
É NoTe. — Développer d’abord. cc 
É 2-8 ; 
F5 E = /&  Satuy?  Sa?y* LEE 
e 24. fau TOUT ON EPS PRESS mA EN SRE Fe 
eve En ee er 6 
ds 19 3 IRC 5 ; 
; 2 A Re CARE) 2 #2 WE 
25. JUVa—viat= a t— Qat? + +. 
ne < w10 8 | 
È 26. fer apartr = 20 3 Lou on €. 
3 Tr 
5 3 ? 
© > D) 3 
27. JG + vx) otre ER c 
æ 3 3 D 1 j dr . 
Nore. — Cette expression peut être ramenée à la forme (4), car posons v= a? + bix? et sn 288 
3 rs sue dv = 2b2xdz. Si maintenant, nous insérons le facteur constant 2b? devant dx et son inverse et 
“i — devant le signe CANTÉSANON de facon à ne pas changer la valeur " FER enons celle-ci | 
%: ES être intègrée en utilisant (4), savoir ns 3 Le = ° ds Æ, = & > 
Er | frere SAINS. USSR TR 
4 AETES * RER FR Peche 
en. Ainsi, L Pie Rn. Re 
M fe + ae feretaas fersruntae db 2) | À 
à Ë | 3 NES 
LS (& % Ee 2 +c= -@ ne bas)2 LG 
ns RS AR REC 1 
2 É4 È » 548 TER 
NOTE. — Le lecteur est. averti. qu'on ne doit faire passer aucune fonction de la variable dun : 
côté du signe HARBraHEn à l’autre, car cela Cr la valeur de arte Fo qu Ir as] 
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, re % 
Lt, - ke LS 
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ce j: ÉRcr 
: 
"1 Ka + 
Fe % : 
æ r 
é » S 5 28e * Ve 
pur F _ Ë 
s # # | fai 
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+ / * 1 sh ee Re - 
4 > ÿ < : EL 
® È = 4 : Ne 
à # PNERSE CS SE PEN Ce 2 ER à: à 2 
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Là + no 3 (dax + 4ba?)d — 1 A Ga2 + 4bx) 3 a e 


.& 


Nos. — RARCE ue en posant vu —3ax? + 4bxs, dv = (az + 12bx*%)dx et ee 


+ TA = - 
SR À = 
ES 


#0 » ju UGar + Shas)* Gaz . te = = —- D (Gaz +- 8b x) ï EG 


. pe Fee 


e , 


0 A a? ca 


TES Z 5 a 
Le A N OTE. = * Ecrire comme il suit FRPEEMe donnée A (a+ 2%) 2x°dx et appliquer (4) 
LL EL ; : : 
Le 32. fee C7 
HE CA en ÿ — LT ÿ ‘ 


ee dus + C. 


35. PE dx 2= fine) cos be +C=e cn er 


N OTE. — Utiliser @ en 1 posant v=sinx, dv —cosxdx et n—2. 


36. + Je ain nie = SES 


1 Q , : J 5 
 gint ar + te 
2/7, n— 


% 


HEBT. ie ax COS s atdt = _ 


a. [ cost 3x sn Bed = — . cosÿ 3% + C. 


e + , = 


30. fu Va — x? + C. 

FRS Va — 2° eue ù fi 

PR ER OUT Mr AE É | FR 

= 40: 27 ; 
© Een | = 
4 ie 22)3 +C 


a nn Dee. a “ s)3 + DE 


«- 5 Le * rte : _(@ ee bar)" : : 
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| Solution. PRE RES _Sardx 3, fre “xd 
SE AE br re. BH ex? 
AU ‘ 
+ & À ù e + x ! g: …” 
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Cette intégrale ressemble à (5), car posons v = b?+ ex, alors ne eee 4 
Si nous introduisons le facteur 2e? après le signe d'intégration et . devant, 4 
nous ne Changeons pas là valeur de l’expression, mais on voit que le numérateur É. 
est maintenant la différentielle du dénominateur. Par Fee ES 
z dr dE? + x?) : 24 

3 ædx_:_3a f Lexdx on 3a ve D c. % 
4 b+ ex?  e?J b? + PH “2e? b? + ex? . =; s 108 ( ju a = 

, A … D'après (3). A 

46. 2Ae de s log (x? — 1) + C. Mr, 52 

| É 

47. Le ge +. ; DEA A 

5x? 2 na à . Er 

48. FR — log a + 15)5 + GC. Fe 


sn S Ps 
S] 2. 2 
49. en Sn — log (Ba Bb) + C. 


»3 2 3 
50. _. Ro er A En 
NOTE. — + d'abord le numérateur par le dénominateur. 


Sdu= 2 — log GE C. 
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62, Se les fonctions ciaprès et vérifier les résaltats par différentiation : 


Ne : (a) [( . à dæ. 

à | È | | 

Es Solution. Je “3 = dx = 4 fa _ 2 [= mo 2 log x + C. | | 4 

| | Vérification. d Ee — 9 log x + c)= (3 + 3x? — 9. s de = (ae —… <) dx. 
© fete. (h) ee (n) tease a. (6) [sin eo à da. 
(c) de 5 Va dæ. (D oi PT EE f Er Cu) Ju 
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ere des formules de différentiation correspondantes, XI, 


Re Æ ge | T2 
3b ms UE 52 


10e Dia ER 
= œ AS FRE É 


2 


= 


(m) [ pa LES 
nr "7 Eee L ne > 
où CARE RER 
0 fee ev di. F2 


(0) À cpu. . 5 _ 
DR 


GO fesses tt SERRE 


“ 
e 
Le > 
ET En se NE 
ar 2 LES 
ait ME, @7”., Ares) 


: 54 en DRE ele oc D ANDÉGRATION | | 2338-00 
+ er 3 


Rs. : sin @ : STE 
STARS ; ne sin bd. s | CR 
> à); | cos D 3 
v. Le : VS à | \ F4 3 
— sin dAv ; = HAT 

LÉ RERETS COS © KT 
% fs : SRE ; e & ; É ; : £ COS D | = -. 4 
LC È SE PRE S LE — — log cosv+C d'après (5) ; De 


D  e . r “ . 
Li: © ‘ L 


E — ES IR AS RE — us see + C. e: 


D - eee [Puisque — log cos v = — ee — = — log 1 + log sec v — log sec v. +4 
_ Démonstration de (15). 55 

Ù Sr COS D inv 7 
“HP * USE gere, d(sine) PU 4 
D je Le sin à sin ©  #e, 
LT | — log sin v +C. | D’après (5) 


| Démonstration de (16). | Hi | 6 #20 


TETE to v 
à Puisque. - SEC D —= SEC D secvu+gv 
| æ sec D + ty D 


__ seèvtg + sec? # 2 22 : LE 
sec v + ig v 


#0 = HAE UNE fre sec edr = —= ee movtgp sec, Se, 
RS Se | see 0 + tg v 
Frs ne Es : = fun 
SES CIRE sec v + igv LS 
ee | mous d) = Cr. D'après (5) Me 


_ Démonstration. de (A7). | 


£ 
NEA 


Eur 
cb 


SAP PE AE 2 


* 


* 
FAT 


 cosecv — coter 
COSEC D — COSEC D —— 2 
cosec v — cotg v 

__ —— COsec v cote D + cosec” Ù 


ee HR COseC v — Cote v 


cosec v cotg v cosec? d } 2 ESC 
ne | as Cv go D 


cosec v — cotg v 

UE D gv) — 
lip LE cOSeCU—coigv - | 
ARTE NS. Es — log aus v — cotg De D'après ® 


: _ Puisque 


. “ 


CORRE CALCUL INTÉGRAL PS Cd + A0 
D EXEMPLES Ce 
‘à D A l’aide des formules (8)- (17), vérifier les Aletatione DINNANESS 
“A 1. [sn Qaxdx = — À LE — + Ÿe l 2 F2 
4 ET er Es ; 

; Solution. Cette intégrale nil à (8), car posons v — 2ar, alors do — 2adæ. 

+ (e Si maintenant nous insérons le facteur 2a aanL dx et le facteur + avant le 
4 signe d'intégration, nous obtenons 24 J 
= ; 
F É sin 2ardr = — x JS sin dar - 2adx 
à | — = x f sin 24x - OS = — LC cos one Que (8). - 
F | cr etos dax ar LG 
+ DA N 
2. cos mrdx — L'én mx + C. 

+ 3. [te brad _ log sec br + C. | 
À | 4: He azdx = ÎL log (sec ax + tg ax) + C 
00 ; 
>. 5. x = a log | cosec © — cot 
2 JR Énhe. : 
; 6. [sec st 18 3tdt — ! sec dt CG à £ # Re pe è 
a 73 _f cosec ay cotg aydy = — - Cosec dy + C. SES 
| Fe 8. _f cosec'ardx — — } cotg 3x + C. 10. JR . «dx = tg xs + sf 
‘4 Le foot Sde=2log sin à +C. te 1. | _ = cotge+ Ce te : 
Le 2. f tes +C RE D de 
308 COS?s ; 77 
4 AS f (g 0 cotg 00 tg0— cotg8+C PO. 
F2 s ; - 7e CRE 
10 14. [sec a — te aa = Ag a — sec a) — a + Ce FO TT 
FE x \ È #4 

$ = 45. ft 25 — 1)ds =} tg 25 + log cos 95 + C: : 


16. (eos —sin 36 )a 0—= 3'gin sin 2 + dem ec. 


Br | ©. INTÉGRATION DER 
be Aa: : 47. ne eme nee 
Pres RE a 
4. JL k cos ce  by)dy . sin (a + by) + c. 
ES E NES 18. encens ax = —{cotg &3 + C. 
DT (log æ) ÉE — si 
Dune.  20.- cos (log x) Hi sin (log æ) + C. 
s me 2 a eh cocec bot Ole LAN) 
#4 LA cost Le 2 
Ee- NOTE. — Multiplier le DACMANE et le dénominateur par 1—cosx et rèduire avant d'inté- 
: tr: ASE , 
544 22. [- LE ES | Re certe ma 
51888 1 E sin. æ 


28. Intégrer les fonctions vie et vérifier les résultats par différentis- 
“tion: 


; UE | tg 5t 

à Je e?. ed. : __@ ft 3 de. | @) | (cotg z — Le 
| En) fee t— At. 

(r) f (4 — cosec y}dy. 


ns Cr da" 
24 | Reset @) fi — COS 
4 < 0 G+ are. | of 4 Ty @ f d 

’ 4 — sin x 


ô 
96 — — |d0. dadt 
@ ee cure. ; (mn) fe de cosec) Qu) 1 SC bt 
L. oO furtee Of 


: © fs ser Le 8 Go. CT) g fe ss ere bx)dx. 


2° CES () 


rs cos 80 
Démonstration de (18). — Puisque : 


Re, 1 dy es Dee ED 
TT date ?+0)= PR se. 

M Te - . s Â —- Are < 
A R : d'après XX, p. 40 
Es GRANVILLE, Calcul diff. et int. É n | ° ee 0 


… 


É Fsin Pda. GO [. © [lieu cos). 
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4 dv 1 Ù BE, 

‘4 nous obtenons Ts rare tg—+( (”) 
x Démonstration de (19). — Puisque 
CE AA NE 

à 9 DEEE Fra) 
ë Fee D—a. D+Aa 
4 = [loë(o— à) — log (+ 0) +0 d'après (5) 
À l v— a à “e 
D: a te GC. 
+ 2a EE à 
5 


Démonstration de (20). — Puisque 


è d (ee | 

| d(aresin? Sie SE c)= RAS ne au ; | 
pe ) Va — 1? À 

: = | a] d'après XVII, p. 40 


UNS TE 
AT SIN er TUE 
a 


se do 
k nous obtenons: Rae 
À V a — 1° 
| Démonstration de (24). — Supposons que vd — a lg £, où z. est 
une nouvelle variable. 

En différentiant, on a do — à sec” zdz. LE 


4 | D'où, par substitution, 
En PURES GSeC Eds Te sec? £dz > 
ce en. 2 to? Sd 2 PR ua 
Vo +a Vatez+ a Vtez+1 4 23 
“0 | = = | sec zdz —log(secs+ tgs)+ C - - d'après (46) 
— log (te £ Ver z + M) Le D'après 28, p. 2. | 
(*) On a également * E RES PA ; 
1 v ie dv Pere dy al v À 2 
dr arc cote +0) = # fat = ar cotg + 01 4 
ut Par suite, : | ; >. 
4 [ do Lite EC = = are cotg ? +: C'A 
v? + ad a a si RE 


Puisque arc tg 2 + arc cotg # za 7 nous voyons qu’un résultat peut aisèment être eau 
a 


dans Ve On peut donner LE discussion RP pour (20) en ce qui concerne arc sin — et 
arc cos — et pour (23) en ce qui concerne arc sec — et arc cosec : 
a a a 


(*) En remplaçant la fraction donnée par deux fractions partielles (voir 1°’ cas, p. 376). 
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+ Ù . 
Mais @s=-—; par suite’ 


rer do À — log 0 ph A 
V2? + à Sr An joie 


DAME Tee 
Jon EVE EE a 
(4, 


— log CEA — log a + c. 
En posant C=— — log a + c, nous obtenons 


— logo + Ve + a)+C. 
V2 + 


tr € 


De même, en supposant b—asecz, dv — a sec z tg zdz, nous 
obtenons 


"es du a seczigszduz 
al — |-seczdz 
Ve Va sec? z 


— log(sec z +tg rie + c d'après (16) 
— log to ee sec d’après 28, p. 2 
=tog(2+/E — 1) to (+ Ve) + 
Démonstrations de (22) et de (23). — Ces démonstrations 


résultent immédiatement des formules de différentiation correspon- 


-dantes, XXII et XXIV, p. 40. 


Un grand nombre de formes fractionnaires à intégrer ont un seul 
terme au numérateur tandis que le dénominateur est une expression 
du second degré avec ou sans radical. Le tableau suivant aidera 
le lecteur dans le choix de la bonne formule. 


NUMÉRATEUR 


: NUMÉR: J EGRÉ ZÉ 
DU PREMIER DEGRÉ UMERSTEURSDE LES NÉE 


dv 
Pas de radical! 4» à 1 Br er VE 
au fs +0 
Ali re dv 
[dénominateur. ——— 
Vi — a 


dv __ 
Vars 
_ dv 
Vu? a? 


EU 
— arc sin — + C, ou 
a 


Radical fra —% | 
CE | n +1 A RE 
dénominateur. (n = —!) — log (o +40? + a?) + C. 
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Le lecteur doit s'exercer à intégrer oralement les formes simples et 
à dire par simple examen quelles sont les formules qui peuvent être 
appliquées pour intégrer des exemples choisis au hasard. 


4 EXEMPLES 
A l’aide des formules Re. vérifier les intégrations suivantes : 


dx 
UT Larcte ss 0 
HE+9 é 3 
Solution. Cette intégrale ressemble à (18), car posons w?— 4x? et a? — 9; alors 
v — 2x, do — dx et a —3. Par suite, si nous multiplions le numérateur par 2 
et que nous divisions par 2 devant le signe d'intégration, nous obtenons 


de ALP Made . d@x) ae à 
+9 2) GP +GY 2 y +6X. | 

= ë are tg = ee | D'après (19). 
ris bed) man Ta : P+ a +5 4 
7] 9. = lb ; 
Je 49 rar a ee RES RC 


3. fr = À are sin À + C. 10. fa SRE “> tue 
MT 4 | Vi at 2 


dx à 5 : | Le 
. = OC e Ge HR = — arc sec = + C. 
ee 3 aa — 9 3 3. : 
: . [== log + Vr —9 Fe 12. f. ardt. n 
: ES ( Va? —9) De aaste! Re ei C 


HET : os re 
Den +9)+C:. 48. ÎE resinvers À +0 


“or à æ | edt e bt+a 
E = — arc ( — +- (;: 414 2— —— log de 
Déceer 34 + 3 mere ab © ER EPe 
8. le Eee log eine e, A5. le SLR — arc sin et + C. 
J adx?—c ac ar+c VA — e? FC 


— 


l: 
joie An e es Va+e 


18. fa cos ada — À srctg ee. =) +6: 
a 


a? + sin?x a 


19; acte Le — = arc sin (log æ) + C. 
aVi—logx 


20. CET 
e?x 


_ LR SEP TE = = Los) +0. 
És V/b2y? — a? Re 
m7 À 2 
le ADN e 70 ns due — = arc in" +0 + C. 
De: | Va — (u +5 
pe | 2e ET END Es 
| 30 G— ee} + ; Se 
s Ps 3 4 7 dx RS | T —+- { 4 bd 
po: = LE LT DS 70:2 
, LE No ÔTE, — En De le carré au dènominateur, on peut ramener cette expression à une 
forme semblable à celle de l'exercice 7. Ainsi, 
à 2 $. ÿ 4 7 de dx es dx 
ET F5 PR DR DH (x2+ 2x + 1) +4 (x + 1P +4 
x FES D =; arc ge MA CR D’après (18). 
Re. Iiv=æ+ieta=2. è 
= rs LT 5 
# 28. JF dx = arc sin 2æ — 1 + C. 


NOTE. —  Ramener cette nt à la forme.de l'exercice 16 en EE le carrè. Ainsi, 

É Æ vs ns Pts cr ee: 
45 s - = nee JF mer ED : 

PA ; pe orme osin- D’aprés (20). 
Fe RARE Ex F 1e F2 LR | ne 
D np Vi Cr 

N 


A Le 

Me Sc nta LR ; 

ne Iciv=x ; et a 2 x FES \ 
re x; j p 

£ 


7". "ae - 9 Dr + 4 
Ee - 26 Mes Ds 0 


+ 
D fi | de dx FRE 2 dx 
2e & 28. a. : se: HR ur le er 
“ Mrs V2—=3r Ar 2 VE re mit Le (x? +? æ + À) - “ 
Ê : FRS 
29. 2 fo = area Ge 9 + C 

W3x—x—2 


É- | 30. FÉTSNSMEERS 
40e : 0? — 60 +5 4 vu — 1 


#è ati oU+3—-V8, 


ETS MOUSE VS 2y+3+V5 
pe 5 SECTOR (pe eur }+ 6 


pre ee 


>: <2 ce are tg (2: — 1) + C. 


Se | Fee INTÉGRATION ae SA 


« 


A 


ns, 


% 


{ 


EE Pr nl ru ds hr de 
PE D À * 


} 
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34. re — log (s + « + ét 8) Ci 
J V@as +s? | 
35. a = À sresec 22 ne C. Le 
ay/c2x? ob? :#40 ab . 


36. va Sn ar 1 arc sin vers 18%? + C. 
| V5 — 9x à 
Ua 


37: CPR arc: te + © Log (a? + x?) + C. 
RE UT AEREt Fe 
NOTE. — Une fraction qui contient plus d’un terme au numérateur peut être décomposée em 


ane somme de deux ou plusieurs fractions ayant les différents termes du numérateur primitif comme . 


numérateurs, tous les dénominateurs étant semblables au CR de la trachton d’origine. 
Ainsi, le dernier exemple peut s’écrire 


(b +ex)dx | bdx \} | exdx ph} de 74% xdx 
a? + x? a +7? m +2? as EE 0 a + 2? 
chaque terme étant intègré séparément. 
38. re A)dr 4 log (2° 
t? +9 
39. Nes |. V3 V2, 
32? — 3 2/6 NE 32. 


40. [ Sd = — 39/58 Barrsin + + C 


0 = %e2 


te + C. 


21. FE de =Ve LA FA + loge + ETF D EC Me 


T° Var? +4 | 
22. (OEIL PVR 5 — os CEE A 
YVETTE ÿ3* 
ie les expressions suivantes et Ken les résultats par différen- 
«) RS OÎ en (D f Fe — 
LS Eur Le OR | Fr 
O J 3e Aire | DITES À Of 
‘2 Le | Of | Crea 
Rs fes JE 
o fe A GS 7 Med e 


y +3 à (az — br - ; rGrHs)dr, 
ie eg ; Gres | a 


th HE FE RSS CS Te (x 
Na x? + 0x +13 () VS + 4r — 4r° Gérer ms 
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>. 168. Différentielles trigonométriques. — Nous allons mainte- 
É nant considérer quelques différentielles trigonométriques qui se pré- 
sentent fréquemment et qui peuvent être intégrées rapidement en les 


ramenant aux formes classiques au moyen de réductions trigonomé- 
. triques simples. 


Exemple I. — 7rouver fe sin” æ COS" xAX. 


Quand » ou x est un entier impair positif, peu importe ce que 


l’autre puisse être, cette intégration peut être effectuée au moyen de la 
formule (4) 


, S v" +1 
Le 1 vb — ; 
| n +1 


car l'intégrale est réductible à la forme 


16 (termes orne seulement cos x) sin xdx 


quand l’exposant de sin + est impair, et à la forme 


4h (termes comprenant seulement sin æ) cos +dx 


quand l’exposant de cos æ est impair. 
Nous allons illustrer ces considérations par des LES 


ExEemPpze |. — Trouver / sin? x cos’ xdx. 
, Solution. sin? P'COSVALT [sin æ Cost x COS tx 


: ne [sin æ (A — sin? æ})° cos dx d’après 28, p. 2 


L = 


Fe (Sin? x — 9 sin* x + sin$ x) cos dx 


LÉ —= [Gin æ) cos zdx — 2 [Gin æ)* cos +dx + f Gin æ).cos xdx 


re S nt 52 sut Sir a AM Ce D'après (4) 


1ch0 == sin, do = cos rür el n.— 72, ! et 6 respectivement. 


LI 


ExemPce Il. — Trouver Î cos rx. 


Solution. -f cost TE — [cos T'COSTUL fa — sin? x) cos xd 


= f cos ædx — fsinre cos ædx 


9 
Sin ŒSER (Re 


= sin ? — 


{ Î ÿ 
Ù + Q d LS * 
'EUTS VA RSR RO EC 2e 


of 


LS 


a + 


4 
+= 


Li 


TIME) 

c L 
DES 
Get 
da 


€ 


NOR RS 
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7 
EXEMPLES 
1; fau aus dx =; co x —cosz+ C. 4, _foost as à Sin ados — es + C. 
2. [Sins æ cos dx — sn + C. 5. [sin 60 cos 6040 — ne 60 SET 
mn 
te 
3. fsmecosadr = E+ CC) 6. f'eos? 20 sin 2640 = — eee 
A Jin cos vx _ cosec z — 1 cor ee 
sin* æ 3 
œ 
9, _f cost & sin xx = — } cos +1 cost æ + OC. 


cree 


40. [sn Alt = — cos Tr +i COSŸ T — 


PE JRE 5 
41. Je tt a Torre 
j 24 rer 
12. fan cos sde = sin? 4 a sinte+ 
3: 11 
3 


43. _f'sinŸ 0 cos: Gd0 — Ÿ sin 0-— 8 sinr0 +2 Sins 6 + C. 


TO dy Ve (1 À cos res costy) + C 
cos y ù 9 
45. Tr ÉLIRE EE (1 — + sin? t+ + sin ) + C. 


VSsin # 


16. Intégrer les expressions suivantes et vérifier les résultatspar différentiation. 


”_ 


(a) Ta sin 2040. (d) 1e sin? { cos? tdt. (9) a sin? 2 cos a. 
(b) f cos! . d0. (e) fes? < sin — de. (h) Jos 3 “at ed. 


(c) É sin 2x cos 2rdr.  (f) 2e cos aæ sin axdx. (à) Je sin” bs cos bsds. 


" ®) Nous avons intégré d'après la formule (4) $ 167, en prenantn = 1, v — sin æ, do = Cos xd. 


2". AN 


1 < 
Var 


re 


> + ra TP 
de Drive 


à F 
SE et 


EE ut 


\ hr 


APE UE OR RS 


\ 


Peu. 
4 DR 
POESIE 


Pour montrer comment une réponse peut prendre différentes formes lorsque plusieurs méthodes 


d'intégration sont possibles, prenons n = 1, v = cos x, du = — sin xdx et intégrons encore au Royan 
de la formule (4) 11 vient 


2 
sin æ cos xdx = — | (cos x)(— sin ædx) — DE En Q 6: : 


ce résultat ne diffère du premier que par la constante arbitraire, car = 
2 tes 2 2 in? 
Lo e pr Li +C=--+e+c- te 


Mr 
. 
Par suite, en-comparant les deux réponses, 
C=—5+0C" d - 


ACTE 


£ 
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(3) fe cos + sin? F de. 10) ss sinÿ ntdt. (n) si cost y sin ydy. 
(k) [sin mtcos? mtdt.  (m) fsint æ cos dr. (0) fees (a Es bt)dt. 


Exemple II. Cr rouver Î te" xdx ou je cotg ATH 


Ces formes peuvent être intégrées rapidement quand » est entier, 
en suivant à peu près la même marche que dans les exemples qui 
précèdent. 3 


EXEMPLE. — Trouver fi tg* xd. 
Solution. cf xx as 2 (ses æ— 1)dx d’après 28, p. 2 
= = [te æ sec? rdx — fu xx | 
| È “ie æad(tg +) — f Gec’ x — A)dx 


Et toto +C. 


Exemple III. — Zrouver É sec" zdx ou fe cosec” tx. 


Ces formes peuvent être facilement intégrées quand 7 est un entier 
pair positif. 
ExewpLe. — Trouver 4 seci dx. 
| Solution. | sect dr — ie (4 + tg° sytsec? ædx 
| = fs æ sec? xdx SA 2 fige sec? TX + [sect za. 
= +2 NC 


: Quand n est un entier positif impair plus grand que l'unité, la meilleure 


TÉthodS est de ramener à la forme sinus ou cosinus et d'utiliser ensuite les for- 


_mules de réduction p. 348. 


FRE: fa 
Exemple IV.— 7rouver f° te#véec LIT, ou J cote” æ cosec" xd, 


Quand » est un entier positif pair, on procède comme dans l’exem- 


ple LL. 


 Exempce L. — Trouver Î tg5æ sect rdx. 


D: 346 | : 1° CARCDLANTÉERAL OA NE N Du 


a Solution. A tef æ sect xdx — 14 tes a (Le x + 1)sec? dx ee 98, pres xe 
ns 4 LE = f (te æŸ sec? rdx + Hi tas æ sec? Ne 
De te =HRE We _ DM Dane (D ee 
C0 Mcit gr, dU-=sSec#TUr, etc. | ARE 


Quand » est impair, nous pouvons procéder comme Feu l Te he 
Mu. suivant. 


{ 


Exempce Il. — Trouver / tg°xsecxdx. à, 


Solution. ft x sec? xdx = /18t æsec? x sec x Lg xde 


= f (sec: x —1ÿsec? x sec tg vdr d'après AO PP: 24.0 
= f (secs T — 9 sec! æ + sec? r) sec æ to xdx s 
Tu 8 EN TO 3 FR 
__sec?æ _ 2sec LE sec° sec? œ C. D'après (4). 2 
sl ù 213 | £ 
Lei v — sec x, do — sec x tg xdr, etc. | ar A 
EXEMPLES a 10 
" ” x ; GE ‘4 
& fre tgi ch +logcosz+C. 3. potes 2dr— pen logsin r+C. 3 
PET Per 
2. fftg? 2ode — ax RRNTe ÿ cote? ædx —— cotg x — 2 +C. “4 
De 5. fcotgt &de = — cotgt À +8 cotg & ++ C. 


{ 


{= 


+” 
» 2 A6 
D + € 1 72" 
LPO RAT TE APTE 


6. f'cotgi ada = —? cotgt à + cote? à + log sin œ + C. 
/Æ ft 4 — oi — A rie nee sec Hat Ge 


É d FpRne 2 re Peeters Ce 


9: Jens ædx = — cotg x — coté æ — cote & + C. 


10. Je g sec” gd = ee ba a Re C. 


11. fe 6 secÿ dd =? sec! g=-1 secs + C. 
42. [cotes æ cosect dr — moe — Dee 


Ld 


à A3, fax sect xdr — LE Era Pe APR 
20e pr RE IN | 
| PARENT [guy sec? ydy = 2 sec? a. re 
6 
15. JS —{ga—9cotga — NE “Aie DS 
16. fe 2 + tot 2)dz — Etes z +0. 
47: ft t + cols t}dt — (826 —cotg? t) + log te? t+ C. 
FR Intégrer les expressions ci-après et démontrer les résultats par différen- 
iation : 
(a) [te 2tdt. (g) fsectitet 0d0. (m) er 
"+ (b) foot ! dé: Dre D fn cote” da. 
(c) n tes axdx. [Q) fe a | (0) sect rx. 
# . () feotg À Tr 6) fra tsecs tdt. (p) _fcosec: LUS 
à he 2dt À À 
6 (e) gt Fe (k) cotes y cosec? ydy. (q) f'e æ sec? xdx. 
É 
E 340 _f_bdÿ | 
| e D Jane a a | Q | a (r) feots x cosec? tx. 
| Éromble V. Î sin" æ cos" ædæ au moyen des angles 


multiples. 
| Quand » ou x est un entier positif impair, la méthode la plus courte 
est celle de l'exemple I, p. 343. | 
Quand 7» et n sont tous les deux des entiers positifs pairs, l’expres- 
sion différentielle donnée peut être transformée par des substitutions 
trigonométriques convenables en une expression contenant des sinus 


et des cosinus d’ angles multiples et intégrée ensuite. A cet elfet, mous 
? “emploierons les formules ci-après : 

% 

7% sin 4 COS u— + sin 2, 36042 
: ss - 

 — SIN? 4 = — — — COS 2, | 38, p. 2 
€ 2 9 

a ae : 

% Ÿ CoS'u— ++ COS 1) A 39, p. 2 
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\ e 4 S 5 1 à 
: 2 À 
HAE ue as (EPS age E Gas DNA La Fete 
PR QUE PR ee PS Peu Du À Tv PR 8. le 


“irS ; 
LE. NE CE RE, 


ES 


np 
PRET MP NES 
VÉLE AT GAS NES EE 


se 
TAC 


© Eee ce. 


D 
348 | re | CALGUL INTÉGRAL Re Ë 
-ExEmPLe I. és Trouver f cos? car. | É : RÈCES | | | SES . 
Solution. + cos? «dx — TJ (+3 cos 29e | | “ . ee 38, p.22 
; À =+ fin+ 4 foss Es oo | ne 
Exempie Il. — Trouver f'sint & cos vd. | Me Fe 
Solution. < sin? æ COS? dx =! fs 2vdx l 36, p.2 à 


= /G —$ CON AT) 38, D £ 
RS CR 
EXEMPLE nr — Trouver de sint x cos? vdær. w Res - "4 


Solution. fans Sin % COS TUE = = f (sin x cos : ein? +dæ 


. sin? 22 Da 5 COS 5) 86, p. 2 ; 38, p. 2 - 


ne fi » 


Re Den 


= f G —; cos ee — Se sin? 2% COS 2xdx 


t sin 4T Pi Us Va RE 
ST ne DT “GE 


16 GERS ATAS | MAS Mr ARE 


17! 


Ce 


# 
€ # t 
FT “idiel vi 

FER 


LEE 
LS 1 EU 


, me La 


+ 
s#Ÿ 


RUE Le dt Cire bare af 


r 


ter PI 


Exemple VI.— 7rouver JE Sin MX COS XL: 5 D PEE 


de sin mx sin nædæ, ou f cosmæxcosnæde, quand mn 


D’après 41, p2 FÉES | Le 143 


sin ME COS NE — . sin QU + n)x +1 L sin n (n - — ne. | 


a "4 


RU + n)x _ com — re PP: 5 <e 2 
ECDIRECEOE Hi TES 
Le vers 


De même, nous trouvons 


+ 


D [sin mæ sin nœ dx = — SIN(r? + n)r __ SIN(R — n)x RC, 


# 

4 2(m + n) 2(m —n) 

à. l COS MT COS AXAX — SM Hn)e SIN(m— n)e 
Le Énts | 20m + n) 2(m —n) 
Ms « | 

2. aus EXEMPLES 

D > HE fs ve +4 an 2% + C. 

ÿ- FA sit nr = sin2r., sin 47 

É.- s 8 4 DE 

Ë 3% -SIN2T : sin-£r 

P JS COS TT — 

“7 Ÿ. ML ue nue P 

Es, | D 4: faste Se — 4 sin 27 + Sr D +ysmér)+C 
à | 16 3 4 | 
% 5. fes alu = D DT + 4 sin 27 — EME ENR RSS 4x | + C. 
2 2410 9 _4 | 
ne , .gim 9 

À E Le :"6. se cos? Fe s “ EST LC 

n. 75 

4 4e sit cost (dt = —— 108 ns (— sin 4{ + + C. 

1 8 in 8 
= 8. foot ins Te Dre sin 2 —sin 47 — SM SE + C. 
We = 128 3 8 

3 9. f ces 3y sin 5ydy = — COS By = Los y + C. 

= En CREME 

Ses 22e Ie _— __Sinf{s, sinz 

ne. 10. f sin Bz sin 6zdz — 99 É —— + C. 

É - LEE | sin 41s , sin 3s 

= : A1, f cos 4s cos Tsds = "© ++ C. 

15 268 22 6 : 

2 469, at des expressions contenant \/a°— x° a—x°ou V/x?+ a? 


_ par une substitution trigonométrique. — Dans beaucoup de cas, 
la méthode la plus courte pour intégrer des expressions de cette 
be sorte est de changer la variable comme 1l suit : 


1 
F 


| quand Va — x? se présente, poser æ — a sin £, 
quand V& +2 se présente, poser x = age, 
quand Wx?—@ se présente, poser x — a secs (*). 


_ (”) On peut aussi utiliser respectivement les substitutions x = acosz, x — acotg z et x =acosec:. 
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; ; ’ 
ExemPre |. — Trouver { RE ne : | E+ 
(a? — æ?)? que PARC 
Xe 
Solution. Posons x — a sin z; alors dr — a cos zdz et 
2 CUT a a cos zdz — cos zdz 
ÿ a? COS? z 
CAE Pt HE (a? — a2sin° D : < $ 
(l 
= 2 = — - sec sde EE C 
Co Z dy J 
TL ” 
5 zx + CG 
a/ a? LS 2 | 
AE | Puisque sinz=— * ; traçons un triangle rectangle avec x comme 1 
à a + 
Va:-x? côté opposé à l’angle aigu z et a comme hypoténuse. ATOS le 
Fig. 191: côté AN ie Var? et tg =? | 
.Vai— x? 388 
(EEE | mt SR 
ExemPLe Il. — Trouver / — 2 - 
M AE res | 
Solution. Posons æ = 4 CHE k di 
alors | | de =sec? 142, : È 
« COR : À : “2° 
d dx Me sec? zdz | sect zur Lies 
et SE EEE er pee AE © se f LENS àta 
| aa? +1 +1 tg 18241 LR | to-z sec z | à ù ss 
— [Tr =f: Li =f cosec zdz 2 de 
lg z sin es PU 
« ; = 2 À ES _ = À î 
— log (cosec z — cotg 2) ARE En à 
[Puisque tgr—x, cote et cosee:z= V1] " 
| T : T 
f 
EXEMPLES | 
RAT —_———— _. 4 
4. JE Le Ve — RAC À 
 n a à 
| DS SRE . x k 4 
2. ue dr = SV — a? + 3 ae aime LC. RD ÿ 


3. ee — log (x + ya? + a?) — MERE EE | | : 


4. Re RUE Ses arc RL ne Fe 
VA a 2 2 

5. fer Fee re 
aa? +A CPRDE | # 


(*) Dans cet exemple a = !. 


RS 2 | vs VARIÉS 


4 14 s 4. dx F | 44. jose 97 JE . dx : 
; MERE Ssin* t + + 8. : (a + bxy" 
4 pone + Re. 45. 3 cos de 28. 1sec?0 di 
% T + 2 L S—7siné œ 1 + tg 0 
‘RES pe: 16. ee ee 29. [ 7 Fe 
k 3 +" Vas . LV" 
Re à: Je Led. A7. f RAC anis 30. aie (a, — 32)" re. 
4 3 : sg V1+ 3s — s2 - Fe , 
: æ — 1)dx HA : _ 2 
ES. 5. eu — DER 18. f cosi de. A4 CA 
à æ V1. — DT? 5 5) (as 2e U 2 
"6. lots 19. ren (4 KE A T) 


Fat | 3d. 
QE un fa. de. 
— 4 | Ÿ 
: dn 
; Dre PEL MS me 26 34. fear. 


os 
kr? dx « 221% CR ax — b 
35. ba 
9. Mr Fa ee 3t = ns 
#5 pur 3 — 1yax. Re Væ—3 36. Marc aie 


LE 


12. ee sint + de. DE MTS | 38. “f colgf 3aydy. 
J b— cx? 4e 
#0 | er ET NP : 
D | 26. [7% 39. ua 2 Grde. 
=. Fe ; | CE ; sin ne 


298 fonctions, Roues ces fonctions et vérifier les résultats par différentiation : 
1e (a) [: 2e DA? + sin 2x. 


4 #4 Son) Dans ti ne Ga + sin 2r)dx est l'expression différentielle à 


R< < intégrer. | 2 
he ! Ainsi or ie pe Fe el Fe 3 _ cos 2x + C. Are 


é 


l 
FREE 00. re 24. a 37. [cos ax Sin AT 


Le _ 40. Les fonctions suivantes ayant été obtenues en différentiant certaines 


= Vérification. F Ee 
(b) 5x? — 6r. 
(c) La? — 37 —4.. 
(d) 


(e) Va + bæ. 
DRE a 


fi ice 


os : 


# 
» 
ï 
4 
\ 
. 
De 
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4 


Var pe « e 


oc. 


2 ; 
(o) mx cos mx. 
(p) cos? 4px. 
() t2. 
@) Er 


KW FT € TM 


DER à Feet ve 


Valle 


@ aa PE 


sa NS 
or VERS a — de 


QG) a t Fe ; 2 à 


(à 

à 

à - 
& 
L. 
à 
à, 
D. 
“à 
% 
ne 
Œ 
L. 
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CHAPITRE XXII 


RASTERLLE D'INTÉGRATION 


170. Détermination de la constante ina tos au moyen 


des conditions initiales. — Comme on l’a indiqué p. 323, on peut 


trouver la constante d'intégration dans un cas donné quelconque quand 
on connaît la valeur de l'intégrale pour une certaine valeur de la 


variable. En effet, pour pouvoir déterminer la constante d'intégration, 
il est nécessaire d’avoir certaines données en dehors de l'expression 


différentielle à intégrer. Eclairons ces considérations au moyen d'un 
exemple. 


Éxempze. — Trouver une fonction dont la dérivée première est 37? — 2x +5 
et qui prenne la valeur 12 quand æ —1. 


Solution. (3x? — 2x + 5)dx est l'expression différentielle à intégrer. Ainsi 
+ (3° = 9r+idr = 22+5r4+0C, 


expression dans laquelle C est Ia constante d'intégration. D’après les conditions 


du problème, ce résultat doit être égal à 12 quand # —1, c’est-à-dire que 


APR LEE C ou D 


Par suite, &?— x? + 5x +7 est la fonction demandée. 


171. Signification géométrique de la constante d’intégration. 


— Nous allons illustrer ce paragraphe au moyen d RS 


EXEMPLE L — He l'équation de la courbe en chaque point de laquelle 
la tangente a pour pente 2%. 


Solution. Puisque la pente de la tangente à une courbe en un point quelcon- 


que est ce, nous avons, par hypothèse, 


A 


var dy 19% 
dx 
ou | dy — 274. 
| En intégrant y —2 fede, ou, 
(A) TN y=a? +0, 
Granvizce, Calcul diff. et int® 23 


$ % 
r in 4 
10 CL 
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TM NE ET € 
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Re Vs. y 
Et ur TL 
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yes 
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{ 
Re 
N TC te PES TV 


14 
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ie 


x E 
Dis 
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L 1. 
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expression dans laquelle C est la constante d'intégration. TRS 


Si, maintenant, nous donnons à C une série de VATOURS, soit 6, 0, —3, nous 


avons les équations 
y A LOST YVES, Re Eee 


# 


Les lieux géométriques de ces équations sont des paraboles dont les axes 
coïncident avec l’axe des y; elles coupent respectivement l'axe des y aux points 
d'ordonnées 6, 0; — 3. 


Ÿ 
Toutes les paraboles (A) Gil y en a un re infini 
d 
ont la même valeur pour re c’est-à-dire qu ‘elles ont la 
S aT 

ce même direction (ou pente) pour la mème valeur de +. 
Ÿ On notera également que la différence dans les lon- 
gueurs de leurs ordonnées reste la même pour toutes 

les valeurs de +. 
Rs Par suite, toutes les paraboles peuvent être obtenues 
2 en déplaçant verticalement l’une quelconque d’entre 


à 7  tlles vers le haut ou vers le bas, la valeur de Cn'affee- 
NZ tant pas. dans ce cas la pente de la courbe. - 


Si dans l'exemple qui précède, nous imposions la. 

/ condition supplémentaire que Ja courbe passe par le 

- point (4, #4), les coordonnées de ce point devraient 

Fio. 193 -alors satisfaire à à (A), ce qui donnerait ] 


= 1vu, = 


4 —=4 +4 G, "où = 3, 2 


Par suite, la courbe particulière cherchée serait la parabole y — x? +3, 2 
ExEmpLe Il. — Déterminer l'équation d’une courbe telle que la pente de Ja 


tangente à cette courbe en un point quelconque soit. Le RpOrE changé de signe 
de l abscisse à l'ordonnée. 


_ Solution. La condition du problème est exprimée par De de 
dy LES 
de 

ou, en séparant les variables, 
ydy = — xdx. 


En intégrant, il vient 


ÉRTNTE 2 
Dia à 
ou 2? + y? —= IC. 
Cette équation représente une série de cercles | 
concentriques ayant leurs centres à l’origine. Si, 7 2 Fest 


de plus, nous imposons la condition que la courbe doit passer par le point C3 A pt 
alors : 


Dati 20: 


Par suite, la courbe particulière demandée est le cercle. t + y? Sn 


x 


Les trajectoires orthogonales d’un système de courbes sont un. # 


ASS E Es 


» 


. TRES CONSTANTE D'INTÉGRATION 399 OR 


autre système de courbes dont chacune coupe à angle droit toutes les 
courbes du premier système. Par suite, la pente de la tangente en <$ 
’ one d’une courbe du nouveau système sera l'inverse changée 4 
_ de signe de la pente de la tangénte à la courbe du système donné qui A 
| passe par ce point. Ilustrons ces considérations par un exemple. : 
EXEMPLE qu. -- Trouver léqualion des trajectoires ‘orthogonales du système FRE 
CRE ein : de cercles de l’exemple I (fig. 495). 5 
Solution. Pour le système orthogonal, nous ne 
avons se 
EP % 


y y TR 
| LÉ RR 4 
ou, en séparant les variables, 
| dy = dx 
2 : (7) H PRE 
-et en intégrant 


log y = log 2+loge— loger 


D À My. 195 
"#4 ou f= cr. 


, Par nife, les trajectoires orthogonales du système de cercles 2? +y = C 
re Fe le système de lignes droites qui PÉSvEl par l’origine, comme le montre la 
figure 195. ta 


1472. Site physique de la constante d'intégration. — 
4 Les exemples qui suivent illustreront la signification de cette question. 


#4 “>  Exewme L __ Trouver les lois régissant le mouvement d’un point qui se déplace 
RP uen une ligne droite avec une accélération constante. 


= Solution. Puisque l'accélération É ne 14, D. 104 est constante, soit me 


“ «nous avons 
Re do < 

 — a? | 

où ON ue TUE 

Re cl vient en intégrant : 

& : (A). La trs = ft + C. 

Le 3 Pour détérminer GC, supposons que la vitesse initiale soit w, c’est-à-dire soit 
É Se ee | 0 quand —0. 

Ex ‘ Ces valeurs substituées dans (A) donnent | 

L : = 0+C ou CE: 

__ Parsuite, (A) devient. KT ; 
SOS DE mure 

“27% 7e YA Era 

BL ; ; 


à Lu 
{ 


= 
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Puisque © — é 10) p. 101], nous obtenons d’après (B) 


Ê = ft + vo, 
ou 1 re ds = ftdt + vidt. 
En intégrant, on obtient 
(C) LE + vot +0: 
Pour déterminer C, supposons que l’espace initial (— distance) soit s,, € 'està 
dire posons s — $, quand t— 0. 


Ces valeurs substituées dans (C) donnent 
S—=0+0+CS où C—s,. 
Par suite, (G) devient 
(D) 3 G S— 5 fE + vot +0. 
En substituant les valeurs f — 9, vo —0, s5—0, s— À dans (B) et dans (D), 
nous obtenons les lois du mouvement d’un corps tombant dans le vide en par- 
tant de l’état de repos, savoir : 


(Ba) | v—gt, el 
(D) | h= ge. 
L’élimination de t entre (B,) et (D,) donne 
| v = 29h. | | er 
Exempze [l. — Discuter le mouvement d’un mel ayant une vitesse ini- 


tiale to et formant un angle + avec l'horizontale, la résistance de l'air étant négli- 
gée (fig. 196). * 


Solution. Supposons que le plan XY soit le plan Ne 
du mouvement, que OX soit horizontal et OY 
vertical et que le projectile soit lancé à partir. L a 
l’origine. 

Supposons le projectile soumis seulement à 

Fig. 196. = l'action de la pesanteur. Alors, l'accélération 
dans la direction horizontale est nulle et dans 
la direction verticale, elle est égale à — g. Par suite, d’ sp (15), p. 104, 


D. 
do» TS AE | < 
ce Oreel ——(. AN. 
dé de US the 
En intégrant, il vient | V 5 
. Cr et y = — gt + C3. £ ; | “Tan 
Mais v, cos à — vitesse initiale dans la direction horizontale 5 | 
et v, sin « — vitesse initiale dans la direction verticale. 
Par suite, _G=tocosa et, CG —=vsina, 
ce qui donne | 
(E) Ve = C05a et -vy——g{+v0Sin a. 
Mais d’après (10) et (44), p. 103, 
| dæ | dy 
Ur rh LOL STE 
MU PORT 


D: ES CCE 


Ltd Cid 


ur UT VI NT em PE 
Li 1) 


OL, Ni 
L d 
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Par conséquent, (E) donne 


dx dy 
— — Un COS a ‘et 2 ——gtiv sine 


ou dx = vocosadt et  dy— —gtdt+v, sin adt. 


En intégrant, nous obtenons 
(F) & —.Vp COS à + t+Cs et y——;îg+vsina.t+C. 
Pour déterminer €, et C,, nous observons que quand 

J | RU MER UE et y = (0: 


La substitution de ces valeurs dans (F) donne 


- = Ce — = 0 el G= — ne 
Par suite, 


(G) | É Ve et 
(H) y—=—igP+rvsine:t. 
En éliminant { entre (G) et (H), nous obtenons 
2 
I ee pig ee dE 
o £ 32 dv? COS? à + 


‘ formule qui est l'équation de la trajectoire et qui montre que le projectile se 


déplace suivant une parabole. 


EXEMPLES 


1, Les expressions suivantes ayant été obtenues en différentiant certaines 
fonctions, trouver la fonction dans chaque cas pour les valeurs données de Ê 


variable di de la fonction : 


 Dérivée L Valeur Valeur correspondante 


de la fonction. de la variable. de la fonction. MS 
(a) æ —3. Lu PEN AR D Be +43. 
(b) 3 + æ — Ba. eve _ %, 304 + 37 4 . . 
(ce) y — by. 2 0. DU +0 re 
__. (d) sin a + COS à. _. k DA RE sin œ — COS a + À. 
{ | ns : 
| = — ——. E 0. log (2€ — t?). 
OPTRE SERRE EI 8 ( ) 
(f) sec? 0 + tg 0. SEEN | PRES 5, en sec 0+5. 
{ Tr 
DRE, | NE FALCUS À Ca 
(9) rte Pe a. Se arc (g - Rae 
(H) ba +ar+k | b. 10. 
@ Vt+ Fe RNCS. L. 0. 
t 3 
(ÿ) cotg + — cosec? +. 3. 
(k) et. 0. _. 


- 
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: Dre 2. Trouver les équations du système de courbes ve que la pente de Le tan- s 
6 é gente en un point quelconque EAN - PE DR 
; ÿ (a) æ. 2 BETA Paraboles, TC AE : Ps ee Ée. 
3 2 (b) 2x —9,  Paraboles, Pare - de + C De (ra < A 
: RAS (c) + Paraholes, © nt G ? à sue à ‘1 
Ë (d) _ x Aie Le + È Ê ; É 
#4 Tr) ui CARS _ Paraboles semicubiques, L= D + G: #7 ; jé 1 
| (f) 3x? Paraboles cubiques, y= a + fe Ph F4 


ne Lg} 2? FLAN TES * Paraboles cubiques, y=È Le LASER 


(h) &  ;  Paraboles cubiques, Pa r+C PAR 
ee @) 26 5 ne Hyperboles ie = te U AS 4 
| = ES : Me LE LATE 


+ (J) Er Pas : Hyperboles dure +y = C. EE ; + {12 


É (k) es HYRESAIeS DATE > re Ce ch - Fe 4 
k F Ê * : ax 9. à PES 2.5 ay \ < té 3 rh Se 
LS (D). Ha Ellipses, b? De + ax €. re PR. 


: | (m) xy. log y = +0 ou y=e. DURS are 2 


| OS E ““logy= à +0, ou y = ce. Ce La ER Re 3% 
#5 (0) m. Droites, y = mx + C. rs HEAR 


CROSS (p) re, re Cercles, 4? + p? + 2x - a Re C0. LES 
RCE — 1 : < : cs . +. LA k 
F. 8. Trouver les équations des courbes des- systèmes Lrouvés dans Lex. 9 QG. 
ne . as (d), (), G), (m), qui passent par le point (2, —1).. l : 

= : ” æ2 = % # = 


‘2% | “= he (a) de 0 (mn) y=—e ne ete. 
A | 4. Trouver fée équations des courbes: des systèmes trouvés dans l'ex. 2 2 

 _ ©:G); 0, @, @} qui rassent parlorigine | DA. 
755 j ee Rép. (b) y = 2° — dr: O1 y= mx; La ss 


5. Trouver les équations des trajectoires GONARRCES des systèmes de courbes | 
ci- “après, trouvés dans l’ex. 2: 


+ de 


D = 86, Ex 2 (a. Das 


-(b) D =x+0, Ex..2-(c).. 


1 
‘ 
S 
< 
£ £ 
a x 
= Le l È s « - 
\ € “ 2 : j 
z NE _ 07 21e 
5 & DE 77 
= x + sn = dE ss és ie $ 
” Fe Pa Ru See e 7er 
PR RP AT ES RS pe à De. De 27 0 à 


du point de contact. Rép. x 


CONSTANTE D'INTÉGRATION 359 
@) & = +0, Ex. 2 (à) Rép. log y = L+C. 
: T 
(@) je —%—(, Ex: ZAC) dy=—= C: 
(6) æy —G,; Ex. 2 (N). y? tt. 
ray ce Rx:9: (ni) L — — x +, 
(9) y = mx +0, Ex..2 (o). mu C: 
(h) 2? + y? + 2x — dy + C—0, Ex. 2 (p). y— 4 = er +1). 
6. Trouver l'équation de la courbe dont la sous-normale est constante el 
égale à 24. Rép. ÿ* — sax + C, une parabole. 
NOTE. — D’aprés (4), p. 86, sous-normale = y 97 - 
: d£ 


7. Trouver la courbe dont la sous- tangente est constante el ég gale à a [voir 


(3), p. 86]. Rép. a log y = & + CG. 


8. lrouver la courbe dont la hs est ne. à Le du point de 
contact. | Rép. ÿ° — 


9. Trouver la courbe dont la normale est constante (—R), en supposant que 
y=R quand x —(. S Rép. x? + y? — R?, un cercle. 


È ce x L 
NOTE. — D’après (6), p. S6, longueur de la normale =n\/ +(E) ou, de = +(R2—72) 2ydy. 


(152 


10. Trouver la courbe dont la sous-tangente est égale à trois fois l’abscisse 


- 41. Montrer que fa courbe dont la sous-tangente polaire [voir (7), p. 96] est 


constante est la spirale réciproque. 


12. Montrer que la courbe dont la sous-normale polaire [voir (8), p. 96] est 
constante eët la spirale d'Archimède. | 


43. Trouver la courbe dans laquelle la sous- -normale polaire est proportlion- 
nelle à la longueur du rayon vecteur. Rép © —:cet, 


44. Trouver la courbe dans laquelle la sous-normale polaire est proportion- 
nelle au sinus de l’angle vectoriel. | Rép. p—c— a cos0. 


15. Trouver la courbe dans laquelle la sôus-tangente polaire est proportion- 
nelle à la longueur du rayon vecteur. Rép... p = ce. 


16. Déterminer la courbe dans laquelle la sous-tangente polaire et la sous- 
normale polaire sont dans un rapport constant. Rép. p — cet. 


17. Trouver Péquation de la courbe dans laquelle Fangle formé par le rayon 
vecteur et la tangente est Ia moitié de l’angle vectoriel. Rép. g = «(1 — cos b). 


18. Déterminer les courbes dans lesquelles la sous-tangente est égale à n fois 
la sous-normale et trouver la courbe particulière qui passe par le point (2x3): 


, | Rép. ny = x+ C;yn@—3)—=x—2. 


19. Déterminer les coUthes dans lesquelles la longueur de la sous-normalé est 
proportionnelle au carré de l’ordonnée. = "Rép: y = ce". 


. 


#4 ; mn 
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20. Trouver les courbes dans lesquelles l'angle formé par le rayon vecteur et 
- la tangente en un point quelconque est égal à n fois l’angle vectoriel. 
Rép. ep" — csin nb. 
- En supposant que v = v, quand #— 0, trouver la relation existant entre v et 
f, sachant que Paccélération PsLS 


24. Zéro. Rép. vd =. 
22. constante — k. = V9 KES . 4 
23. a+bt. 3 = dat + LEUR 


En supposant que s — 0 quand {= 0, tohver la relation existant entre s et 
f, sachant que la vitesse est : 


24. constante (— v,). | #1 Rép. ST; 
25. m+ nt. == mi tue 
26. 3+ X 32. SLR EE 


27. La vitesse d’un corps partant de l'état de repos es de 5€ mètres par 
seconde après f secondes. 

(a) À quelle distance du point de départ sera-t-il au bout de 3 secondes ? 

(b) Au bout de combien de temps passera-t-il à une distance de 360 mètres 
mesurés à partir du point de départ ? Rép. (a) 45 mètres ; (b) 6 secondes. 


28. En supposant que s — 2 quand f— 1, trouver la relation existant entre 
set {, sachant que la vitesse est: 


(a) 3. Rép. s—3t—4 :» 4 
@) A3... ne 5 70 
(eÿ 1291 1, ++. K 
(d) . | s—1logt +9. Le À 
Ce) 48 — 4. | sat. | 
ME. s=— À +k+2. 


29. En supposant que v — 3 quand { —, trouver la relation existant entre 
v et f, sachant que l’accélération est : 


(a) 2. Rép. v—%4— 1. LS 

(b) 52 +1. v—=PÈ+ÉE—T. > 53 

ls / "4 

3— 9f. Ÿ ——— À? 3 cl 

(c}t | { 0) z +3 | À 
ae. | loger pd , 4 

UE: 2 9 LUEUR 

30. Un train partant d'une station a une vitesse de t°— 21€? + 80{ kilomètres 2 
par heure au bout de f{ heures. Trouver: * | É 


(a) sa distance à la station ; | À 
@) pendant quel interv alle de A le train a marché en arrière ; 
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(ce) quand le train a repassé la station ; 
(d) la distance parcourue par le train quand il passa la station pour la der- 
nière fois. 
Rép. (a) Ft — Tt + 408 kilomètres ; 
(b) de 5 heures à 16 heures; 
(ce) à 8 et 20 heures ; 
(d) 46585 kilomètres. 


31. Un corps part de l’origine et en { secondes sa vitesse dans la direction OX 
est 49f et dans la direction OY, 4 —9. Trouver : 


(a) les distances parcourues parallèlement à chaque axe : 
(b) l'équation de la trajectoire. 


9 4; = C 
Rép. (a) 2 = 68, y= 0 — 9; (0) y= (e-sh/E œ.. 


32. L’équation donnant la force du courant ?, pendant le temps f, après avoir 
éloigné la source de force électromotrice est (R et L étant constants) 


Ri—— LÉ 
dt 
Trouver ? en supposant que [— le courant quand { — 0. Rs 


Rép. LEE 


33. Trouver le courant de décharge ? d’un condensateur de capacité C dans 
un circuit de résistance R, en supposant que lé courant initial soit [;, étant 


di dt 


donné la relation — (C et R étant constants). 
0 


CGR Rép. i—lJeCR. 

34. Si un point se meul de telle sorte que ses vitesses parallèlement aux axes 
des X et des Y sont respectivement kr et ky, démontrer que sa trajectoire est 
une hyperbole équilatère. 


35. Un corps part de l’origine des coordonnées et, au bout de f{ secondes, sa 
vitesse parallèlement à l’axe des X est 6f et sa vitesse parallèlement à l'axe des 
Yest 32 — 3. Trouver: 

(a) la distance parcourue parallèlement à chacun des axes en f secondes ; 

(b) l'équation de la trajectoire. 

hRéps(d) Lot, É 
(b) 27 — ax — 9}. 


ip TE TR ee VIENT Dr À L CAE RE RE CEE NET Et à 
ge en AA og , 27e 520 ONE ESAN Nes er Si 
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173. Différentielle d’une aire. — - Considérons la fonction Con- 2 
linue £:(r) et soit i | 
Pre ar} Re | 3 
l’équation de la courbe AB (fig. 197). 
Soit CD une ordonnée fixe et MP une ordonnée variable et soit à 4 
la mesure de l'aire :CMPD(®). Quand “€ 
æ prend un accroissement suffisam- 
ment petit Ax, « prend un accroisse- 
ment Aw(— aire MNQP). En complé- 
tant les rectangles MNRP et MNOS. £. 
nous voyons que | L 
aire MNRP aire MNOP < are ARE | # 
NE MP. ee Au< NQ: Aæ ; e. 
et, en divisant par A+, | ‘4 
Au | : 724 
MP< << NO CO | 4 
Maintenant, faisons ne Aæ vers zéro ; puisque MP reste fixe et. 
que NQ tend vers MP comme limite de étant une fonction continue 
de +), nous obtenons : 
du | “4 
À dx a) 108 
. | 4 
| 3 
ou, en faisant usage des différentielles, z CA 
du = ydx. 1 
() Nous pouvons supposer cette aire engendrée par une ordonnée variable partant de CD et se. é. 
déplaçant vers la droite. Par suite, u sera une fonction de æ qui s’annulera quand æ = a. 4 
@*) Dans la figure 197, MP est moindre que NQ; si MP arrie. à être plus grand que NO, on RE 
‘renverse purement et simplement les signes de l'inégalité. ne. 


a 
\ AT: 


à 


a Le \ 
d : 
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_ _- Théorème. — La différentielle de l'aire limitée par une courbe 
quelconque, l'axe des æ et deux ordonnées est égale au produit 
de l'ordonnée limitant la surface par la différentielle de l'abscisse 
correspondante. | 
174. L'intégrale définie. — Il résulte du théorème du paragraphe 
précédent que si AB est le lieu géométrique de 
: | y== x); 
ee alors - du = ydx, 


OT ANT LE > du eur; 


relation dans laquelle du est Ia différentielle de l'aire comprise entre 

la courbe, Paxe des æ et deux ordonnées quelconques. En intégrant 
: (A), nous obtenons | 
: D es | (r)dæ. 


e/ 
* 


Puisque (x)da existe (elle est représentée géométriquement 101 
>. par une aire); désignons-la par f(x) + C. 
D) ee °...u—/(@) +0 
Be -- - Nous pouvons déterminer C comme au chapitre xx, si nous 
connaissons la valeur de # pour une certaine valeur de æ. Si nous 


convenons de compter l'aire à partir de 
l'axe des y, e’est-à-dire quand 


(C) 0.24 4u--=are QUDD: 


et quand 


» 


LU u — aire OEFG, elc., 


_-il en résulte que st, 


Fig. 198. 


: 28 LES (D) te O, DES 
7 En substituant (D) dans (B, nous obtenons : 
D Oo Cf) 


Par suite, d'après (B), nous obtenons 


- . 


re . u=f()—f0). 


LS te 2 ED AE ER ee 
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ce qui donne Paire à partir de l’axe des y jusqu'à une ordonnée 
quelconque (telle que MP). 


Pour trouver l'aire comprise entre les ordonnées CD et EF, substi- : 


tuons les valeurs (C) dans (E), nous obtenons 


(F) aire OCDG — (a) — f(0), 
(G) aire OEFG = ÿ(b) — f(0). 
En retranchant (F) de (G), 1l vient 

(H) aire CEFD — #(b) — f(a). (*) 


Théorème. — La différence des valeurs de fus DOUPIL= = 


el æ—4 donne l'aire limitée par la courbe dont l'ordonnée est y, 
l'axe des X et les ordonnées corr Re à x—=« et X—0:. 


Cette différence est réprésentée par le PyPR ROIS to 
(1) p YA OU J (2)da. 


qui se Hit «somme de à à 4 de ydx» et qui désigne soc de 
a à à de ydx. 

L'opération est appelée intégr ation entre les limites a et b, a 1 étant 
la limite (9) enférieure et D la limite supérieure. 

Puisque (D) a toujours une valeur définie, on l'appelle une #ntégrale 
définie; car, si | | 


IECTETICE 


on à, [scan — |f(x) + CL 
se = |f0)+ 0] — (0 +0: 
ou : [rod fo—ro 


la constante d'intégration ayant disparu. 


(*) Le lecteur devra observer que dans la présente hypothèse, f(x) est une fonction d’une seulé 
AU (one uniforme) qui varie d’une manière continue de /f(a) jusqu’à /(b) quand x varie 

e a à 

(**) Cette notation est due à Joseph Fourier (1768-1830). 

(**) Le mot limite, dans ce eas, signifie simplement la valeur de la variable à une extrémité de 
son intervalle (valeur extrême) et ne doit pas être confondu avec la signification du même mot 
dans la théorie des limites. - 


h 
| 
À 
1 


\ 
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_En conséquence, nous pouvons définir le symbole 


3 | 2 b ; 
| (x)dx ou fe ydæ 
a | a 


comme la mesure numérique de l'aire limitée par la courbe 
y=x)®), l'axe des X et les ordonnées de la courbe en x — a 


el æ—=b. Cette définition suppose que ces lignes limitent une aire, 
c'est-à-dire que la courbe ne s ie pas ou ne descend pas à l'infini 
et que a et b sont frs. 


Nous avons montré que la valeur numérique de l'intégrale définie 
est toujours /(2)— /(a), mais nous verrons dans l NE 0 2, p.314, 


‘que f(b)— f{a) peut être un nombre quand l'intégrale définie n’a 


pas de signification. : 


175. Calcul d’une intégrale définie. — La méthode peut être 
résumée comme il suit: 


1 opéRaTION. — Trouver l'intégrale are & l'expression 


_ différentielle donnée. 


2e OPÉRATION. — Substituer dans cette entégr ale indéfinie d nn “d 
la limite supérieure et ensuite la limite inférieure de la variable et 
soustraire le dernier résultat du Premier, 


Il n’est pas nécessaire d introduire la constante d intégration, 


-_ puisqu'elle disparaît toujours dans la soustraction. 


r A G 
EXEMPLE |. — Trouver / a?d#. 
e7 1 


3-14 !, | 
Solution. “1e Kia = Fe RE TE Me 21. Réponse. 
Ji Es af 3 


Exempie IL — Trouver. f "sin xdx. 
à : 0 


Solution. [si FM es ee cos ef E | (— n| — E 1 ei Réponse. 
0 ds 


} TT - a (T 
Exempzee Il. — Trouver f ce 
Ô 


a? + x? 
RARE a dx Pres CA CHE 1 
- Solution. = —=|—-arctg—| —-—arcigi— —arctg0 
: Jo. Er La. a lo à a 
MAR ART = — = Réponse. 
, MAS 4a 44 


(*) z(x) est continue et n’a qu’une seule. détermination dans l'intervalle [a, b]. 


2e: 360 2% OCARGUL INTÉGRAU 72 el CRE 


# DE 2 | | EXEMPLES ne LEE FE SR RENE EDS 
mc L 62 dt:—36. l pe HER à 
DRE à de 4 - 43. z sect 075 —$ | ES 


à, 


De Le 3 RE dr | s | F ; rs “ 5 % É e St 
2 2: fe x?) dx 7 É ARE 2 re RÉ T eo 


Nr) 

a 

+ 

pen 

Œ . 

A -. 
= A 

re se 

TER 

Lo 

DT 4 

& : 

n 

Il 

Fa 

n 
che AS à: né. »: 


fl n2 s. 1 = à Les en 
5. fc ar Dar = 47 P2r 2 Dry 
CA ns GA ae s L 
6. Eee roue | | SGD". 
V397 Te rire 18... nn ua BIS Ne at 
2 aide 8 | | ar. 4 
7. [ Elo 3: \ : se SA SERRE AE ETSR 
ALES ne Me | 19. uf GT 06 D ER LE RES 
? t 0 ? É - : » 


4 


D PNR PAM PAL, PRES 


i SE 
8 JT = =. Te RS np RE D 
Re FRE Me TX ER ne ET 0 A 
6 / PSS : : Se 
» 9 ‘ ; ; : 3 * 1 K t £ 


7 D/ x? — ] : 25 $ 
Ve "À Lg aa =. 


00 ee y Sa Es SR AE 
> (VE lseg/3 7 e | . À Cru Eté 


4 ga fi pi | 22. se sec ii = log (4) A 4 
de AE L+Ps 2 à ET. V3 RU 
7. à 93. fe _cos be bo B = PET 
D . 1+sin?0 Se 2e OR 
ne 176. Calcul des PTT Ce On a montré , pe ‘23 
“ 365, que la surface comprise entre une courbe, | 

l'axe des æ et les ordonnées En et. L=b: est. 

; donnée par la formule A ee 4 
à aire Es ydx, S 
£ | «e/ 4 : ; 
2 expression ne laquelle la valeur de. y en tance , 
2: tion de + est substituée d’ ne l Fee de HUE 
LIT es 
5e courbe donnée. 2 ee s 


Exeurre. — Trouver l'aire limiée par . parabole a 
ë De perde axe des K-eftles -ordonnées Et et era SES 
Fig. 199. (fig 499. | 
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- | Solution. En ébetituant dans la’ formule, il vient 


7 
MT à - ue EY k 
Rs AZ ‘Aire ABCD— fade = F h DA UE 00 18<. Rép. 
A 2 Es < 372,9 R ; 
8 1 
LÉ ORCRES EXEMPLES 
- 4. Trouver l'aire ne par la pee y = +?, l’axe des X et l’ordonnée 
d—3 Fes Es Rép. 9. 
À 2. Trouver l'aire au-dessus de l’axe des X, sous la parabole y? — 4x et ns 
. prise entre les ordonnées ak et x 9, .: Rép. 95! 
3. Trouver l'aire limitée par l'hyperbole ser æy = &, l'axe des X et 
+ les ordonnées g—aelx— 1. en | : Rép. a? log 2. 
CRE Trouver l'a aire comprise entre la parabole y —4— x? et l’axe des X. 
23e me E Rép. 102. 
. PRET Trouver l'aire interceptée ire les axes de coordonnées et la parabole 
Tee 22 2. E 
CRETE vi ee 2 
5 & Re me gb ere AN | Rép. a> 
F < ; : É 0 
7 6. Trouver par intégration la surface du triangle limité par la ligne y — 5x, 
_  laxe des xet l’ordonnée x —2. Vérifier le résullat en considérant l'aire comme 
E étant égale au GÉRÉRISSS de la base par la hauteur. 
ne 7. Trouver par intégration l'aire du triangle limité par la hs y= 2x +6, 


l’axe des X et l'ordonnée Le. Vérifier le résultat comme mere l'exemple pré- 
> eédent. Res 


D "6; Trier par intégration aire du trapèze limité par la ligne x —y+4—0, 
- l'axe des X'et les ordonnées #7 — — 2 et x — 4. Vérifier le résultat en considérant 
_ que la surface est égale au demi-produit de la somme des bases (côtés parallèles) 
Pr “par la hauteur. as 

f SAT ou par He l'aire du trapèze limité par la ligne x + 2y — 6—0Q, 


; 5 l'axe des X et les ordonnées æ — 0 et t — 3.-Vérifier le ésuital comme dans : 


l'exemple précédent. 


ne 10. Trouver par intégration l’aire du rectangle limité par la ligne y —5, J’axe 
2% -des X et les ordonnées 1 = d;et æ = 6, Vo le résultat géométriquement. 


: | 11. Trouver par HO l'aire limitée par les lignes & = 0, x —9, y —0, 
y=1. Vérifier le résultat CU ATIenenE È ; 


À Ée 12. Trouver l'aire limitée par la parabole semi-cubique y? = x?, l'axe ts X QE & 


æ à 43. “Trotiver l'aire Te par la ve cubique y = +}, l'axe des x et l’or- 
Es _ donnée : e= 4. c $ > Rép. 64. 
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A4. Trouver, dans chacun des cas suivants, l’aire limitée par la courbe donnée, 
l'axe des X et les ordonnées indiquées. 


(a) y—=9 — 2. t= —3, 23. Rép. 36. 

RE d RC me | 2% 
Du AC: æ Dia | log V65. 
(ce) y—=Ssinr. DEA intre 1 
(d) y= 2 + 3x? + 2%. ET PRE ITS E D4. : 
(e)y=r+r+A. PEN MED, | He 
(f) y = xt + das + V2 + 8. x — A, x —2. 285. 
(g) y? = — à. veu 0" — À. 

(h) ay = 2. - 1: TEA T = 0, = klog h2 
(4) y == 0 DE needs 4, F 
(j) y? = 4x +106. t= 9, =, 

(k) y=r + 4x. -T=—4,tz——1., 

(D) y = cos +. z= 0, Entre 

(MX: TUIE AE PE De Re + 


15. Trouver l'aire comprise entre les paraboles y? — 4x et x? — 4y. Rép. 5°. 


16. Trouver l'aire totale comprise entre a parabole cubique y—+ et la ligne 
y = 2%. Rép. 9. 


47. Démontrer que l'aire limitée par une parabole et une de ses doubles 
ordonnées est égale aux deux tiers du rectangle circonscrit ayant l'ordonnée 
double pour l’un des côtés. 


18. Trouver l’aire comprise entre les paraboles y? = 4+ x et y? = 4 —x. 


19. Trouver l’aire comprise entre la courbe y —- 


/ 


et la ligne y = —. 
+ x? ù 8’ ÿ / Bis 
Rép. log 4 —*. 
20. Trouver par intégration l’airé du triangle limité par les lignes 


v+3y—3—0, 5%—y—15—=0, x—y+i=0. Rép. 8. 


177. Représentation géométrique d’une intégrale. — Dans le 
paragraphe précédent, nous avons représenté l’intégrale définie par 
une aire. Cela ne signifie pas nécessairemént que toute intégrale est 
une aire, car, l'interprétation physique du résultat dépend de la nature 
des quantités représentées par l’abscisse et par l’ordonnée. Ainsi, si 
æ et y sont considérées simplement comme les coordonnées d’un 
point et rien de plus, l'intégrale est alors une aire. Mais, si nous suppo- 
sons que l’ordonnée représente la vitesse d’un point mobile et l’abscisse 
correspondante le moment auquel le point a cette vitesse, le graphique 
représente alors la courbe de la vitesse du mouvement, et la surface 


comprise au-dessous d'elle et deux ordonnées quelconques représen- 


f 
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tera la distance parcourue dans l'intervalle de temps correspondant, 


cest-à-dire que le nombre qui représente l'aire est égal au nombre 
qui représente la distance (ou valeur de l'intégrale). 

De même, une intégrale définie représentant un volume, une sur- 
face, une masse, une force, etc., peut être représentée géométriquement 
“par une aire. Le signe algébrique d’une aire sera interprété, p. 389. 


178. Valeur moyenne de (x). — La valeur moyenne de s(x) 
se définit comme 1l suit : 


1e p(x)dx 


e/ 


Valeur moyenne de (x) } 


de sn a x —"D D 4 
Puisque. d’après la figure 200 
O x=a ; t=b I ? : P £ 2 
Fig. 200. [ e(t)dx — aire APOB, 
e/ «a : 


cette définition signifie que si nous construisons sur la base AB(—0— a) 


un rectangle (tel que ALMB) dont l’aire soit égale à l’aire de APQB, 


aire ALMB — AB: CR — Ja hauteur CR. 


la AG) MOYENNE — XE 


179. Échange des limites. — Puisque 


Féodr= 0) —[0 


tt [dr =/f@—/6)=—[1/0 fo). 


nous avons 


"2 


2b a 
| p(x)dx = — f p(x)dx. 
a  b x 
Théorème. — Changer les limites équivaut à changer le signe de 
l'intégrale définie. 


180. Décomposition de l'intervalle d'intégration d’une inté- 
grale définie. — Puisque 


[at = fe) fo) 
LE f Cd f(b) fe), 


L e/ © 


- GRaNviLce, Calcul diff. et int. 24 


à + 


1} est quelquefois désirable de lever. cette restriction et de considérer 


310 CALCUL INTÉGRAL 


nous obtenons par addition 


[rer je f Ce = 10) 0) ; 


Mais cp (x)de = f(b) — (a). 


Par conséquent, en RES les deux dernières expressions, nous 
obtenons 


f'ecexe fl'ecoax+ fl'ecax. 


En interprétant ce théorème géométriquement, comme au $ 174, 
p. 363, nous voyons que l'intégrale du membre de gduche représente 
foie totale CEFD, la DR intégrale 
du membre de droite, l'aire CMPD et la 
seconde intégrale du membre de droite, 
l'aire MEFP. La vérité de ce théorème est. 
done évidente. | 

Même si x, n’est pas compris dans l’in- 
tervalle (æ, 4), la vérité du théorème est 

évidente quand on tient compte du signe 
et de la stabdent de l’aire. Évidemment, l’intégrale définie peut être 
décomposée de cette façon en un nombre quelconque d’intégralés défr 
nies séparées. | 


181. L'intégrale définie est une fonction 1e ses limites. — 
D'après 


FOTO fr 


nous voyons que l'intégrale définie est une fonction de ses-limites. 


L a te 
Ainsi tu «(z)ds a précisément la même valeur que L L)AT: ES 
41 i É ù ; 


a 


Théorème. — Une intégrale définie estune fonction de ses limites. 


182. Limites infinies. — Jusqu'ici, les limites de l'intégrale ont : 
été supposées finies. Néanmoins, même dans un travail élémentaire, 


des intégrales avec des limites infinies. Cette considération est possible 
dans certains cas, en faisant usage des définitions ci-après : : 


2% HS 2 L'INTÈGRALE DÉFINIE SRE aT& 
PE à Quard la limite supérieure est infinie + 

Paire 23 ” N —_ : Æ 

+ RARES ROSE ; _ limite : 
RS BP Per 1e g(t)dr— b— it i a 

Re re Fe A RUE k a : 
RS 7. See 

Ds el: quand: la limite inférieure est nées | 

| RSR ae ; COPA L x, 

pourvu que les Éats RER 

5. Se a : - S É | : L. > » 

- -  Exewrze L — Trouver pe ca 

2 : a 1 OR S e 2U | 

fs CHRIS 45 JR limite ie —, limite [RS é 

D: PR Mn tel  æ li 
SRE FRERE reel F + à 1|= tx, … Réponse. 


Se ns \ 


cs | : 
S Exewie Il. ee “Trouver f < Bad. 
% », 0 a? —- La 


= 


EE ES Es Eine SRE tres las æ | 
Solution. Je … — Su rs _ Se 40? arc tg © : 
RER TT de limite | 44? arc {g Jus RE TR Re 
Lire b=+e | du | l 9 27ra Rép 


Le 4 Tlérprétns ce résullat géométriquement. 
_Le prepaique de la fonction est la cubique d’Agnési, c'est-à-dire le lieu de 


k ne ee 84° 
Bree cu à a 2? + 4a? 
# Er STE en L . ; É # *«. je £ 1 b 3 ; - 
Ge 44 | 3 dar 
58 7 _ Aire OPOE — Bar ar — 4a? arc {g de 
SSSR | Era ; Jo 244 24 
Re: à Lorsque l'ordonnée Qb se déplace indéfiniment vers la droite, la ‘quantité 
Per s A ë PURE Re Fà b : AR 
Rs 4a? arc tg CA est toujours finie, et 
tn da 
Re: limite | 405 arc 2 Dee 
Tea F 24 - 
Re 7#® quantité qui est également finie, 
É Ne ae En pareils eas, nous appelons le résul- 
LEE Ne rE Fig de RAR tat l’aire limitée par la courbe, l’ordon- 
FRANS £ _. née OP, ef OX, quoique à strictement 
| parier 6 cette aire ne soit pas complètement limitée. 
té | ee dx ; | 
_ Evewpue lt. = “frouver JE + à 
APE | ie JO LA 
Solution. + 00 dv =: limite dx Er He (log b) 
æ. b=+e x b = + © Lars 
es L 4 1 G A0 FT 
3 : : 
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La limite de log b, quand b croît sans limite, n'existe pas: par suite, l'intégrale 
n'a pas de signification dans ce cas. 


183. Cas où y —+p(x) est discontinue. — Considérons mainte- 
nant les cas où la fonction à intégrer est discontinue pour des valeurs 
isolées de la variable comprises dans les limites d'intégration. 

Examinons d’abord le cas où la fonction à intégrer est continue 
pour toutes les valeurs de æ comprises entre les limites & et #, excepté 
pour & —4. i | 

Si a < b et e positif, nous utilisons la définition 


a) fr = ft or. 
| a+s 


(74 


et quand c(æ) est continue excepté pour +=, nous utilisons la 
définition | | 


(B) IRON nr 072 


pourvu que les limites soient des quantités définies. 


ee a da 
ExEmeLE |. — Vlrouver ik D = ire 
e/ 0 d 


Ver 


devient infini pour x = 4. 
Par conséquent, d’après (B), x 


EUR AT timitenf pcs LE Tate Sete CM 
No ue et Re ND 
CR NRA He Eee | a 0 


Solution. Ici son 


AE S £ À £ TT ; | , 
== mile l'arc sind ie \ le al nAeeee Rép. . 
EST a 9 | | 1 
: _e dx | : 
EXEMPLE Il. — Trouver fe , VS À 
o + 


* N ® { . . . . y 
Solution. Ici — devient infini pour x —0. : 


Par conséquent, d’après (A), 


Dee om: SN | 
PRES POSE NE SRE re VERT ARTE 


Dans ce cas, il n'y a pas de limite, et par suite l'intégrale n'existe pas. 


Si e est compris entre a et 4 et que la fonction (x) soit continue, 


; - L'INTÉGRALE DÉFINIE 313 


excepté pour æ— €, alors < et <’ étant des nombres positifs, l'intégrale 
_entre a et b est définie par 


De (0) fé (r)d — Mile Fr de + imite [7 «(nées 


“À pourvu que chaque limite prise séparément soit une quantité définie. 


“ 


| 2 P3a à 

ExempLe 1. — Trouver ch __?xdz L 

ET Ee 0 (° y 

TE Ici, la fonction à intégrer devient infinie pour æ — a, c'est-à-dire 


_ pour une valeur de « comprise entre les limites d'intégration 0 et 34. Par suite, 
la définition o ci-dessus doit être PAPE: à Ainsi, 


gr rrA == 0" = RU ' 
: 0 : a 0 . a -F.€ 7 F 
vie rat): (x? — a , (x? — a? 


| 1la — 113 
limite 9 ENrS D limite 2 93 4 
= 60 [Cr — 2) lo + eo [C2 — 4) Ja+e 


La 


À = ne [25 (ae) — a+ ie dr 13ÿ/ Sa? —3ÿ(a+e}— | 


De 2 x 


— 34° + Gas — 9a3. | Rép. 


Pour interpréter géométriquément ce résultat, construisons le graphique, 
c’est-à-dire le lieu de 


QT 


et notons que æ — à est une asymptote 


G x. (Ag: 203). 
à Aire OPE — 1 ARR CE 


2 
Ne 2 — a?)3 
Re | Fig. 203. j — 3 VCa — :} - €) qu Ar 


_ Lorsque PE se déplace à droite vers l’asymptote, c’est-à-dire quand e tend 
vers Zéro, 2 
3V(a — e}? — = a? + 3a3 


. est toujours une quantité finie, et 


2 
3 


” ie [95 Dai + dat] — 3 
Tr ‘ 3 : 


est une quantité également finie. Comme dans l exemple 2 D, 31, 34° représente 
l'aire limitée par OP, l’asymptote et OX. De même, 


4% ATP ORG Sa dnioe UR SUa De) — 0 
a + €' = 
| Ê 


G@?— 


137% , CALCUL INTÉGRAL | Fr Hd 


-est toujours une quantité finie quand QE’ se déplace à: gauche vers lFasymptote - 


2 


1 L4 r = r ’ . F5 è “re 3 
et quand £’ tend vers zéro, le résultat 6a* est également déterminé! Par suite, | de 
à | | | 
6a est appelé l'aire comprise entre QR, l'asymptote, Fordonnée x — 3a:el OX. 
2 4 

4 


En additionnant ces résultats, nous obtenons 94%, qui représente Paire à Jroie 
de OY comprise entre la courbe, lordonnée æ — Ja et OX. 


Exewree Il, — Trouver sh = dx =: Se 2: 
0 (x — a} |  RRÉRECE N 


Solution. Cette fonction devient Gbalothont infinie entre les lades d’ intégra-. 
tion (fig. 204). 


"4 Par suite, d’après (C), 


GA + Ut 7 imite. fr dr limite e dæ 
+ DR © our FAT à 
À D'o cR )  E NEREE GYEEs Fee 
— limite ee L ES _- limite He re 
é +0 Late el rules 3 


] 


limite / 4 _ À DE limite ai Se ue À ; : 
EN) € 7. Bat z «a RTE | 2%, F3 


Dans ce cas les limites n'existent pas et l'intégrale | 
n’a pas de signification. 

Si nous construisons le graphique de célle fonc- 
tion et que nous notions les limites, les choses 


Fe apparaissent très semblables à celles de l'exemple. 5 
Le précédent. Cependant, la portion ombrée ne peut ca 
pas à proprement parler être considérée comme 7. 
une aire et le signe d’ intégration ma aucune signification dans ce cas. 
Il apparait de suite, si nous appliquons notre formule d'intégration ‘sans 
autre investigation, qu “il est important d'examiner si la fonction donnée devient 
infinie ou non dans les limites d'intégration. Ainsi 
A PPS 00. . A 
ES | Li : = 
Fo en z — 4 lo a É | = À 
résultat qui est absurde au point de vue des discussions qui précèdent. | 
EXEMPLES LES RME NS 
Ê 500 5e ARE À Ÿ {RE F0 | 22 
1. [ 4 RS TETE + ca d SN Ter À 
Lo a+ x? Ja g:-@ 0x2 ab >: «2 
à nn a Je d = 
© a — ‘4 
9 ÉS 2 dx R. 5 de d. er J 
/ 1 “E Var? LL il 4 7-1 11 é * 
+'o Hp CLS = 
3 Le ESS re Te Ce 
1 T° 3 e At) 2 


| grd ar ca dcr cé LS LS di 


F 


&- - 
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CHAPITRE XXV ; 
INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES 


184. Introduction. — Une fraction rationnelle est une fraction 
dont le numérateur et le dénominateur sont des fonctions rationnelles 
entières(*). Si le degré du numérateur est égal ou supérieur à celui 
du dénominateur, la fraction peut être ramenée à un nombre frac- 
tionnaire en divisant le numérateur par le dénominateur. Par exemple, 


; N/ ns 
2 HOT PTE RAA ENT DT HS 2 
Stone D ke D 2 T2 | L 2 Op ELA 


Le dernier terme est une fraction réduite à sa plus simple expression 
dont le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur. 
Il apparait, sans hésitation, que les autres termes sont immédiatement 
intégrables et, par suite, nous n’avons besoin de considérer que la 
fraction. | 

» Pour intégrer une expression différentielle contenant une fraction 
de cette sorte, 1l est souvent nécessaire de la décomposer en fractions 
partielles plus simples, c’est-à-dire de la remplacer par une somme 
algébrique de fractions ayant une forme telle que nous puissions. 
compléter l'intégration. On montre en algèbre que cette opération 
est toujours possible quand le dénominateur peut être décomposé 
en facteurs premiers réels. | 


185. 1° cas. — Les facteurs des dénominateurs sont tous du pre- 
mer degré et non répétés. 


Achacun des facteurs linéaires non répétés, tels que æ — a, corres- 
pond une fraction partielle de la forme 


HA, 


LL — 0 


() C'est-à-dire que la variable n’est pas affectée d’exposants fractionnaires ou négatifs. 


NS INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES ST - : 70 
à Cette fraction partielle peut être intégrée immédiatement comme 
1 il suit : | | :1 04 
A" re À Er ra 
| Ad y (dm * #4 
À HEC D — 4 “4 
Re A = A log (x — a) + C. +. 
TL HR / , : {4 s 
k Exewpce L. — Trouver [-C2+53)47 : : 40 
A Rss 2 + x? — It 410 
Se Les facteurs du dénominateur étant #, # — 1, x +2, nous supposons (*) que | 
NP Ron us Bb + C 


se D(m TNT pd ro 


expression dans laquelle A, B, C sont des constantes à déterminer. 
En chassant les défiominateurs dans (A), nous obtenons 


.(B) Qx +3 — A(x — 1)(x + 2) B(x + 2e + C(x — 1)e, 
;  2x+3—(A+B-+ Cr + (A+ 9B — Cr — 94. 


Puisque cette équation est une identité, nous égalons les ooente des puis- 
“A sances semblables de x dans les deux membres, suivant la méthode des coeffi- 
LITE cients indéterminés et nous obtenons les trois équations simultanées 


ES 
Là É D . "| Ling L , s ; 
PANIER SEC Mr en à É Ne 
* - à L a È Les 1 AT FN à Mr ‘ oi Pet 
et à y » pr” TA, < N : \: » L : $. = 4 > $ à 
À Air RE DS D PA TE eL. pps RER 4 OR PTE TRS 
NE NE Le REP ET SIRT, ORNE ES 92 \ PORTE 


Æ 


ABC, 
De, (OC): | AB C—9 
— 2A — 3. 
En résolvant les équations (C) nous obtenons 
7: C4 3 MT ÿ] DU È 
F: LA=——, Be C= 6 : 


= 
rh. 


Eu substituant ces valeurs dans (A), il vient 


> 


\ Ê % 
RE DAME LL TX, ES 


: ER > 2x + 38 : D A OO NAN EE PORTE É 
L ÉCAEER qe — 4)(x + 2) 2x x —1) 6(r +92) É 
nn de CAR A es NS eut de. Der da Ke 
MP ae — 1)(t +2) 2 TZ 3./ æ —1 6,/ +2 
; : | ‘ x SE = — © loge ++ log Ge — 4) — + log (#+ 2) + log c 
è —= log nt) . . Réponse. 
: DCE 2)° - 
: Une néhuné plus courte pour trouver les valeurs deA,BetCen Éartant de 
EL. (B) est la suivante : 
3 Posons facteur æ — 0; alors 3 — — 924, où À — — 5. PARLE 


(y Dans l'opération de décomposition de la partie fractionnaire de la différentielle donnée, tl 
n'entre ni le signe d'intégration ni dx. : 


HO) | LE CREGUDANTRERA TL PME SRE RAS 


22 À 2 \ nr: 


ie *Posons RAS LeñV= 0, ou x — 4 ; alors 5 —3B, où B—: 


RS tree facteur 1e er ou Le alors — 1 — 66, ou 


x 


…_ … Un exercice utile consiste à intégrer sans  déter miner les. constantes 
A, B, G, etc. Ainsi, dans LEP Ci- dessus, 


k (2x +3)dx _— us fe Bér | . 


D (@ +2 AE x+2 S 
nn og + Bloe a FU es Lan b Fe 


EXEMPLES Te 


4 @r — de. a RE Re ad 
: 1. = —1} = Ps TS 
# J (t — 1x — 2) re £— cn PSE ENT RU RS : 
L AE A i . (x + 335 Lu C. ae tune ri, NAS 
J (+ 1)(c +3)(r +5) 8 ni ere : RE à FPE 


(4 )dxe ge De : &= D ER DS Se 
“HE + 6x + 8 RS $ "TE ET RSR SIT TRE 

(& +9»? | - AR A Ch 
(3x — 1)dx l ? PARUS | ae HR 74 
np log [eG +3) — 9). LEP RAR CA 


(Ce me es D) EN 


F 


ot . 


— log eee DCR HIDE U DS Ho Ne 


D Lam = Ga RS : : 
Or? + tir > sa | = (æ + 2) Jets Fra 
RÉ BRE Ou 2 +1 = ue | 


SX 


LS + xt —8 PR LU re Lx — 2) TR Re A É 
: EIRE AE Lx = —— | 4. ; n y 
“ ET TRNS 3 re Rp het (x 2 + FL as 


Pheeerrese - 2r + + lo + Morte 9 + Se 


9. er (a — bydy Sp NON) a)t Lt : É ï re ne + 
ÿ—GQaHb)}yE ab Ten, e as Me. 
40. _(@ + pdt 2566 (@ a ; FT RS RE re SACS 
JA PC + 9) È t A Ce 
se Ce Log V2. î 106 ee. DES io RS 
V0 +6 9/9 es ee Eu Re CE in 
VE Most 
a 


5 me NE | Re GER Rs RTE 
18: Re | | À ASE 
on 1+3z +222 ae AA ÉTÉ ET ee HR NII DES 
AZ fe + Gr — ST Log 900 <> | ER 7 | ue FE % 
JE 


FRA 


nd LR 


Se 
—__ 


4 
DEN À a à He CALE 


44 
un, Le 


x — Lt 2 ; NT eat ETS Se 


\ ; » 
« + AE ; _— 
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INTÉG RATION DES FRACTIONS: RATIONNELLES 


LT | 

È ee 186. 2° cas. - Les facteurs du dénominateur. sont tous. du pre- Es 
53 mier degré el certains sont répétés. FES 
3 CE S Es 
Le : Achaque facteur linéaire répété ñn fois, tel meer ea correspondent | FES 

les n fractions partielles: : RE : RES 

"Ve S 7. si % ne ane = 
CR RARE es D SL s 
EEE RS 0 PDC dur | LS 
> ee SERRE -(œ — 4) @— a) Bd RE 
se ;e La. dernière est intégrée comme ee le 1% cas.-Les “ibn sont RE. 
à _ toutes. intégrées au moyen de la formule (4), p. 327. Ainsi | PRE 
PE à a € 
En Adx es 
ue CRE CET ER : 
DACNSS EE € — Nn)(x — a) | 
Re Exexeue. ae Trouver | pie mA = 
FES è Ce 3 TT - We Se - 

E: Sobitiôn. Puisque x — 1 se présente trois fois comme facteur, nous avons _ LIVES 
nc: Rire ; 4 2 = 
Rs, our Re AC an - LT 
È D ce AE A) (re — 1 rue | 00 


En chassant Les dénominateurs, il vient 


D + A Ar —1):+ Br Cr(r — 1) eve 4», 
&+i=(A+D)r+ (SA +C—92D)r FAR — C + Dr — A 


En égalant les coefficients des puissances semblables de x, nous oblenons les 


et Pa 
Sul y p ET oe 
ri “# 


E eos simultanées 5 
AS | PES A+D—1, 
: TRES D, +-34+0—%2D—0, 
ne sta à da nb:CtEeD—0, 
EUR ERA : — A1. 


A hi po) Cet. De 
DA RTL POP ee 2 1 se 
ue: | EE 1 & 4(5r-14) Pre 1} a 
| NS . a +1 de == og à = chAS Re 4 +2 log (x —1) +C 


ee — 1) GAP x 1 

< £ RP ; = LATE” ‘ i PRES I se 4? ès 
4 D enr ee 
oi PRE C'EXEMPLES-.  < 
—— + log + C. 

Heio ee Art ‘ 


LOTO 


3. ED = +108 E ue C. 

4. en — + log @—1+C 

5: fé ee srtante 4 loge LLC. 
& A nue Dis Fa D ma Le , 


fes ENTRE A 
LES = a log (5 + a) + Te M ] | 
1. Vie | nn TEUT (a m}" CG En) — _ 
12. laeo — Jog 2. | 
% 4 7 2. Di Éd a: 
14. : Er AIO È : £. 
187. 3°cas. — Le dénominateur contient des facteurs du ne 


LL] 


VA si ne EDR 


MR emo ee ; 


degré, mais non répétés. 


À chaque facteur quadratique non répété, tel que 4? ne pa +, 


gta, 


correspond une fraction partielle de la forme 


LAREB 
L° + PT +. 


Cette expression peut être intégrée comme il suit: 


(ar ne (Aæ+Bjéx 


LH pr+g 


[En ajoutant et retranchant 42 au numérateur. | 


(ar +2 )dr 


LE DT Fear 


(a+ PSP + Bar 


… 


L° + PR + 


MAD Sp 
| rene 
LT PTE 5 


HU: 
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F. EE Bjdx _ sie 


5 Lait. 


(x + p}dæ 
L° + pX + 


en 


2 


Vig—p 


Rues p. 1, que 4g—p° > 0. 
- es __ Trouver se “a 
; $ Bx + C 


Solution. Posons - 


: “il >) : Re j MR 


Lx 
FRE | 
me Ne 
ie ee au donne 
“de sorte ques 
" æ 
Se | ; 
x MAP 
4 
Ne 
d nd 


1 : LE 4dx. =fÈ 
“LÉ æ (x? + 4) 


« 


sus VW SDS = loge log (+4) + loge — log 
NZ re 2 

Fe 

EXEMPLES 

Ts ï Ë 

ARE CEE Ven 

PESTE d 1 SL 0 

PP 2 op et Æ'arctes Ur 
‘vi en 10. MN BE Do 2 

1% P_(Qr? — 3x —3)dx 2745), 4 
.- AG DE 2e AT TIRRT RENREER 
Leu fie À dx 

ee DE SN era A 


Ft) — &. +4 
_ En chassant les dénominateurs, ona 

4 — A(x° + 4) + x (Br + CO) = (A By + Cr + 4A. 
En épalant les coefficients des puissances semblables de x, nous obtenons 
A+B=—0, CSC AA, | 


A1, B—-—1, C 


Me, OR | | CEE T  L'+4 


&d 
L? + 4 


AD) 
(+ + | 2 ( ne 
à [En complétant le carré au dénominateur de la seconde intégrale.] 


e 3 1 + pe + D+ mur 


arc Lg 


dx 


SES 
.Vag—p 


F È _ Puisque à +pr+q= 0 a des racines imaginaires, nous savons. 


… 


T—1 
9 


0 


. Rép. 
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dx Le : La 
op eme ssres k 
È Jde HG CEMRAN ADI D TERRE 
ne es PE PL DEPOT OPRSERTE 
g. Pere = g — + —arctg = — — arc tg + CC. 
1 Ga = Dds MERE 
AE + 8)? — 2e +5) | ; 
Dress DEA | 
— log? = + << arc Lg ——— —aretg © + Ga 
L'+ 3. 9 | 2 de V3" 
8 k ER EE log = GAP Eat = 
A RUES | 6 == AS V3 LR V3 md dl 
ï 22 z —A1\- y9. A CU Res 
5 " + "— ( TE = PE 3 ? a 
ÿ Ve re 6 AUTÉ en AUS as 5 ne 


it A PEWert 2 | 
DT og VS + 2 are t At 
BH Va re -_wirt v2 ÉT_p ee 


ei) Peine 4 p+y+l., 1 dy +1. AN Le 
ide LES log EL 4 Lave g = —— me +G ; | SRE 
2rdr ne F5 “4 Ru € De 
a fe DEV CEE | ETF EEE NES 
D a pr à LP eg Le j Re eut 
0: Gui+ 1)G? +1) ES A SO NE 
188. 4° cas. — Le dénominaleur contient 7 se % second 
degré dont certains sont répétés. S 4 
A chaque facteur quadratique répété 7 fois, tal me e (a Fe +D 
correspondent les x fractions partielles : FE 
on Ax+B CD ire Rue 2 
CRC enr DORE Ces ee 21 D nn à PER DE RENS TT NET 
En vue d'établir une formule pour intégrer la première de ces 
fractions, nous procéderons comme il suit : SRE 
; D Ne ne 
Arr LS A ESren | 
CEE REE  @+pr+g 
En ajoutant et en retranchant Ap au dénominateur. | D R. 
JR ER M er re SAT en “4 
+ pat g) Gi pa Ep CR 
HAE Se 2 2 UT 
L'H+PL +0 (Dr + + ( a q 
+ p (2) ( P) CRETE) 34 


DES ee es 
eq dx EE —— ——# —— ; » 
ce ++ D LEA) DENTS 


LS ANRT ESES s) ee dR 
RO MR ne en UN 2 + pr +) 


; & va À + Le 
| Différentions maintenant ee fonction DURE TE Ent PVR | ee. 


Gr + px ee D 


D GE Epa D  G@Hpz te) 


RS | : ve 
155 Re See 

3e es pre ses = Qn— S) ER Met e) (7 1 | dx 
TS \@Epr Hg @+Eprtp ] à 


| LINE D en ci 
D ou 4 


1 


En intégrant les deux membres de (C); il vient ” 
: cab pere 
St de | 
D Ce 2 nm RE | Ca ADD TT ; 
D re otre 4 ver ee | 
D rem 


Re ou, en résolvant LE no à la dernière intégrale, 


: we 


TL - 2 ' à È e + « £ d 
co » dr | en 
: fn D Xn — mire _ Eee +pr+DT 


a On — 3 da 
Se 2 — 1 7— a e FD 


dd 


+ 


RETENUE ARR 


=, li 


*. 


er 


12.7 
4 
LT 
A 

£ 
AR 
NRA 
Fa 
Es « 
Us 
"£. 
d: 
I 
<T, LENS 


»“ 


d'où l’on üre 
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En substituant ces résultats dans le second membre de (B), nous 
obtenons (*) 


Œ)  (-Ux+Bax _ A(p—4g)+(2B— Ap)(2x+p) 
+ px +9} Un —1) (49 —p)(+px+ 9)" 
(2B — Ap) (2n — 5) dx 


(2—1)(49—p) J (+px+a)t 


On voit que l'intégrale en question dépend de l’intégration d’une 
fraction rationnelle du même type dans laquelle le facteur quadratique 
ne se présente que 7 — 1 fois. En appliquant la formule (E) n —1 
fois successivement, il est nee que l'intégrale dont il s’agit dépendra 
finalement de 


s ARR 
LH pr + 7 


expression qui peut être Intégrée en complétant le carré, ainsi qu’on 


l’a vu p. 341. 


Toutes les fractions de (A), à part la dernière, peuvent être intégrées. 


de cette façon, et la dernière fraction, savoir 


_Lr+M 
2 pra 


peut être intégrée par la méthode déjà donnée dàns le cas précédent, 
p. 380. | 
QG + a+ 2)dr 
(x? + 2)? 
Solution. Puisque x? + 2 se présente deux fois comme facteur, nous posons. 


2 + 2? +2 Ar+B Cr +D 
(x? + 2ÿ (x?+9IY x2+9 


ExempLze LL — Trouver 


En chassant les dénominateurs, nous obtenons 
LES 29 + 22 +9 = Ar + B+(Cx + D)(x +9), 
23 + 2? += Cr + Dr? + (A +2C)x + B + 92D. 


En égalant les coefficients des puissances semblables de x, il vient 
C1, + D=1, AC = 0; BD, 


A0 BEN CA DEN 


() 4q - p>0, puisque x? +px + q—=Ù a des racines imaginaires. 


{ 
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Par suite, EE 
PV mat en a PP NE 
< (x? + 2Ÿ (x?+IY x + x? +9? 
Jess +a+92)dx es 2rdx +f ædz" ) f_dæ 
(x? + 2} (x? + 2YŸ x? +9 sk x? +9 
| 4 
———— + — arc tg — + — [og (x? + 2) + C. 
72 te a 108 ( + 
AS 3 
ExEMPLE Il. | : Tadaver id dr 


Solution. Puisque x? +1 se présente deux fois comme facteur, nous posons 


22+v+3 _ Az+B , Cr+D 
(a? HA (x? J 1ÿ dt? +1 
En chassant les Aého inter nous avons 


223 + x +8 — Az + B+ (Ur + D)(x? +1). 


En égalant les coefficients des puissances semblables de x et en résolvant, 
nous obtenons 


RC de D = 0, 
dr € Dr + x +3 TD [ 2xdx 
Par suite, ay res dx he 1 
+ 3 3} 
— log(x?+1)+ [= It. 
8 ( ) QD 


D Appliquons maintenant la formule (E), p. 384, à l’intégrale restante. Ici, 
re A=—1, B—3 p—0,. 
En substituant, nous obtenons 


[— 2+3 A+ | dx 1 + 3x 3 
er va == À arct 
farpez +0 ie 2(e MLD ea UE 


RER NE 


Par ent 1 


Fed arc ir rt Cr 
MH +1) à 
EXEMPLES 
dx x 1 
AR = arcig r +C. 
en act 
+ x —1 = DES ion 9f— Harete & + 0. 
+ re 42 a 
. 9rdx 2 + A œ — 1 
2 RTE Pt Ce 
AHDA+rÿ ; PA PEN QUE Xe +1) 
 Granviizz, Calcul diff. et int. 
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Re 


Ag" 


qe PTE 


Ar 
4 


Mon A 
Fa": A Sr 


ECS pr) F3 &n PACS TENTE "4 
RAR, NOR A A EN, Fe 

1 4 PR ENP ITS Est rt re à FH 
; , } Fe L 


2 __ y2\2 2p % ALES 
4. Fee RREES EU ga arc te © + 0. 


x? + a 2° —+- 4 
3 es, 
. En je eee Aa 
6. ne == = : +5 log ren Re + f/8 a arc tg 2 3 = | 
7. Jeep se + Pine +9) = dogs +- +6. 
; js = , 3 ue = V3 SH 


Puisqu'une fonction rationnelle Ho être ramenée au 
quotient de deux fonctions rationnelles entières, c’est-à-dire à une 


fraction rationnelle, il résulte des paragraphes précédents de ce cha- 


pitre qu'une fonction rationnelle quelconque dont le dénominateur 


peut être décomposé en facteurs quadratiques réels et en facteurs 
_ linéaires, peut être exprimée comme la somme algébrique de fonctions 
rationnelles entières et de fractions partielles. Les termes de cette 


somme ont tous des Mans que nous savons intégrer. D" où le théo- 
rème qui suit : x AR 


L. 


Théorème. — L'intégrale de toute fonction rationnelle dont le 


dénominateur peut être décomposé en facteurs quadratiques réels. 


et en facteurs linéaires peut être trouvée et exprimée en termes de 


fonctions algébriques, logarithmiques et trigonométriques inverses, 


c'est-à-dire en termes des fonctions élémentaires. 


= 


CHAPITRE XXVI 


| INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION 
D'UNE NOUVELLE VARIABLE. 


489. Introduction. — Dans le chapitre précédent on à montré que 
toutes les fonctions rationnelles dont les dénominateurs peuvent être 
-décomposés en facteurs quadratiques réels et en facteurs linéaires 
peuvent être intégrées. Parmi les fonctions algébriques qui ne sont 
pas rationnelles, c'est-à-dire qui contiennent des radicaux, un petit 
nombre seulement peuvent être intégrées en termes des fonctions 


élémentaires: Cependant, en substituant une nouvelle variable, ces 


_ fonctions peuvent, dans certains cas, être transformées en fonctions 
équivalentes qui font partie de la liste des formes classiques (pp. 326 
à 328), ou qui sont rationnelles. 

La méthode d'intégration d’une fonction qui n’est pas rationnelle, 
par substitution à l’ancienne variable d’une fonction d’une nouvelle 
variable telle que le résultat soit une fonction rationnelle, est quelque- 
fois appelée #ntégration par rationalisation. C'est un artifice d'inté- 


gration très important et nous allons maintenant passer en revue 
_ quelques-uns des cas les plus importants de ce chapitre. 


190. Différentielles contenant seulement des puissances frac- 
_tionnaires de x. — Une expression de cette sorte peut être transfor- 
_mée en une forme rationnelle au moyen de la substitution 


——— n 
; PTE" 


n étant le plus petit dénominateur commun des exposants fraction- 


(naires de x. ; 


Car alors +, dx et chaque radical peuvent être exprimés ration- 
nellement én fonetion de £ 


P 14e x# 
-ExEmPLE. — Trouver ee ÉT5 
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Solution. Puisque 12 est le plus petit commun multiple des dénominateurs 
des exposants fractionnaires, nous posons | 


9 
Alors, Dr MIN OZ TS ee 


» 3 à 
© N2stids 12 f (G° — 28)dz ; 
7 3 
ES AT GES F4 
= 2 C—= rs — rt +C. 
il 3 7 


SUR 


1 
[En substituant la-valeur de 2 en fonction de æ, savoir z = x 3] 


La forme générale de l'expression irrationnelle traitée ici est dès lors 


TN 


ÿ. RC )dx, 


1 
dans laquelle R désigne une fonction rationnelle de æ”". 


191. Différentielles contenant seulement des puissances frac- 
tionnaires de a—+bx. — Une expression de cette sorte peut être 
transformée en une forme rationnelle au moyen de la substitution 


a+bx= 2", 


dans laquelle n est le plus petit commun dénominateur des expo- 
sants fractionnaires de l'expression a + bx. 

Carr e2rt EUR radical FRdyens être exprimés rationnellement 
en fonetion de £ KA 


y dx 
ExEMPLE. — Trouver pe —— | 


A+a) +A+zx) 
Solution. Posons A+ x — 2; 
a LE ÿ 
alors da = %dz; AE Tr) 7 et (1 EL). E 


Ë dx Didiues dz 
| ss Se ae 
(1 + no EC +aÿ 
= Daretgz + = are le( + +6 


quand on substitue la valeur de z en fonction de x. 


L'intégrale générale traitée 1c1 a, dès lors, la forme 


Rx. (a + by" |dx, 


dans laquelle R désigne une fonction rationnelle. 


ÿ : , 
‘à & “4 “+ ke 
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192. Changement de limites correspondant à un changement D: 
de variable. — Quand on intègre par substitution d’une nouvelle: 
variable, il est quelquefois laborieux de traduire le résultat en ne: 
fonction de la variable primitive. Quand on intègre entre des limites, F 
on peut éviter de revenir à la variable primitive en changeant les 
« = P ù Let 
_ - limites de façon qu’elles correspondent à la nouvelle variable (”). ST: 
Nous allons maintenant illustrer ce procédé par un exemple. : 1 
“ Je S 15% 
16 4 
Exewpce. — Calculer [ de. se ‘ | #0 
PE 0 UE r F s ‘ 
A+ x? 4 
Solution. Posons Men. ne 
Pour changer les limites, nous observons que “4 
quand © — 0, D = 8 
et quand ; (tendGoire 2 | | #0 
( As er: 
16 4 e DA 317 2 $ "0 
ÿÉ C2 de el Rigites 1 Le 18 
0 = vd 7 0 AT , De: - 
1 + x? 2 
G -P2 2 2 73 2 2620 
=4 f de —4 f de+4 f fe = 4 + arte | 10 
| 0 0 | o 1:27? L 3 0 71 
—°+#4arctg 2. Réponse. : di: 
EXEMPLES | 4 
HR NL DE ES TRE SN à bo AT CAS TR x 
LETPS ——= À" tt — =log(rt +1)+cC. 3 f RU 308 
; E 3 3 EN ; ) Eat 9.3 ‘4 
a æ'+ 1 K 52 
“4 SN EL | 6 2 5% 
CRT) : 3. 3 - "11 
2. EE arret) +C. 4, À —T———2aretg 5. -: 20 
# RS 0 (2+x)V1+x Le 
624: | A 2 
CDS Ne : 
D 9 log x — 24 log (#1? +4) + C. 
rs. x pr m6 mt | | 
= 3 “4, | 1 
£ dx dr, 8 8 9 A æS That 4 4 rs (; 
6. ra HR 0E, promis 214 0) 
ts —x$ | æs +1 
(*) La relation entre l’ancienne et la nouvelle variable devra être telle qu’à chaque valeur de 
lune corresponde une valeur finie de l’autre et une seulement. Quand l’une est donnée comme 
fonction à valeurs multiples de l’autre, on doit faire attention de choisir les valeurs qui conviennent. 


. 6 5 2 La À 
De : . Res : TN UE: 
% 7. jee sf RAT op 
ù ja 9 Vx — Va? 5 “4 L9+e me À 
0 8. / POOUE  a een etats 10. A __udy ne 
#4 Jo A+ÿx À V2+4y | s 
3 9. f” 2 de _g, #3. pee =) en) Se 
2e DE LE 24 Le Le | 
AT DR. à CHSDE v3/ 
Î Î 1 4 2 b] 
de DE PR RONA ER | 
nn es PE PA Ve DR EiuLe A .: > L,: 2° 
Re ne ne 0 : 
Ë Dites FER 
#3 : — REARE 1 
13. F da : — 10 HD? ATTE À L | . | ù 
BE DER GE DÉTENTE SSP 
14. 'é xdx ; __ 2(Q2a + bx) PS | 4 
(a+ bx)? Evate ë Ve 0 
15 6 x?dx FéRCENREA ass NDS 
| TRES (4x +1)? A9(4r +12 re EUR AR. 
Me 46. Ja va = 30 + +0 HÉATNS 2 ur È 
47. ES FEDREE _ 
T —- a S r F : 4 
Ha 2 PE De SE SLR 
18. era a Vz L4)+c. ES 
RU p—— Er 1x —9yx — HVaarets = LES COS EIRE F0 
20, PJ Fast D 0 : 
k dæ = : : : 125 
22, Î a 3! +0! ++ +20 afro. ei 
RAP — (+41) 


4193. Différentielles ne contenant pas de radical autre que 
V a +bx+x x). — Une expression de cette forme peut ètre trans- Se. 
formée en une forme rationnelle au moyen de Ja substitution De ea 

Va+bx+ 52 ARTE = FC es 


() Sile Mi est de la forme Vn +p n + pa+q, g>0, on peut Décrire V vs Hthe+e. Cette 
forme est celle du paragraphe 193 quand on fait «=, b=?. SP 
A: q- | 


: ré 
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\ 


car en à élevant au carré et en résolvant par rapport à æ, mous avons | 
RES x PE A E SE ù +) be * see | 
ï - 3 0 2 2 L 4 
À à He : alors dx — Us PUS he : 
Re TE FR T2) ne 
F' The et este) En ———, | fe 2 > KE. 
EC. Ç Va + br +a(= 2 — x) — s'Hbsta “ à … 2740 
B< LL | b dE 22 Z Ù £ 


7 ” “ s ’ ni * 


| $ = Par suite à ER nn et Va ba a sont des expressions tonte Le 
mr. quand elles sont SPEUREES en fonction de 2. | Se 


dx 


nues _ Trouver f a 
C dn VAT + & + 22. 

Solution. Posons VA+e+a=z—r. 
… En élevant au carré et en résolvant par rapport à #, il vient 
SPRL: | 


CHERS 2z +1 Par | (2:+1) Re 
2 +z+i < 1: ÈTEESSS 


27 + 2 + 1)dz 


(2z +1} nr Az ifaige 
= [= log [(2: + 1)e 
‘+21 2: +1 g | )e] 


9z +1 
_ dx 
V1 + Pre 
9z +1 


= log |(2x +1 +241 1+x+æl, 


quand on substitue la VACRR de zen fonction de x. 


(AE 


| 194. Différentielles ne contenant pas de radical autre que 
ï V aLbx x (©). — Une telle expression peut être transformée en 
_ une forme rationnelle au moyen de la substitution 


= D Va be r— (V(æ ra) — 2) —= (a: — 3) [ou = —x)z|, 
| expression dans quel æ— 4 eltê—x sont des facteurs réels (9e 
CA+bR—- a. à 
Se "Cer si Vas D bd — = (: Re es — (r—:)s, en élevant 


TR 05 -Si le radical est de la foie Va+pr= qe, qg >0, on peut M l'écrire QE P y x. Cette: 
_ forme est celle du paragraphe 494, quand on fait at, b=— 
q 


| (*) Si les (éieuré de a+bzx—x? sont imaginaires, Va+ < re est imaginaire pour toutes les 
valeurs de x, car si l’un des facteurs est x —m+in, l’autre doit être —(x— m—in) et par suite 


se e (=>: bar 2 = (2 — -m+in)(e—m= in)=—[(x - mP+n?], 


| expression qui est négative pour toutes les valeurs de æ, Nous considèrerons seulement le cas où les : 
Ytactéurs sont rébls, 


( 
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au carré, en divisant par © — a et en résolvant par CORP àæ,nous 
obtenons | 2 


2 2 Des C4 ñ 
/ A ue _ alors. (ir == RENE 
+1 | ACT) 
et Va+bx— = are nr 113 
| A il 
Par suite æ, dx et Va + bæ — x? sont des expressions rationnelles e | 
quand elles sont exprimées en fonction de 5... : | | += 
ExempLe, Trouver fe | 


Fier FE 
Solution. Puisque 2hr—T—(r né De — %), 
posons V@&+1D@ — %) æ) — (x + 1). 


En élevant au carré et en résolvant par rapport à æ, il vient 


2241 10 
ee it — 6747 RS PO UNE 
| Par suite, HE pa - i | | S ( : 
S rs 37 : % 
et 2 ue | 41)71— . = pe # 
Va+r—2[=(x + 1x] ir da à 
Ve LR EN OISE 2/ er —=—9arctgz+cC * (A 
Vo 5 4 
€ NAS 2 e. 
VER ct : 
arc VE 
quand on substitue la valeur de z en fonction de x. 6 
MARNE: RE M 
EXEMPLES | 5 HORS 
1: dx SEA be ir? D x+2+r—Va, Ke 
Na ir a 2 | Sas rom ne A T0 Re” ; 


2: LE Te RD AT te (x + Var Er 1 1) 0 j < ‘4 


eV +21 Fr 


da EE € 


TEE ae "V2 +2r+V2— x 


4. a nes Tree arc te : v + Ve + 4 4 HAE DE Re C : - E 22 i 
LÉ RREES 2 NDS : Re E 28 
t? LA | LA 
ave L1 TR 
à À | 
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00 CELL CARE = — 8 + 6x 0 a | ; 
@ BR ou 2?) ? 23 (/2 LT — 9%ry? 4 
& | , - dx ==- ——© + C. -% 
VER Ga — #9? ay ax — x? 4 
2) 2 _ 
8. feat e _ log (x +1 + 2x + x?) — nn Me 2101 
g. [dx net Ve +æ +1 Fi 
 aVa+x+i c+A+ Va +e+i | 
“23 10. De de ee —/i arc tg. 2(3 — æ) rc ' à 
a 5x —6— 1° 3(7 — 2) | e. 
L'intégrale générale traitée dans les deux der paragraphes a la 


forme 


ms 


R(x, Va + bx + cx°)dæ, 


expression dans laquelle R désigne une fonction rationnelle. 
En combinant les résultats de ce chapitre avec le théorème de la 
p. 386, nous pouvons alors énoncer le théorème suivant: ‘10 


Théorème. — Toute fonction rationnelle de x et de la racine 
carrée d'un polynome dont le deg gré n'est pas supérieur au second 
peut être intégrée et je, résultat exprimé en termes des fonctions élé- 
mentarres (*). 


195. Différentielles binomes. — Une différentielle de la forme 
a"(a + bx"} dx, 
dans laquelle a et # sont des constantes quelconques et les exposants 
m. n, p des nombres rationnels, est appelée une différentielle binome. 
Posons Ne, alors RE UE CLE 
et __ æ"(a + ba” dr 42" #5 (a+ 6 sy ds. g 


si le nombre entier z est choisi de telle sorte que 7n2 et x Soient 
| également des nombres entiers(*), nous voyons que la différentielle 


(*) Comme précédemment, on suppose que dans chaque cas le dènominateur de la fonction 
rationnelle peut être décomposé en facteurs quadratiques réels et en facteurs linéaires. 

_(*) ILest toujours possible de choisir « de telle sorte que ma et ns soient entiers, car nous pouvons. 
prendre « comme le jus petit.commun multiple des dénominateurs de m et de n. 


CRUE TS 


L 


ai CR 
LA » 


ETAPE LUE 
A 


F -4 CET f 
i 


Î 
704 
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donnée est équivalente à une autre différentielle de la même forme 
dans laquelle 2 et x sont remplacés par des nombres entiers. 
De même, 


a"(a + bx"ÿdx = a+ re + bYdx ci 
transforme la différentielle donnée en une autre de même forme, dans : 
laquelle l'exposant n de æ est remplacé par —7. Par conséquent, 
quel que soit le signe algébrique de # dans l’une des deux différen- 
tielles, l'exposant de x à l'intérieur des parenthèses sera certainement 
positif. Quand p est un nombre entier, le binome peut être développé 
et la différentielle intégrée. Dans ce qui suit, on considère p comme 

à | : QE r LS 
une fraction ; par suite, nous le remplaçons par —; où 7 et s sont 
S 
des nombres entiers (*. 
Nous pouvons alors énoncer le Hédrote suivant : 
Toute différentielle binome peut ètre réduite à la forme 
2"(a + 0x") de, | # 
dans laquelle m, n, r,Ss sont des entiers et où n est positif. 
196. Conditions d’intégrabilité de la différentielle binome. — 
r 
(A) DC TU) ÉD EEE | | ge 
1 cas. — Posons ee ba" = 5. | | ; 
k r 
Alors dé ne bas) - — Z et (a +6") — 2"; 
on à également : 
1 m 
HS — a 2 — a\" 
Fan ) et die — | ; 
Hyr : b 
par suite, | RULES ES 
: | ere #— avr! 
VAR NS AA EE RE dz. 
bn pie | ‘se 
En substituant dans (A), nous obtenons FRS 
; | m+i à 
Le S ARRET à n " 3 y £ 
on + 0x") da = 2 — da ASS 1 
, bn a s | À 
| ; 
( Le cas où p est un nombre entier n'est pas exclu, mais il se présente” comme un cas Apart : 
ares Savoir r=p, S=#, . di 
= 
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5% Le second membre de cette expression est etOn nel quand 
É est entier ou nul. 
n: 
F 
= 2e cas. — - Posons OUT FE 2e 
à RS PE | as 
ER SRE D RE PR) ARS 4 them AU EL etes 
nes | Ans Y : sg — b 
LÉO LE ae 
7 É RTpee £ Pa | 
2 /Par suite, (a+ 6x") —a(s —0) °z'; 
on a également  . 
| HE 4 m SA CR 
Mr Le —A 1% Spy n 5 Ma" —0) "; 
< É pad à | c L - LR 
> et: eos Pr 5h)? dz: 
ne <En substituant dans (A), nous obtenons 


Li 
+ — 


Dre rG+ 0) = Sat Ce? 
< n 


“ 


5 (+ Ee SRE fra 


» 


+ re second onde de cette pres estration nel quand ——— mA Rte 
est entier ou nul. : $ 
- Par te la CtISreReeUe binome 


æ"(a + 6x" ÿ* da 
s peut être RUTÉe par rRHONGUSGUON dans les cas suivants _ 
à 
1% cas. — Quand (bee et un nombre enter où zéro, en POS 
n | 


a+ ba" Er, 


EC 
| posant a + ba — _ s'œ". Res 


Enr T AE EXEMPLES 

hi - F 

à, ne + À ; ') > £ 

3% Se 2 43d: YA NECES ee br? pe 

SCENE À LR SR dx = | (a + Ed a 2 AU, + C. 

Li 1 L ee my, Ve Îe - Ps : : æ = b° Va —+- bx? 

THAT Sr: er ? 

Le & (9 En supposant comme PRstedemtient que le boites tens de la fonction rationnelle résultante 


_ peut être décomposé en UE quadratiques réels et en facteurs linéaires. 


S 2 cas Quand Der un Dre entier Où £6r0, en 
- . ES * Ps 


# 
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Solution. m—=3,. n—=2, r—=—3  s=2. 
Ici se 9, nombre entier. - 


. 


Par suite, J exemple proposé se ramène au 1° cas et nous posons 
a+ br? = 2, 
À 2 — q\— zdz 
d’où | ef), PART 12 
( | b? @- — De 


et : (a+ bx?) 


ds ff a\S er Se 74 
rl d Re Ta; 
(a+ bzx?)? | BE (2 — 0 
= À fA—a-&=1 À G+ ar) + G 


__ 1 2a + br? F0 


4/5 + be an Les 


A fu Gene) er. 
Are 3° Le 


Solution. 


s 9 
ei LEA 7. | 


+ — — —9, nombre entier. 
n x7s 


Par suite, l'exemple proposé se ramène au 2° cas et nous posons 


ui 
22 
AT Er, Er TT : 
d’où =, Er _ VA + a — 
at Ar ae CA | 1: 
on a également t—=——, x — et 
CT 
(G—1} 
ALES RES 
ë 3 
dæ (EH té 9 
pres 4 É Z — /G — A)dz 
(A AE Re 
Ge 
te D0 +), 
3 34° | 


Ze 


ALP 


EN TC bé D 
. , Fi : RC Le à  - TT 
\ FA : FAR #, 
s° , l Æ TS 


PERS 
: (ASS 3a(a + ba?) 
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3 
‘ ù e, —. 
; 3; DEC LENS de OT _. A) EE M 


A+ 22) 
| | = a J 
ee (1 + 2)? @ 2) 0 8 UE ES 
Vi+a A rs 1 
dx 1 Va? — x? — à 
L a Va? — x? 24 PET EUR Ve 9 1 Va? — x? dx — 


TEE rte 
Pts n de) 2e+)+c. 10. VE de =. 


A+ 2°)? 


11, ne 


32 
12. a gl EP, ç, 
DONC DE VER de 


| 3 ; 5 L #9 
13. 4 BA 22)? dt = (1 + 20)? 4 û. 


14. fra + u)? du = 2 (A + 0)? (Bu — 9) + C, 


Se s «da ANNEES Nat 


er PC 


“3 
2 


11 
3. 


| 8 5. 
16. fa — eye do = (A +02) 5 IG + 02) + SA + 02)5 + C. 


His RSS DEP RIRE 
caa+a  La2r(a + a3)5 


“ 


197. Transformation des différentielles trigonométriques. — 
D'après la sonne 


sin Da r.e “SL AL pi: 
COST POUR 37 p2R 


we 
0 
Re v 
É ; 
. 
à 


A 


EEE 9 AUTRE TS 


NE 


Ÿ- 


An 
,: a 1 . D ô 2 
Mais sin 9 rer — — 2 À 
cosec cote? ? +4. 1 toi À 
9 4 2 5 te V4 lg 9 x 
4e 1 ND IUT : | 
el Dies a Res | 
| Fo 
CS \/! rate 
Si maintenant, nous: posons 
ge ou DD ALES PARTS di 
nous obtenons 
ins ue et 
Ds à ——— )  ———— 
2 AA 2 ANA RES 
En substituant dans (A) et (B), il vient. ; 
re AS PESTE | 
SIN : COS LT à | 
+2 1H rx 


A 
+ £ 
Puisque sinmæ, cosx et dx sont exprimés SET ct en 


2 


En différentiant x —2 ee nous avons également LE si j 


ART A7 


fonction de z, il s'ensuit que:  . k ER 


7 


Une différentielle trigonométrique comprenant sin x et COS æ SOUS 
forme rationnelle seulement peut. être transformée au moyen de la 


substitution 


Lo — — 2 


DE : 


_28. tour, D AE 
1+2. a Nr | Fate 


en une autre expression différentielle quiest rationnelle en = 


‘Ilest évident que si une différentielle RE tien 


igæ, cotgæ, secæ et cosecæ sous la forme rationnelle seulement, 
elle est comprise dans le théorème ci-dessus, puisque ces “ht 
fonctions peuvent être ee rationnellement en ‘Jonction de sin a, 


PA 
\ 


ES. 
F 


St 


Der" DL 


SAR ég : 
SO 
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Re .: 
128) 


| trigonométrique rationnelle pue être intégrée (®). 


COX FERMER EXEMPLES. 

RAT | ù ÿ " Æ + É L : : 

CRE E + sin æ)dr AR Fo) ol æ | 

D open Men, pe Le LC 

D.” sine@Ecosæ) 4 © 2 69 9 889 t | 
DER Solution. Puisque cette différentielle est rationnelle en sin æ et COS æ, nous 
__ faisons immédiatement les substitutions ci-dessus, ce qui donne 


SRE fs) 
LS no Lee CRE A+ 7/1 +2? 


; sin æ(A + COS T) 9z (1 FERRER 
> 1° + 7? is) 
(A + 22 + 9:)dz VE a F 9 LA de 
Re ou nr] Je+I+z )dz 
ge | ne a | 
+ XE À T d 
= FL — —{ 2 © je s 
ee n 8 o Er ÿ log te a) 
"3 A 9 
2 2 ü 4 ee à 
% fe À + sin æ j = + 
| ESS Be 
È 3 ve d'LANRRES fe 5 
Tr 4 — cos x À 
RS RE | | Lg E 9 
2 4 1 4 dr : SE LUE rs 9. ne. = log Dé Ge AA CR 
$ Pr D Fac Ted EL | He ARE 
AE 2 dy. = < ae # à S 
349 cosy rÉ | RAT HMS æ 
+2cosy - 4/5 10. Sens asrete(at ss )+C 


: à là T 
Et 6. . Fe : ES la EC BIEN a + 2 CSS RE 1 0° œ 
TRE D 3/3 | KAtS es re Farcts (3 tg x) + C. 


V3 


D nn luupures) cc. 

. s 14. ee —9 are tg (te “4 — ty = + C—=?—tg à + Ce 
Re LAS. Établir par la méthode de cet article les formules (46) et (17), p. 327. 
<> x 46. RE = 2 +oure (g (1 tg — + C = —— + +0. 
D HS 
AE © Voir le renvoi D. 395. 3 è | 


cou de cos 4, ou des deux. Il en résulte donc que foule différentielle | 


Eng = dx RE AE | a : #3 t 
à À L — Et QU SL ADR EE ee ar to 3 10 -— C. 
a — 3 ane Le (V Sue 
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nn 198. Substitutions diverses. — Jusqu'ici les substitutions consi- 
Le dérées ont rendu rationnelle l’expression différentielle donnée. Dans 
4 un grand nombre de cas, cependant, des intégrations peuvent être 
* effectuées au moyen de substitutions qui ne rendent pas rationnelle 
; la différentielle donnée, mais aucune règle générale ne peut être ; 
4 formulée à ce sujet et l’expérience acquise en résolvant un grand 
4 Si Le A be : 1 
À nombre de problèmes doit être notre guide. 0e | 
s Une substitution très utile est la suivante : 1 
2 4 
{ dz | 
L—= —-, 144 here s : 
£ SR 2 | 
| 
| , TE ; 
Ne on l’appelle substitution réciproque. | 4 
à Utilisons cette substitution dans l'exemple suivant. : 
HART | 
| EXEMPLE. — Trouver DRE ii. À 
. DL S | 
Solution. En faisant la substitution + — 1, de Rens es nous obtenons 
Va? — x? É ns | 
| dr = — f (az? — 1922 z 
3 É 
(a°z2 — 1? (a? — x?}°? | 
= — +C=— nr. 
ÿ 34? 34° : À 
| EXEMPLES È 
à 1. sie ue : — log ere Poser 43 — : | | | 
“Æ a+) 38 + SES ‘à 
; Te — log (x — 2) — Poser x — 2 — z. 1 
| res en rte ou | 
SRE Q 
3 a. , 1OP RARES Te Poser x + 1 —z. 4 
(& +1): 6(x +1) “4 
4. - dr nt Re tete Poser z — L; À 
Lx A/ a? + x? z : 2 
@+wÿ Va + x 4 
us g % à - re Et | : ?.À 
‘à 5. RNCS LE log ee _ Poser æ = <. 4 
: aVa?+ x 4 a+ Va? + x? À ; 
6. Jr - QU CR RE Der ee Lie À 
Wi+r+e. ER A PAC, z £ “4 
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TL 
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PRIE gr = 2 + og) TE 7 Poser 1 + log x — 3. 
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sas. 


42. nn fine man (sin 0 -+ cos 0)d0 
Far sin 90 


= = Ge - axe + +0 


etre 
AR A 
EH 


AR on Poe ES 
D Re jee AT 8 LA 4 > Per re 


14. he ns 
A) {ar — 2? ER 


_ 45. JL Le EVE jy ee 
er + 3 


| fhraient 


ur. [Ve ride = 
fr+v5_ G+1) (22 + 1)dæ 
1 re 
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2 ee …. 
- { 
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Poser z = — 


Poser sin 8 — cos 6 — 
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Poser e7 — À — z?, 


BEPosert El = 


# 


Poser‘ —41—"7} 


À 
Poser Tr —— —=7%. 
Er 


26 


ra 
1e 
à! 
£ 
ne: 


je 


A M SRE Eee SP 
CENT TR EE æ, Pa LomdEn se. rt MONET ENT ? 


CHAPITRE XXVII. 


INTÉGRATION PAR PARTIES. 
FORMULES DE RÉDUCTION 


199. Formule d’intégration par parties. — Si « et v sont des 
fonctions d’une variable indépendante unique, nous avons, d’après la 
formule de différentiation d’un produit (V, p. 38), 

dQuv) = udv + vdu, 
ou, en transposant, 
udo = d(uv) — vdu. 


En intégrant cette expression, nous obtenons la formule inverse 


(A) | 


Le 


cc] 


udv = uv — [l vdu, 


qu'on appelle formule d'intégration par parties. 
Cette formule fait dépendre lintégration de dv, qu'il n’est pas tou- 
jours possible d'intégrer directement, de Pintégration de dv et de vdu, 
qui peuvent être intégrables immédiatement. La méthode d'intégra- 
lion par parties est l’une des plus utiles du Calcul Intégral. Pour 
appliquer cette formule, la différentielle donnée doit être décomposée 
en deux facteurs, savoir, w et dv. ; 
On ne peut pas donner de directives générales pour choisir ces 
facteurs, si ce n’est que: | 


(a) dx est toujours une partie de dv; 

(4) àl doit être possible d'intégrer dv; 

(ce) quand l'expression à intégrer est le produit de deux fonctions, 
il est généralement préférable de choisir la plus compliquée comme 
partie de do. | 

Les exemples suivants montreront en détail comment on applique 
la formule : | 


ExeMPLE 1. — Trouver [+ cos vd. 


RSR | INTÉGRATION PAR PARTIES 


; 
Sn benitané dans (A), il vient 
u dv u v du 
A CE APT en où LAS ste. 
æ Cos PES æ sin æ— | sin vdx 
LE 5 e 
= æ Sin æ + cos æ + C. 
 ÆExempse IL. — Trouver É æ log xdx. 
LE 
| Solution. Posons uw — log x et “ = rdb alors au — 
à T 
En supshitiant dans (A), il vient 
Mas: | 5 ag a. dx 
“85 2 log vda = log x -; — =. — 
F < r? l x? 
a — loger — + C:: 
ee. FAT 
+ ÆExempLe I. — Trouver Î Lex. 
Le 4 Ce 
Solution, Posons RC EUTE NUIT. 
“alors : GE DR 1 “he a 


s k En substituant dans (A), il vient 


De 2 2 
rs : 2 te 
Re f red = em. | Texqdx 
L'ETRRE : ie, æ' Re 29 0) é 
> s c 3 * , 22AL 
MS —= “- QE q J rear. 
_ _ Mais aewdi n est pas aussi simple à 
Ë nous n'avons pas choisi nos facteurs convenablement. A la place, 
pa posons u—x et do—cdz; 
1 
4 2 A € " LS ez 
HARHIOTS 1", du=dx et v— f° ON AE 
Base . ue | (4 
STA 7 f, = « 
rS En substituant dans (A), il vient 
- ns a hs , à eîr e1T 
TERRE > feeds —— | —dx 
a 7 M ( &. a 
LÉO à geur em 
- ; z > RE 4 a? 


j #7” 


ExemPLe IV. — Trouver JE Tr. 


intégrer que xe®dx, ce qui indique que 


_ Solution. Posons u — x et du — cos rdx ; alors du — dx et: 


D = f cos rt SINn 


AIT peut être nécessaire d appliquer plus d’une fois Hi formule d'inté- 
so par pans comme dans l’exemple suivant : 


dx Ne 


D: 104 x CALGUL INTÉGRALE TE LMP CU RENE 


13 Solution. Posons CUS rt el dr =D UN LT ETS ROM ENT 
ne pur > j, je PCR 3 
: alors | du = dde ete ie = ASS | 

: LE - 
5 ; d Le > 
Ne - . En substituant dans a), il vient : | “S - . 
> f X ; ax ea Fe DAC 
fatevax = pas Le ee *9rdx * 
S 224 | a a < 410) 
TER | ; ae. 9 f: ANRT Se 
D. © PIE fn Re 
D, à a r a u : = ; 


L'intégrale du dernier terme pe être trouvée en appliquant à nouveau Ja. 4 
formule (A), ce qui donne | 


: # : 3 ax RE À - 
i frrde=T T——).. "SE" 
= ; F4 7 < È a = a 4 À É 


En substituant ces résultats dans (B), nous obtenons 


fade = PE 2e (: pa + Fo (a se Re) Ge 
ù a DEV ARE LS ES 


a a? 


Parmi les applications les plus importantes de la méthode d'inté- 
gration par parties, on peut citer lintégrations 
(a) des différentielles contenant des produits CPR PES. 

(4) des différentielles contenant des logarithmes ; 

._ (ce) des différentielles contenant re fonchons circulaires à inverses. | 3 


_ EXEMPLES RAS a 
1. fatlog de = logz—=)+C | es 
3 DS EAe 

2: fasin ada—=—acosa+sina+C. . Ê : AN re 
3. are SIRTUT = MArC sin & +1 — 22 + C. Se : 
Nore. — Poser u = arcsinx et du = dx, etc. : £ #0 
4. fes vdx = 2 (108 x — 1) -+ G. > Se Es se E | 
5. She germe æ arc ge — log (+ eee. 3 Rs 
6. n] u d = Il — C4 : . à = A 

fe 0g æ T — as les ee M 
D are lg — si : | Fe LE o É 


- 8. Ron EN Reces LEGER 


D CARE 0 __. CE 
Mat Ch ES : 
L) sé + \ * 
. ». Li 


es Le INTÉGRATION PAR PARTIES ETS AUS SRE 
ER : : | 324 34 
4 er fe cdr=ù[ rer ee | NE 217700 
‘2 loga log? | A 
> 2 LS 
22 10. rat al DRE Leu - [+ | 07,55 
+ RE loga log? a a loga | ( D. 
ÉCART E jé cos 6 log sin 645 = sin 6 (log sin0—1)+C. è TS 

: , 12. aerdx M C0 2 + D) EX RES ê a D. 
* Rue 43. fe sin æ cos dx — 4 Sin 2% — x cos 2x + C. 
Be tu ne A TEE TR 70 


î Ê : 15. are Led = mare 1er — V8 + are ee + Ce | 5 


Dee . 
. L LAS " | # 


ie log ydy= 1 2 A ‘arctg où = © — log 2. 
SALES 0 — a : > 4 9” = A | 


16. be La es de PAEUTIES fatlogade=" (loge?) +C.. 


14 sf 2 sin ada = n — 2. | 23. as - 5 


TRE ax 3x2 : 

SES e TL T 

PÈRE 24. "| aerdz = | 28 — = + Ge 6 | + C. 
Da: e D are ET 


| 25. fe sin çde — 2 cos 9 + sin " — 9? cos 9 + C. | & 
26. _fQos QU ue —2logæ+2]+ Ce | : 


ne de et Le 
| log Ed $ 
J@+A1» di 

dx. 


| Nom. — Poser ue = = log? bd ne —"——, etc. \ LIEU 
æ : GER | LENS 


de . 250 
s SE _fatare arc sin dx — L arc Sin æ +: . PHP js 1 A D : 2 


log æ — log + 1)+C. 


30. frsétosts te dd = t£ 0 (Log te —1)+C. RAGE Ki 
e À ue 84. Je (log DE © — et . . (og x) —logz+C .: ; É 


. + s pue 2/æ+1[log(&+1)—2]+ C. ‘ 2 a 
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CALCUL INTÉGRAL 


> 3 1 
k 33. fee dr = — {ra — x?)? — 2 (a — + 0. £ 
CM PTE j 
NoTE. — Poser u,— x? et dv — = (a — 22ÿ® 2 vds, etc. 

à 34. JV — de = Var, Fr are sin + 1 
: 35. y L'ALREPeR t VIN C SP Le 
4 1 — x? 3. y | À 
Le 2e ARS 2 | —— | 
à 36. fve+ + 2x*dx — Sr ds + 2? + =: log (x + ya a) + C. | 
$ 37. érer ce — Q Vars a? +- Care sin 2 + CG. ; ne 4 
9 a ; 
38. fous à He “ 2 Fiogte +4 Des e èl-c 
k 7? 3p? 
‘4 | 
3 200. Formules de réduction des différentielles binomes. — 
: On a montré au $ 195, p. 393, que toute différentielle binome peut 
: être ramenée à la forme s 
J a"(a + bx"} dx, 


| dans laquelle » est un nombre rationnel, #7 et #, entiers, et n, positif. 
5 Nous avons également appris au $ 196, p. 394, à intégrer une 
1 expression différentielle de cette forme dans certains cas. En général, 
on peut intégrer par parties une telle expression, en utilisant la for- 
mule (A), p. 402. Cependant, l'application de la méthode d’antégration 
par parthes à chaque exemple est une opération longue et pénible. 
Quand la différentielle binome ne peut pas être intégrée rapidement 
par une des méthodes étudiées jusqu'ici, il est d'usage d'employer 
des formules de réduction bles d’après la méthode gs intégration 
par parties. 
Au moyen de ces formules de réduction, la différentielle donnée est. 
exprimée comme la somme de deux termes, dont l’un n’est pas affecté 


À du signe d'intégration et dont l’autre est une intégrale de la même 
a: % “ . " que RUES . x . r ; 
; forme que l’expression primitive, mais plus facile à intégrer. Les 


quatre principales formules de réduction sont les suiv AIRE 


xM—n+ I(a ere bxr)r +! 1 


(np + m+1)b à 


RE Pets 


(4) 7. xM(a +-bxi)dx — 


à :FORMULES DE RÉDUCTION AT 0 
D Re S +{ | 210 
(B) Î xM(a —- b x#)Pd X — x (a+ bx°}? : \ NES 
sas 2 Apr un 1 | 100 
i Se - np m DD = 1 2 
DU RP TE) ma 4 br) 1dx, RSR 
| | el: Sa ; 1 000 
Le 4 DEL. 
S | ym+i p+i “21 
F (GC): fee+ Net he Cat ee D: 
e ” | (m+ta 4 
; | (m —- DE d 
Dr à - | ; e ÈS 
D | Ft m+ 1 + 1 À 2 
D (D) f° na Dherdea ss. (Cab? = 
* | Mn gUpa.Lje- | 4 
Be. 0 à éphrtm El ous proptiax.  UO 
7% LA us = ,  N(p + 1)a < N. 
: [n'est pas nécessaire que le lecteur se rappelle ces formules par 4 
cœur, mais il doit savoir le résultat donné par chacune d’elles et Les re 
_ cas dans lesquels elles se trouvent en défaut. Ainsi: ;. 
La formule (A) diminue l'exposant m de n unités; elle est en défaut e 
_ quand np+m+1—=0. x20 
ÿ 3 k V4 CP) 
; La formule (B) diminue p de 1; elle est en défaut quand Le. 
np Em L— 0: RS 1% 
_ La formule(G) accrott m de n; elle est en défaut quand m+1=—0. 1 
_ La formule (D) accroît p de 1 ; elle est en défaut quand p+1=0. De 
_ . I. Établissement de la formule (A). — La formule d'intégration = 3 
‘par parties est. | ‘e 
MS € de 
Re (5 ; Jude UE — fou | (A), p. 402. 
| Nous pouvons appliquer cette formule à l'intégration de 
4 SES eue | À: x"(@ + 0x") dx, 
en posant Ua" nt! (5) et do =(a+bx'}x" "dx; alors 
L ; “ a mu by \?> 
_du=(m—n+tlx" "dx. et Xe 2 
. un. | . nb(p+1) 
Pos, C5 Pour intègrer du d’après (4), il est nécessaire que x en dehors de la parenthèse ait l’exposant 
. —1. En retranchant n — 1 de m, il reste m— n +1 pour l’exposant de æ dans u. 


D = 08 RO CALOUL INTÉGRAL TÉS PTE TIRER 


5 En substituant és (A); il vient Lo ARR RTE 4 
B æ"(a hr js ea +Es s 2 | “4 
4 (B) fe a+ Pa nbp+D TOR 
4 | UMR Pont ba) dr. À 
D np+ DJ CT Pr 
 jrcre-frreee 
à | ra ne is 077 | É. 
E En substituant ces et re (B), : nous rh . ee s : 4 
RE US AA et M 
FEES np HA). ES É EN RON 
— rte f he ASTRA 
np D db a es HORS 
 _m—n+i = 
RASE LOST Re a"(a + ba dx. 
.n(p +1) es : 


En transposant le dernier terme dans le premier membre, en rédui- 


sant et en résolvant par rapport à 1 za + ba ‘Ydx, nous obtenons 


ARE Page m—n+i babe | D 
RCA xM(a + bx!)Pdx Lanta + bxr)p+t - É 
(a) | C ) So b(np + m+1) ANT “Th 
| a(m—n+1A) LATE ER En. 
— = | xm—n CARE PIX 
B(RpaEme th C à ) 70 


ie voit par la formule (A) que l'intégration de a+ be Yd 
dépend de Fintégration d’une autre tonte de la même forme 

dans laquelle #2 est remplacé par #2 — n. Par des applications répétées 
de la formule (A), m peut être diminué d’un multiple quelconque de x. 
Quand np + m +1 —0, la formule (A) est évidemment en défaut: #4] 
(le dénominateur devenant nul. Mais Le ce cas # 
m nt 1 pe 0: 


s- 


- 2 | FORMULES DE RÉDUCTION Ÿ 409 


_pars suite, nous pouvons appliquer la méthode du $ 196, p. 394 et la 
_ formule n'est pas nécessaire, 


#4 IL. Établissement de la formule (B). — En séparant les Re 
nous pouvons écrire 


( ; RO) e [ æ"(a + bx"Ÿ dx — de aa + dx} (a + bad 


Es: ea o | a f a(a+ dx de 
à Le £ ie +6 far bary ar 


 Appliquons maintenant la formule (A) au dernier terme de (C) en 
L: | substituant dans Ja formule 2 + n à m et p — 1 à p. Nous obtenons 


ET nor | __a"ti(a+b x"ÿ 


2e + m + 1 
É Æ = | | an 1 : La + 6x) A 
he JPÉEd sh Dre np + m+ 1 


Ho: En substituant ces ut e dans (C) et en réduisant les termes 
semblables, nous obtenons 


2 


ALE 2 + : | 
D) f° sa(a+- D yax = a+ i(e + ba 

“Èe np + m+i 

a : È È x 2% | | d Re TE ee X a bx1\p — tdx. 


| haaue nos de la formule (B) diminue p Pano unité. :Cette 
; formule est en défaut dans le même cas que la formule (A). 


| : par AARROTE, ie 
RS . : a" "(a + bæ'Y da, 
et en substituant m+nàm, nous obtenons. 


TRE F 1+1 n\p + 1 
SO f. ed una (ere 


Pi: Le vaut) 
ci = bopÆEntm 1) fym+n(a + bxipax, 
a(m +1) | | 


HE D Loc de la formule (C). - _ En résolvant la nie (A) 


10 CALCUL. INTÉGRAL=  - — Re # 
Par conséquent, chaque fois que nous appliquons la formule (C). 
m est remplacé par + n. Quand m +4 — 0, la formule (C) est en 
défaut, mais alors l'expression différentielle-peut être intégrée par la 
méthode du $ 196, p. 394, et l'application de la formule n’est ee 

nécessaire. 


IV. Établissement dé la formule (D). — - En résolvant la AN 
par rapport à 


0] d£ 


jé AC Le by dx 


L2 


et en substituant p +1 à p, nous s obtenons ; | 


@) | [ x (a + bxi dx - — — Ka + (a+ bei 


3 | a an(p +1) SRE 

+ np+n+mt+i. re —— bxu)i+ ee LE 

_ an(p+1) À 

Chaque application de (D) accroît P d'une oité. Évidemment a) 4 

est en défaut quand p+1—0, mais AUS p—=—1'et l'expression Er 

est rationnelle. Le A el | 1000 
EXEMPLES $ 

. ” ‘ : e nr | - “24 

q, (TE 2 lui pt my C £= # 
je — r? 3 7 - - 3 B: 
Solution. Ici Se n=— 9; P—=—;, GA b—=+-A; | 2 


Nous appliquons dans ce cas la formule de réduction (A). parce. que DU 


tion de la différentielle dépend alors de l'intégration de + TA — 2?) dx, 


nous obtenons 


laquelle relève. de la formule (4), p. 327. Par suite, en substituant dans ou 


#6 , ” 


2 


re | «2 
2H4(1 72) 2 1 —9+1) SE CRS 0 
PET per / D En Pen nn 3-0] = ÿ2Ÿ 2d 

EX Lie = 144320 | CES j PTT FLE 


E ‘ " N . 

CRUE EE LA PELSRS 
4 = | 

= — {121 — Le Er 22)? + C 

Li + DA — 2 + | ï 2260 


2. de ACER ES pes éz)Va—e x? + Savaresin 2 HO 
RE. — Appliquer (A) deux ne 


- … 


D à © FORMULES DE RÉDUCTION PTE 

nr à © a2 T4 
% mn nn. +2 dx = L Va + a D + re dIog @ +- VEER m3) Fr C f 
E + D 74 ! : é À 


Lu ; NOTE. — Icim—0,n— 2 = =, a—= = d, Das, Appliquer (B) une fois, 


A+ es x . , Ë | 9 ee 9 , Ÿ y # 
RE 1 our c SU 1 
D a3ÿ/x? —1 FA KA Dos Er Re 


pe _Norr. — APRES (C) une fois. : | x ‘1 


[= 
/ 
re 


6. = PR eq Où are sin EC. | 
Re 7 _ DNA à 2 : <70 


EE nan: | EX pe — a) Va? + + C. 


|. É NET ES UMA | Ÿ °# 
É Be a arte ne 
: 8. Ve — a dr — $C — a) rs RP TETE “ arc sin . Cape Es - 
* ; : Nore. — us a et ensuite (B). pre | M j 34 


; SRE nt 
Se Pal + œ— DE + æ?) Ta $ : 108 
Le . à Note. — Appliquer (D) une fois. : | 42 


ki a 


De. 2 __ y? 1 . 4 
D 10. E— "2 ex À a RE NE SRE ES SE - 55 
ne = — D. NE PER SL. Va — x? “3 


Le. 2 f à, 3 RE 2 à % - : ES 
E. 1: . = ET + c. je ee | 
‘0 s: (+ a Det FD) ER 


LÉ es 2" 
40. (> dx __ (Ga? — 27? de Ce pe: 


à 5. x 

À (a — 2)? Sata? — æ) À ne - 

ÿ ces nier de = = & (a FFe Sa?) Va + + a + ne log Çx + Va + a? + C'E ER À 
44 frere dx ie —< log (x Nes + 4 Po Ce “ $ 


E de 16 UE D'ARTS EH (au — D + “are sin vers EG LS 4 
3 é DORA TAR, 1, 14 


PE FA 

AD .æ z?dx 3 A? 4 . à 
. Note — f —""" — | x? (2a—x) ? dx. Appliquer (A) deux fois. = 
RARE TES 2ax — x? : à 
RS «7e vi M 


€ Fed : ; 1 , + - : “ 

D Va 5 
: 2970 Er 46: dx = — a Li 42 €. À PE 
ra LL AN 4 ris 
D aa Ke g)e | :, RTE 


RU te, Sn à + 8r) HT p+Srarcsin vers Z+C. Da 
Van | 2 “pas Te, ri 


dE 412 | = CALCUL INTÉGRAL 


D - “ 


"à : FR SU ° “= 
5 S 18. Me En Anse (Qat — 12}? + a arc sin vers É + C: | EC. 
é RS Ro ER z a pe? Z JE ERUNE 
2 4 ce : | EN 27 + tr SHOT + à { Ce : 3 74 
Re. SL rs (a? + 5 ro + ST Ba(a? + RE" DE a Sa A Re AR à 
ne 20. Par RTC ar 0) Vi RE C. Le 
D. VI — 73 LS RD UE 7. 
2 dx tft 7 sds 4 
rs : 95, Je BVa+ dt. DU 
| | pere (a FEES EUR 
Deere de a 
% en pe + = pe 
 . A+). ie | EME. À 
Le : 23. tar Es 27 de a? + ad : [R2 ET es à dy. ‘5 
5 VT— a TRI de | LERTSR 
à 94. dr | 28 f — x)? dx a 32 | A : , 4 
UE t(aï — t+)3 54 
201. Formules de réduction des différentielles trigonomé- k 
triques. — La méthode du dernier paragraphe qui fait dépendre. 


l'intégrale donnée d’une autre intégrale de la même forme est appelée 
méthode de réduction successiwe. ; 
Nous allons maintenant appliquer la même méthode : aux diffé-. 
rentielles trigonométriques en établissant les formules de réduction 
trigonométriques ci- après, et en illustrant leur PRIOR au Hope 4 
_ d'exemples: | Fe M. 


sine" cos" à HSE SP 

(E): sin” x 606 x dx = SD" "008" OT ESS 

| Ph m—-n è rs # > fe Fi 

Ne A NT ur EEE STE RS 

== | sin? x cos! ? xdx. 
mn.) : CS Û 

sin”! xcos*! x 

Sn EN] | 

mA LE 104 

Lu fs sin” à x 6082 xdx. Le) 

m+n) 7 1 r 08 


= 


(F) [ sin X COS? xdx = — 


LE 
+ 


| RU | sin"! xcos "x CORAN EE. 
(G) [l sin" x COS’ pÂE Pr CES AE <:XERE 
U CR MIE ONE) 1 ee : MR RE ee 


mn—+2 MAT STE 
+ a sin” xcos”**xdx. 
s n Ta £ = Se 


2 7 FORMULES DE RÉDUCTION 113 


m+i- FE 
@ sur sint x cost xdx — #07 X COS" 
m—+i. c 


14 = A. ss RU sin” *? x cos! xdx. 
4 mr re à m + | : 
lc, le lecteur devra noter que 
+5 
Ê te formule (E) diminue l’exposant n de 2 unités; elle est en. 


: n +1 
SACS 14 a ; AE 1 S RE n +2 
RSR RS AR an DOS CLS 
LATE È ne HERNM | 
“ : | | Maïs fe Se COS TUE — Le sin” æ (1 — cos? +) eos" * xd 
ie nues = fsinvæcos-ade— | sin” L:COS ŒUD. 


el Mob D RC EU Se dE 


pcs quand m+n= 0. 


La formule(F)diminuem de 2; elleesten défaut quand m+n—0. 
4 “ La formule (G) accroît n de 2 Be est en défaut quand n+1—0. 
É- La formule (H) accroît m de 2; elle esten défaut quand m+1—=0. 


Pour établir ces formules, nous appliquerons comme ci- noesste la 
| formule d'intégration par parties, savoir 


(A) ES fudo=uv— [rod (A), p. 102. 


= Posons ‘= cos" Tæ, et  do=sin"æcosæde; 


De même, si nous posons 


PU Hub dot, 00 "C08 LSiNvot, 


nous obtenons 


A 


HD SC COST UE 
Po. see æ COS" RSS A 


PAR SES SIN PC 
alors du=—{(n— 1) COS TSINTAT, et. v— —— 
| m + 1 
JS substituant EN @y nous obtenons 
: | RS ET COS 
-®. sin” æ cos" ædx = + TS 
| La m +1 
De LEE + $ Si ue, . A , + DT 
LES RENE" | a lo CHSCT ÉLUS 


x 
NES 


A 
à 
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En substituant dans (B), en réduisant les termes semblables et en 


résolvant par rapport à [ in" æ cos"ædx, nous obtenons 


LEA 


sin” *!'xcost x. : 


(E) je SIN X COS EX AX / 
AOL ARE ASS | : 
5 + ni [ sin” x cos? xdx. 
mn. | 


En faisant une substitution similaire dans (C), nous obtenons 


SIN TELE ES 
EN FI À 


m —1 ; | 
LS He NP ISIN ER COS A x: 
- m-n 


(F) 4 sin? x COS! xdx — — 


En résolvant la formule (E) par rapport à l'intégrale du membre de 
«droite et en augmentant x de 2, nous obtenons 


sin? *!xcos’*!x 
n+1i 


4e A 4 Li cos" 4 XX. 


(G) | 1 sin”? x COS! xdx —= — 


De même, nous obtenons, d’après la formule (F), 
SN cos e 
m —-1 


—- TRUC [sn m +? x COS! xdx. 
- m+i. | 


(4) 4 sin x cos" xdx — 


\ 


Les formules (E) et (F) sont en défaut quand » + Dee 0, la formule 
(G) quand » +1—0 et la formule (H) quand #»+ 1 —0. Mais, dans 


ces cas, nous. pouvons intégrer par des méthodes qui ont HÉOEpORES 
précédemment. 

Il est HA que quand m etn sont entiers, on peut faire dépendre 
lP intégrale * 1 | E 


sin” + cos" xdæ 
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à de (Nine des intégrales CI- raprès, en utilisant une des formules de 
1 réduction qui précèdent : DE 


de da, [ sin PE | JE cos ædx, [ sin æ cos xdæ, 
7e rs : 
rie fe cosec AU es | sec æax, 
à sin æ COST AE 
De ÎE de x xdx, cote rdæ. 
| St CR cos æ Sin æ EU | 


Nous avons appris à intégrer loutes ces expressions. 


e 


FRE < …/ JEXEMPLES 


È FR sin + cos æ : sin + COS’ 
F #. fSinæcostode = ME + 5; EME + (sin & cos T+x)+C. 


{lci, m—0,n = 4] 


D à) sn a cost ax = — ut cost xde. 

‘4 C / < ROULE A 

5 - En appliquant la formule _Œ) à l'intégrale du second membre de (A), nous 
20% obtenons AE - 

Ë ie i DSITLE COS D, - 9 o 

È (Bb): … f cost ar = ——— +7 f cos TOL. F 

ss 2. ne 

L. 


; LE application de la formule Œ) au second membre de (B) donne 


D. 
“ AREA 7 fes VAT AGE ARÉSEUeR 


à 2 9 
; Sy Substituons maintenant le résultat (C) dans (B), et ensuite ce résultat dans (A). 
4 su obtient ainsi la réponse indiquée ci-dessus. 


#4 4 2 »dx — LS Sin D sin L.)SinT Te 
Le Lie, [sn æ COS? dx TE | PA Pin Cru or 
à ie rs = tee 2eolge — à coté 2 + C 
‘4 ; sin æ COS? 3 
Fe re 4. a fee RUPECE A D—T+ HS 
se si 
À <p. D pe 
E. 
Ro: 3 ! | | 
LIRE 6. _feosec ede = — + cosee à coter ++ og (cosee x — cotg z) + CG. 
43 x k 


Solution. En appliquant d’abord la formule (F), nous obtenons : 


16 Se CALCUL INTÉGRAL |, Fes £ né 


cos ada 7 _COS LS ee Fe AS nes Mer rh PPS. 

ns — + rare Es POLE À 

; Fe sinôaæ Jsin?a Dre 2 ve free x HP 
8. Je ada—— à < se ë me Ssin :) —— =. LE de é me ee : 
Léte 2 AN COS AR Se MC 3 à ESA Rs 

9. _f cosecs Gao == Le É : _ S sin 5 — g log 85 + G. Re À 


Se Ne ADR ta à ue + À t 
. see sh 2 cos? 9 Bons do oo LE vEGeeE+ ep+ 0. 


s fat — Sin t : LR 39 3 35t- 
41. eos: tdt = (cos Fe CES 00s Sin + re. 


| TA ET AN ESS à 
MARS DR RM RENE l 
Ja COS? y (ns TEE 2 sn) De. | 


ra 


FE à el 
: 43. er. PRES 26. f° os ae =D, ;. ER Ja 


12 | 256" 

14. 8 xd 397 75 AT AP siné æ = LEE # 
Je Sins zdx — 956" | o. ! 2. s 4 F 
15. cu sin Gao =. “ 18. E "cost dd = ‘ 


202. Trouver Î e**sinnxdx et ‘| e%*cosnxdx."— Intésrons : 


e®sinnædx par parties, en posant | ins A 
UPS et AVE SENTE 3 ME SATA ER 
Pre FRS SRFCOS LE ea ES 

alors du de"dr, "°° °-et De A | 
En substituant dans la formule (A), p. 402, savoir SÉRRÈE NS 
\ £ L Ve si 5" x 
à fudo=uv— fvdu, | + LR ES 
nous obtenons se : | “2 
: HORS vds 6 COS TL ESS ; 1e) 
(A) [ CESR NRAR EE RES : É COSTA D: A 2 


Intégrons de nouveau e*sinnæxdx par parties, en posant À 


NN EE AUDE PIRE 
3 : A - et? 4 
alors .du=ncosnxdx, et V—= <—. 
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En RS dans (A), p. 402, nous obtenons SE ISO 
| PASSES PeTSiT næ on NAN |‘ 
4 (B) j e® sin RAR = le e® cos nxdr. f. 
ERP RTE | 2 
te & LA 4 + À : ; Fe s 
Re En élinioant f ecosnxdæ entre (A) et (B), nous avons me. 
Dr (a + 4 1, e® sin nrdx — e"(a sin nt —ncos nt), Po 
| ‘HU É S ' à : È ul: 
7 BARRES e(a sin nx —n cos nr | Ge. 
K'ou e®sin ANA E 6 ea sin rx — n co sant) | Ces 47400 
: \2k a ie n°? À | 
Re 
Nous pouvons obtenir de même 
ë ee __eF(nsSiInntr + a cosnt 
es | 1 e% COS narde = PGM a RIRE C 
_ PORREMR | | LE EL | 
__ En traitant les exemples cisaprès, le lecteur ne devra pas employer Ro. 


‘ formules qui précèdent, mais suivre > la méthode par laquelle 
elles ont . obtenues. 


CA : Es F à ; LÉ 
}* 4e De EXEMPLES 
PE * | CAP 
4 4, fe sin rdx = — (sin x — cos x) + C. 
4 6 v 
Re Las 
M 2) cos rdr — “ (sin x + cos x) + C. 
LEE ps | . A 
_ d'NRRERT re cos SrAx = — 6 sin 34 + 2 cos 37) + C 
1 der À ” 
Lun (à ; 
3 Re 1 ÿ 1 (RAS 
25ER , in æ + Cos æ | "a 
|" TÈNESS 4. res zx _ __ sim as Ne | | | + 


13e3z 


RME Re dE vhs n Le 

| : . e sin 27 COS ZT ps 
:'ACURENES 6. fe: sin? ee = 5 (1 Ne }+ C. | : 5 UE 
4 LA EE L s à É 4 L a 


|: MSNM 8. 1e ue ASE @ sin Jr — 8 cos dr) + C. 


2408 a 7. je cos? «dx = at me qu AU EE mA Êa + cos … + C. 


LT 8: fée cos dr = Sue ne. 


ne " 
L | e2® sin ax 
74e 9. flo QUs Au + COS AR) la = —— + C. 
5e | se 
trés RCE SA : >: Fe 
PR. | 10. ce (sin 24 = cos 2x)dr = — = (Sin 2x — 5 cos 2x) + C. TS 
ET AAC RL 
MR ce nn ne a es 3 :518 
2 FER NE et Sin var = —. be er cos 2rdr ——. _ T4 
RCE ! TT, 2 “!2 0 45 FETE, Er 
+ #1 " ; L ) é < 
|  GRaNviLce, Calcul diff. et int. 27 AE. 
> r j : 
+ | 5 sn QUE 
# " (4 
Eù ‘ 4 


CHAPITRE XXVII 


1 INTÉGRATION DÉFINIE COMME OPERATION 
DE SOMMATION 


203. Introduction. — Jusqu'ici nous avons défini l'intégration 
comme l'inverse de la différentiation. Dans un grand nombre 
d'applications du caleul intégral, 1l est cependant préférable de définir 
l'intégration comme une opération de sommation. En eflet, le calcul 
intégral à été inventé dans le but de calculer l'aire limitée par des 
courbes en supposant que l'aire donnée est divisée en un: « nombre: 
infini de parties infiniment petites, appelées é/éments, la somme de 
tous ces éléments étant l'aire cherchée ». Historiquement, le signe 
d'intégration est simplement VS long, employé par d'anciens auteurs 
_ pour indiquer « somme ». 

Cette nouvelle définition, qui sera développée dans le paragraphe 
suivant, est d’une importance fondamentale et il est essentiel que 
le lecteur comprenne complètement sa signification afin de pouvoir 
appliquer le calcul intégral à des problèmes pratiques. 


204. Théorème fondamental du calcul intégral, — On a montré 
au $ 174, p. 363, que si &(æ) est la 
dérivée de f(x), la valeur de l'inté-. 
orale définie 


A fade fofo 


donne l'aire limitée par la courbe 
y = (x), l'axe des + et les ordonnées 
élevées en x = a et x =. | 


À Fig, 205, Ù Û à 
de É Faisons maintenant la construction 


suivante relativement à cette aire ({ig. 205). Divisons l'intervalle de 
| æ = à à æ — 0 en uninombre quelconque’ # de sous-intervalles égaux, 
hi élevons des ordonnées aux points de division et complétons les rec- 
tangles en menant des lignes. horizontales par les extrémités des 


k dj Jus AUS RATE 
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- ordonnées, comme dans la figure 205. IL est clair que la somme des 
. aires de ces » rectangles (la surface ombrée) est une valeur appro- 
. chée de laire en question, Il est encore évident que la lite de la 
. somme des aires de ces rectangles quand leur nombre » croit indéfi- 
 niment, est égale à l'aire comprise sous la courbe. 

Exécutons maintenant la construction suivante, plus générale 


| Vi: 206). Divisons l'intervalle en x sous-intervalles #0n nécessaire- 


ment égaux, et élevons des ordonnées 
aux points de division. Choisissons un 
_point placé d'une manière quelconque(”) 
à l’intérieur de chaque subdivision. 
élevons des ordonnées en ces points et 
par leurs extrémités, menons des lignes 


/ 
7, horizontales pour former des rectangles, 
rare ne 4 À comme dans la figure 206. La somme 
Fig. 206. _ des aires de ces n ele (la surface 


AE ombrée) est, comme ot c 
‘approximalivement égale à à l’aire comprise sous la courbe ; et la /mate 
de cette somme quand n croît indéfiniment et que chaque sous-mtervalle 
. tend vers zéro, est précisément l'aire comprise sous la courbe. Ces 
considérations montrent que l'intégrale définie (A) peut être regar- 
dée comme la /nite d'une somme. Exprimons maintenant ce résultat 
_ par une formule. 

(1) Désignons les longueurs des sous-intervalles successits par 

NU NT: Ne ., AT 


(2) Désignons les abscisses des points choisis dans les sous-inter- 
valles par « Y 


Li, TL, Lys RATE Ln: 


Les ordonnées de la courbe en ces 
__ points sont alors 


_ da) eG@) e@ 
(3) Les aires des rectangles successifs 
sont évidemment Fig. 207 


g(æ)Ax, ACHA VER | c(2,)A ar. LT )ATr. à 


Tnb ZX 


2 


© Cette construction comprend le cas précédent comme cas particulier, savoir, quand: 1 point 
ca choisi à une extrémité d’un sous-intervalle. 
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(4) L’aire comprise sous la courbe est par suite égale à 


NE PRE 


limite [x )Aæ, ee e(æ)A%, re Ts)AT, +... ÎE g(x,)AX,| ; 


n — 2 
Mais, d’après (A), l'aire comprise sous la courbe ni x)dx. J 


Par conséquent, notre discussion donne 
(B) 1e a(x)dr — Je e(æ)Aæ, + (23): + +: + (x,)At,|. 


pu Cette équation a été établie en faisant usage de la notion d’aire. 
L'intuition nous a aidés à établir ce résultat. Considérons maintenant 
(B) sémplement comme un théorème d'analyse ; il peut être énoncé 
comme il suit : 


Théorème fondamental du calcul intégral. — Soit o(x) une 
fonction continue dans l'intervalle x — a à x =b. Divisons cet inter- 
vale en n sous-intervalles dont les longueurs sont Ax,, A, :.., Am, 
el choisissons un point dans chaque one les ne des 
points ainsi choisis étant respectivement æ,, æ3, +, a. Considérons 
la somme 


(C) o(t,)AX: ee t)AR, — .. : — VAE ae D p(t)Aæ,. 


t=A 


— 


La valeur limite de cette somme quand n croît indéfiniment et que 
chaque sous-intervalle tend vers zéro est égale à la valeur de l'inté- 
grale définie | 


É) # ! b 

; | JL x)dx. 

* , ee a \ 

ne L’équation (B) peut s’écrire en abrégé comme il suit 


(D) “ x) dr — AI TN ae 


IN 


À L'importance de ce théorème résulte du fait que nous pouvons cal- 
culer par intégration toute grandeur qui est la limite d'une somme 
de la forme (C). 

On peut remarquer que chaque terme de la somme (C) est une 
expression différentielle, puisque les longueurs Aæ,, Aæ,, :.-, Ax, 
tendent vers zéro. Chaque terme est TOR appelé un élément de 


“ 


Te € 

L'A : 
: 
L 


Ve, 7 D 
MATE 


Fes en à 


ou, puisque b, — a — Ax4, 
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la grandeur à calculer. La règle suivante sera utile dans l'application 
du théorème qui précède aux AE pratiques. 


Théorème fondamental. Règle. — 1" opération. Diviser la gran- 
deur à calculer en éléments similaires tels qu'il soit évident que le 
résultat désiré sera trouvé en prenant la limite d'une somme de ces 


éléments. 


2° opération. Trouver les expressions des grandeurs de ces éléments 


telles que leur somme soit de la forme (C). 


3° opération. Les lémites convenables x = a et x = 4 ayant été 
choisres, FOR le théorème fondamental 


limite V'etm)an = fat 


eg | 


el intégrer. 


205. Démonstration analytique du théorème fondamental. — Comme 
dans le paragraphe précédent, divisons l'intervalle de x — a à æ —b en un 
nombre quelconque n de sous-intervalles, non 
nécessairement égaux, et désignons les ab- 


scisses des points de division par D,, D, :::, 
b,_, et les longueurs des sous-intervalles par 
AT, Ato, **-, Aa. Désignons par æi, æe, -::, 


zn les abscisses (une dans chaque intervalle) 
déterminées d’après lethéorème de lamoyenne 
(44), p. 188; élevons des ordonnées en ces 
points et par leurs extrémités menons des 
lignes horizontales pour former des rectangles 
comme dans la figure 208. . 

Remarquons qu'ici (x) prend la place de 

o/(x). En appliquant (44) au premier inter- 
valle (a = a, b —b,, et x; se trouve compris entre a et b,), nous avons 


DT LUE f(a) = (ri), 


b,—a 


FE,) — f(a) = (mi) AT. 
Nous avons également 
F2) — f(b,) = :(x3)Ars, pour le deuxième intervalle, 
(3) — f(b:) = g(r3)Ats, pour le troisième intervalle, 
MORE P Nu RE AP A MEN ©] LEE | 
FE) — fn _1)=p(rr)Atn, pour le n° intervalle. 


En additionnant ces égalités, nous obtenons 
_(E) _@) — (a) = pr AT + pr) + +: + p(7n)ATr. 
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Mais o(21) - Aæ, — l'aire du premier rectangle, 
o(æ3) : Ar, — l'aire du deuxième rectangle, etc. 


Par suite, la somme du membre droit de (E) est égale à la somme des aires 
des rectangles. 

Mais, d’après (A), p. 418, le membre de gauche dé (E) est égal à l'aire com- 
prise entre la courbe y = :(+), l’axe des x et les ordonnées æ = a et x — b. Donc 
la somme | 


n 


(E) Ÿ (x})At; 


IA 


est égale à cette aire. Et tandis que la somme correspondante 


n 


(G) | DO Fe 
IT 


[Expression dans laquelle x; est une abscisse quelconque du sous-intervalle Ax:;.] 


(formée comme au paragraphe précédent) ne donne pas une surface égale, nous 
pouvons néanmoins montrer que les deux sommes (F) et (G) tendent à devenir 
égales quand x croît sans limite et que chaque sous-intervalle tend vers :zéro ; 
car la ‘différence 2(t;) — #(2;:) ne dépasse pas en valeur numérique la différence 
entre la plus grande et la plus petite ordonnée dans Awx:. 

Et de plus, “] est toujours possible (*) de rendre toutes ces différences plus 
petites en valeur numérique que tout nombre positif quelconque e, si petit qu’il 
soit, en poussant assez loin Popération de subdivision, c’est-à-dire en choisissant 
n suffisamment grand. Par suite, en choisissant x dans ces conditions, la diffé- 
rence entre les sommes (F) et (G) est plus petite en valeur numérique que 
sb — a), c’est-à-dire que toute quantité positive assignable, si petite qu’elle soit. 
Par conséquent, quand n croit sans limite, les sommes (F) et (G) tendent à 
devenir égales, et puisque (F).est constamment égale à l'aire, il s'ensuit que 


n 


b 
RO EE CT CAN 
(A 


en 


e/ 


résultat fondamental dans lequel l'intervalle [a, b] est subdivisé d’une manière 
quelconque et où x;est une abscisse quelconque du sous-intervalle correspondant. : 


206. Aires des courbes planes. Coordonnées rectangulaires. 
— Ainsi qu’on l’a déjà expliqué, l'aire comprise entre une courbe, l’axe 
des x et les ordonnées æ — a et x — b est donnée par la formule 


(A) aire — NE ydx, A 
a . 


la valeur de y en fonction de æ étant substituée d'après l'équation de 
la courbe. On retient facilement l'équation (A) en observant que ydx 


(*) On montre dans des ouvrages d’ahalyse plus avancés que c’est le cas. 


NE, 
+ 
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représente l'aire d’un rectangle (tel que CR) de base dxet de hauteur 


y (fig. 209). I convient de considérer 
l'aire cherchée ABQP comme la limite 
de la somme de tous les rectangles. 
compris entre les ordonnées AP et BQ. 

Appliquons maintenant le théorème 
fondamental, p. 420, au calcul de l'aire 
limitée par la courbe æ — (y), (AB 
dans la figure 210), Paxe des y et les 
lignes horizontales y = e et y = d. 

1" opération. — Construisons les x 
rectangles comme dans la figure 210. 7-4 


L'aire cherchée est visiblement la limite DD 
de la somme des aires de ces rectangles ADN 
IN 


quand leur nombre croit sans limite et y 


que la hauteur de chacun d’eux tend vers y IN 


_ 


A 


LLDE 
Z W 


ZÉTO. 
2° opération. — Désig les haut 
2 opération. ésignons les hauteurs 
par Ay,, Ay:, ete. Considérons les points Fig. 210. 


- de l'extrémité supérieure de chaque in- 


tervalle et désignons leurs ordonnées par y,, y:, ete. Les bases sont 
alors 4(y,), +(y2), etc.,.êt la somme des aires des rectangles est 


DA GA +: + Hay) As = NV e(y)A Ye 


v==L 


3° opération. — L'application du théorème fondamental donne 
14 . A R Rd —. 
à | == ris Dean | e(y)dy. 


77 


2 


11 


Par suite, l'aire comprise entre une courbe, 
l'axe des y, et les lignes horizontales y = € 
x et y—d, est donnée par la formule 


é d 
FA Fig, 21. (B) aire — [ xdy, 
Ce 


la valeur de + en fonction de y étant substituée d’après l'équation de 
la courbe, On se rappelle la formule (B) en observant qu’elle représente 
la limite de la somme de tous les rectangles horizontaux compris dans 
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la surface demandée, æ et dy étant la base et la hauteur d’un quel- 
conque de ces rectangles. 


ExempLe L — sTRVEE l'aire comprise entre la parabole semi-cubique %? = x? 


et la ligne x — AUTE 219). 


Solution. Trouvons d’abord l'aire OMP qui est liée à d moitié de l’aire Cho 
chée OPP7. Pour la branche supérieure de la courbe y — x et en additionnant 
y toutes les petites bandes comprisesentre les limites æ = 0 
et x — 4, nous obtenons, en substituant dans (A), 


Ù k 4 à Gr ar 
aire on ne 2? dt == 12. 
AUS DNA 


X Par suite, aire OPP'— 92. 6% — 95. 
ds, 


Si l'unité de longueur est le centimètre, l'aire de OFPE. 
est 25° centimètres carrés. 


3 
NOTE. — Pour la branche inférieure, y = — x2; 


aire OMP'== fe Eu 
d'or 


e” 


; par suite 


Cette aïre se trouve au-dessous de l'axe des æ ; elle a un signe négatif, parce que 
les ordonnées sont négatives. 


En trouvant l'aire OMP ci-dessus, le résultat a été positif parce que les ordon- 


nées sont positives, l'aire se trouvant au-dessus de l’axe des x. 

Le résultat qui précède, 23, représente l'aire totale, abstraction faite au signe. 

Comme nous le montrerons dans l’exemple suivant, il est important de noter 
le signe de l’aire quand la courbe traverse l'axe des x dans les limites d'inté- 
gration. 

Exempe IL. — Trouver l'aire d’un arc de la sinusoïde y — Ge (fig. ne 

Solution. En posant y — 0 et en résolvant par rapport à x, nous trouvons 

| | LE 0m NO EL: 
En substituant dans (A), p. 422, 
b “a ’ 
‘aire OAB — fe VAT fe SIn Zût 2. 


e/ a e/ 0 


On a également 


aire BCD — fur a nee sin tdx — — 9, 
a Me, ME ï 


aire OABCD = fui ee [sin a =) 0} 
a \ 0 


et 


% 


Ce dernier résultat lient compte des signes des deux aires séparées composant 


le tout. L’aire totale, sans tenir compte des signes, est égale à 4. 


Exewpe I. — Trouver l'aire comprise entre la parabole æ? — 4aÿ et la cubique 


SE (fig. 214). & | à 


d’Agnesi y — D de 


D'LA ANS NE ra 
He tort Ÿ Var er « ar PR PR 
Fi Ca 1 M UPS NOT 2 F2 
) Cat aie DS |: UE»! (TX a ù M en he 
e 


é =, % CRT, 
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F Solution. Pour déterminer les limites d'intégration, nous résolvons les équa- 
D î tions simultanément afin de trouver les 
Hi: points où les courbes se coupent. On 
trouve que les coordonnées de A sont 
(— 2a, a) et celles de C (2a, a). 
D’après la figure 214, on voit que 
aire AOCB — aire DECBA — aire DECOA. 
Mais, | ; 
- aire DECBA — 2 5%< aire OECB 


2a 3/1 j 
Jo 2?+ 4a? 


LORD es He te, 
o: “ + 


“ 


Pur et | 

KES | aire DECOA —9% aire 0EC—2 far = 

We È a 

M... Par.suite, à | 

s 5 k 

ù aire AOCB = 94°? — . —= La?(r — ©). Réponse. 


Une autre méthode consiste à considérer la petite portion de surface PS comme 
un élément de l'aire. Si y/ est l’ordonnée correspondant à la cubique d’Agnesi, 
et y” l’ordonnée correspondant à la parabole, l'expression différentielle de l'aire 
de la petite portion de surface PS est égale à (y’ — y’)dx. En substituantles valeurs 
de y’ et de y” en fonction de x d’après les équations données, nous obtenons 


‘5 aire AOCB —9 X aire OCB 


2a : 2a 8a3 x? 
= 1 _ dr —9 ST | pe 
d Vin moe + Ée + 4a? 
L — 2a%(r = ©). 


_ Exempce IV. — Trouver l'aire de l’ellipse Fe _ _ 4 (0215). 


Solution. Pour trouver l'aire du quadrant OAB, les limites sont x — 0, x — «; et 

DRE 2 

U—= —\ a? — r?. 

| HT V | 
Par suite, en substituant dans (A), p. 422, 
| a 
aire OAB — © PAG — 2?)? dx 
| a JG | 


1 

a Pole 
2 Dear — 24 + Pare sin © | 
dr 2 CHEN 
rab 


4 


Par conséquent, l’aire entière de l’ellipse 
est égale à r@b. 


Fig. 25. 


207. Calcul de l’aire quand l’équa- 
tion de la courbe est donnée sous forme paramétrique. — SI 
l'équation de la courbe est donnée sous forme paramétrique 


| | Lis AOËE y = (6), 
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nous avons alors | ? 
y =) ét ge POUT 
La substitution (*) dans (A), p. 422, donne 


— 


(A) aire — [ é p(t)f'(t)dt, 
; X /ti1 k 
expression dans laquelle re 
quant T0 ele ru ET 


Nous pouvons employer cette formule (A) pour trouver l'aire limitée 
par une courbe qui est donnée sous forme paramétrique, ou bien, 
nous pouvons trouver y et dx d’après les équations paramétriques 
de la courbe en fonction de £et de df, et ensuite substituer les résultats 


directement dans (A), p. 422. (7e 
Ainsi, pour trouver l'aire de l’ellipse dans l’exemple 1v, p. 495, il aurait été 
plus simple d'utiliser les rs paramétriques.de l’ellipse. re ÿ: 
y=bsine, | 


dans lesquelles l'angle excentrique + est le paramètre ($ 66, p. 88). 


lei, y—=bsine et dr——asingde. d 
Quand z=0, y—T 
JU T 1 ? 5) ? È 
et quand LA Vip, : 
En substituant dans (A), ci-dessus, nous obtenons 7 
aire OAB — À: vx = — "ab sin? do — Le 
- 0 dr &: 
Par suite, l'aire entière est égale à rab. s !. Réponse. 
EXEMPLES 
1. Trouver l'aire limitée par la ligne pee 5+, l'axe des x et l’'ordonnée x — 2. 
Rép. 29: 

2. Trouver l’aire limitée par la parabole y? = 4r, l axe des y et les lignes y — 4 
‘et Des D: É | | ‘ Rép. 1%. | 
3. Trouver l'aire du cercle Hp =r - Rép. RS 
4. Trouver l'aire limitée par y? — 9x et y—34. g Rép. : 

5. Trouver l'aire limitée par les axes de coordonnées et la courbe y — er. 
a NC ARED TE 
6. Trouver l'aire limitée par la courbe y — log * l'axe des y'et les lignes y —0 
et y =—"2. | Res LEP — 1. 


(*) Pour une démonstration rigoureuse de cette cet le lecteur consultera + traitès 
d'analyse plus avancés. 


4 
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7. Trouver l'aire entière limitée par la courbe 0 +1 rie as. Rép. <ra?. 
e $ 
© 8. Trouver l'aire comprise entre la chainette Da a [ee a e. +5 l’axe des y, 
l'axe des x et la ligne æ — 4. Rép. © (e 4) 
e €. : 20 
M 9. Trouver l'aire comprise entre la courbe y — log x, l’axe des x et les ordon- 
r.  néesæ—1leltx—a. Rép. a (log a —1)+ 1. 
Ju | er 2 3 z 
ê 10. Trouver l'aire limitée par la courbe (4) + ue) ls Rép. SE. 
# a 
# A UAL: Trouver l'aire entière limitée par la courbe CARE — LA2a —\t).. Rép, ra: 
ES 12. Trouver l'aire limitée par les courbes 
LV | dis )==smr" et 02 —2sinT-+ 20, 


l'axe des y et l’ordonnée x — 1. | 
# ot Rép. f' PUS are de 
0 NE | < 


8a 


F + 43. Trouver l'aire comprise entre la cubique d’Agnesi y = — et l'axe 
ST 

s. 

à 


. des +, son asvmptote. + 4a? 
EPA PE PURES | Rép. 47ra°. 


te É. . Ê ) 
14. Trouver l’aire comprise entre la cissoïde = T° _ et son asymptote, 
-la ligne x = 94. NAN MAP RES 
Rép. 5ra*. 
15. Trouver l'aire limitée par y=0,;y—"8iel l'axe des y. “+Rép- 
16. Trouver l'aire comprise entre les deux paraboles y? — px et x? — 2py. 
In? 
Rép. 
3 


-extérieurement à la parabole. Rép. 0,4%. 
1 18. Trouver l'aire limitée par y — 2°, y +, y — 9x. Rép. 
__ 49. Trouver une expression de l'aire limitée par l’hyperbole shailatées 
‘4 D m2 — Vie @&, l'axe des æ et une ligne menée de l’origine à un point quelconque 
% 3 -@, y). Rép. a? D log ES Vo L y 
k, “2 20. Trouver par intégration l'aire du triangle limité par l’axe des Fe les 
; ignes 2% + y+8—0 et y = — 2. Rép. 
# v 24 Trouver l'aire du cercle | | | 
LAS Z—rcos6, 1 y—"rsin6; ne: 
2. Ÿÿ étant le ne iétee pe « Rép. rr2. 
_ 22. Trouver l'aire de l’ellipse 
3 | Re ip z—atcos?, y—bsiny, 
Dour) l'angle excentrique o étant le paramètre. À Rép. ab: 
4 7 PS 23. Trouver l'aire de la cardioïde | 
US , + ErX s æ = a(2 cos { — cos 21), 


47. Trouver l'aire comprise entre la parabole y? — 2x et le cercle y? — 4x — *?, 


— a(2 sin { — sin 26). ; Rép. ra. 
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24. Trouver l'aire d’un arc de la cycloïde 
æ = a(ô — sin 0} 
.y = a(i — cos 0), 
0 étant le paramètre. 
NOTE. — Puisque > varie de 0 à 2xa, à varie de 0 à 2x. s 
Rép. 3ra? ; c'est-à-dire trois fois l’aire du FORGE générateur. 


25. Le lieu de A dans la figure 30, p. 92, est appelé la « compagne de la. 
cycloïde. ». Ses équations sont 


Le a) 
y = ai — cos 6). 


Trouver l'aire d’un arc. * Rép. ra?. 
X 


N 


26. Trouver l'aire de l'hypocycloïde 


Fig. 216. 3 
; D ACOSO, EU 0 SNS: 


0 étant le paramètre. Rép: 
cle circonscrit, \ 


AA de à Fee F'Èpte 
Fe , c’est-à-dire les trois huilièmes de Paire du cer- 


YL 


27. Trouver l'aire de la boucle du folium de Descartes 
LH y=8ary (fig. 217). 


NoTë. — Posons y = kr: alors peut ) / 
1+ 65 
2 __ 943 
= —— “le et de La 
1487 CLTRTE 1 


Les limites de { sont 0 et, 


28. Trouver par. intégration les aires limitées par les PRE 4) 
lieux géométriques ci-après : Fig: 217. 
(aY (y ZT) 2, y = 0: Rép. 
@) (= y} = y, & —0. 
(ce) ay = x(x?— a), y = 0. 
(d) 41H y) = A, x —0. 
Ce) y= at — 2°), y —0. 
() z = Yÿ y —1), x = 0. 
(9) y? = x (2x +1). Aire de la boucle: 
(h) y = 2° (7 +1). Aire de la boucle: 


(D y=r+4, y—= Ir +4, y—=0. 
(D) YVES, y, 2037 
ÉTAT DE ONE ME ER CR 
(O) = y+9,y—0. à 

(M) Y —4+x—=0,x—0. 

(n) 2y= ny 20, =, Det 
(9) 2y=4, YA, YEN 

(p) 5 = 10% eg 


1 
x 


s|” 91= A DAtt SI-ele 


Le en = 
al elsi 
. LOI 
} 


Li 


208. Aires des courbes planes. Coordonnées polaires. — 
Supposons qu'on demande de chercher l'aire limitée par une courbe 
et deux de ses rayons vecteurs. Nous emploierons à cet effet les 
coordonnées polaires. Supposons que l'équation de la courbe soit 


| pe —/(0), ss . \ 
et soient OP et OD les deux rayons (/g. 218). Désignons par « et 
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les angles que les rayons font avec l’axe polaire et appliquons le 

théorème fondamental, p. 420. | 

| 1'° opération. L'aire demandée est évidemment la limite de la 
e somme des secteurs circulaires con- 


4 Ç struits comme dans la figure 218. 
Be. 2 opération. Supposons que les 
as angles des secteurs successifs soient 
D: à P.(0,0,) A5,, A6,, etc., et leurs TaVONS 24, a, etc. 
7 PP La sonfme des aires des secteurs (*) est. 
110 alors 

RE RTS AE 2A6 SR LUN, 
44 | | B | 9 2104 9 PE) DRE PI 
“+ ig. 218 ON 

À Fig. : s | = Y 9 eiAG;. 

1 = 1 

_ 3° opération. En appliquant le théorème fondamental, 

_ pie NE pra, — L pd. He 


Do =" Ni Een 


4 s _ Par suite, la surface balayée par le rayon vecteur de la courbe en $e 
1 - déplaçantde la position OP, à la position OD est donnée par la formule 


(A) PA aire [' pds, 


Ed 


6 
2 ere, 


- . 


VIETL VO POREN LE - 


la valeur de 2 en fonction de 6 étant substituée d’après l'équation de 
; | | 


PR: 


Mir la courbe: : EE 

‘LPO ; Tv “re è é : 

: ExeïpLe. — Trouver l'aire entière de la lemniscate £? — «4? cos 26 (jig. 219). 
>. Solution. Puisque la figure est symétrique 7 
par rapport à OX et à OY, l'aire totale — 4 


_ fois l’aire de OAB. 
. Comme 5 —0 quand i— > nous voyons 


DS que si 0 varie de 0 à 2 le rayon vecteur OP 
LORS ; j 
- … balaie l'aire OAÂB. Par suite, en substituant . Fig. 249. 
He dans (A), : 


d ! 


. / aire entière — } X aire OAB — 4. . [ea fe 2 [+ cos 9940 — a : 
à ee ! Gui 


U 
200 : | 3 1 = e Û ; 
__  (*) L’aire d’un secteur circulaire = x + rayon x arc. Par suite, l'aire du premier secteur 
PAF HSE 
Ps: “ - se . + | a 
6 ME AU -. ANT = EAU etc. 
‘MUR 2 2 
« ; ' . 


EP (P,0) 
TD X. 
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Ç 27 
PO 7, c’est- à-dire que l'aire des deux boucles est égale à A d’un carré Rarel se À sut” - + 
‘7 OA comme côté. | 2 1 

| | 
EXEMPLES | | 
L 1. Trouver l'aire balayée ins une révolution par le rayon vecteur de la 
€ spirale d'Archimède 9 — 40, en partant de 6 — 0. Quelle est l'aire additionnelle. 
; de révolution? STATS 
balayée dans la seconde révolu | Rép: a? 8302. 
AN 
Fe 2. Trouver l’aire d’une boucle de la courbe » — a cos 264. Rep ra? 
L 8 
+ M" See 4 . r x ep DATENT 
Re 3. Montrer que l'aire entière de la courbe & — a sin 26 est égale à la moitié 
de l’aire du cercle circonscrit. 
4. Trouver l’aire entière de La cardioïde £ = a(l — cos 6) 
3 ra? LA de : s - 
Rép. =, c'est-à-dire six fois l'aire du cercle générateur. 
5. Trouver l’aire du cercle 5 — a cos 6. SA ET 
Rép. ——. 
6. Démontrer que l'aire des trois boucles de pe — a sin.39 est égale au quart 
de l’aire du cercle circonserit. 
7. Démontrer que l'aire engendrée par le rayon vecteur de la spirale & — et 
est égale au quart de Paire du carré construit sur le rayon vecteur. RE 
8. Trouver Paire de la partie de la parabole 5 — à sec? & qui est interceptée 
entre fa courbe et la perpendiculaire à l’axe à une distance du sommet égale 
au paramètre. -: À 24 
É r' à Rép. Ba?! ; reg 


ce 
9. Montrer que l'aire limitée par deux rayons vecteurs quelconques de la 
spirale hyperbolique 28 — a est proportionnelle à à la différence entre les longueurs 


de ces rayons. 5 
: LR À ; 2h2 ç 
10. Trouver l'aire de l’ellipse 2 = = "#7, | Rép. rab. 
Eee a? sin? 0 + b? cos? 6 % pris 
41. Trouver l’aire entière de la courbe 9 — a (Sin 26 + cos 2%). Rép. ra?. 
42. Trouver l’aire d'une boucle de la courbe £? cos 0 —.a? sin 34. | 
3 nie. 
Rép. _ TOR 2 


43. Trouver l'aire au-dessous de OX limitée par la courbe p— a sin? : . 


Rép. (407 + 2143). 
* Réna2.* 


# 


14. Trouver l'aire limitée par : = a? sin 46. 


45. Trouver l’aire limitée par les courbes ci- RULES et les rayons vecteurs 


donnés : 
| FAR. rl 0 A 
CE RE AOL ESS 


: 
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(c LS ES (e) g=sin à + c0s à 6—0,0— TZ. 


Gie=sec + t8 0,00, 0= 7. (f) = asin0 +0 cos 6, 0 —0, (ES 


16. Trouver l'aire limitée par chacune des courbes suivantes : 


| (a) o? — 4 sin 95. (d) e = 1+2 cos 0. (g) &° = (1 — cos b). 
D _(0) p— a cos 30: (e) po = 3 + cos 0. (h) e = ai + sin 6). 


» (c) p — 8 sin 46. (f) 8 —2— sin 0. (ë) gp = a cos 50, 


_ 209. Longueur d’une courbe. — Par /onqueur d'une ligne droite, 
nous entendons communément le nombre de fois que nous pouvons 
superposer sur elle une autre ligne droite 
prise comme unité de re de même 
que le charpentier mesure la longueur 
d’une planche en. appliquant son mètre 
| bout à bout un certain nombre de fois. 

4 Fig. 220, Comme il est impossible de faire coïnci- 
: der une ligne droite avec un arc de courbe, 
nous ne pouvons mesurer les DUR de la même façon que nous 
_mesurons les lignes droites. 
Nous dore alors comme il suit: 
On divise la courbe (telle que AB) de n'importe quelle façon, en un 
nombre quelconque de parties (comme en GC, D,E) et l'on joint les 
points de division adjacents, ce qui forme des cordes (telles que AC, 


E 


CD, DE, EB). 


La longueur de la courbe est définie comme étant la limite de la 


_ somme des cordes quand le nombre des points de division croit indé- 


 finiment, de telle façon que chaque corde tende séparément vers séro 


en même lemps. 
Puisque cette limite est également la mesure d’une certaine ligne 


_ droite, l’opération qui. consiste à chercher la longueur d’une courbe 


est également appelée « rectification de la courbe ». 
Le lecteur a déjà employé cette délinition en Géométrie pour la 


< longueur d’une courbe. Ainsi, la circonférence d’un cercle est définie 
comme étant la limite du périmètre d’un polygone régulier inscrit 
(ou circonscrit) quand le nombre des côtés croît indéfiniment. 


La méthode employée au paragraphe suivant pour trouver la 
longueur d’une courbe plane est basée sur la définition qui précède et 
le lecteur devra noter soigneusement comment elle est appliquée. 
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210. Longueurs des courbes planes. Coordonnées rectan- 
gulaires. — Nous allons maintenant exprimer, sous forme analytique, 


Ja définition du paragraphe précédent, en faisant usage du théorème 


fondamental. ; RAS 
La courbe y—/(x) étant donnée et sur elle les ponts P'(a, c), 

Q(É, d), pour trouver la RES de l’arc P'Q, on opère comme il 

suit : 


i 


l'opération. — On prend un nombre quelconque » de points sur 
la courbe entre P’ et Q et l’on trace les cordes joignant les points 
adjacents, comme dans 


Le 1 EN PER ue la figure 221. La lon- 
| eueur cherchée de l’are 
# | P'Q est évidemment la 
VHC TES limite de la somme des 
ie de longueurs de ces cor 
“ des. 


Fig. 291. 
2° opération. — On 
considère une quelconque de ces cordes, PP’ par exemple (Ag. 222). 


Soient Pæ',y) et  P'(x + Ax’, y +Ay) 


les coordonnées de P’ et de P”. 
Alors, comme au $ 90, p. 151, 


PP'= VO) + Gy, 


; à > 4 
AY NT > 
ou P'P' — |: AO JE 
| | A: 
[En divisant sous le radical par (4x) et en multipliant à l'extérieur par Az° 


Mais d après le théorème de la moyenne, (44), p. 188 (si on désigne 
Ay par f (8) — fa) et Ax’ par d — a), nous obtenons 


= f() LL ar <æ'+Ax!, 5 es 


æ, étant l’abscisse d’un point P, dela courbe, entre P' et P’, où la 
tangente est parallèle à la corde. 
En AIN 


a 


1 | x | 
PP'= |1--/f(x))? Az = longueur de la première corde. 
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4 _ De même, M | 000 
41 “& | > 15 
DID te GS TT A 2 Ax” — longueur de la deuxième corde. 54 
0 L . L . . , , . . , . ° ° 11 
… . PPQ—{1+/(x))?Azx®— longueur de la n° corde. | 04 
# La ee de la ligne brisée inscrite joignant P’ et Q (somme | 
_ des ARS est alors la somme de ces expressions, savoir : 
ne rare 
- 1+/f@)] "Ar +[t+ f(x)? Aa" +... à 
D 1 / .s | 
++] Aa [+ f(œ)]* Ax0. 
T1 
D Ft — En appliquant le théorème fondamental, 
limit 2 
jte 12 Ft aa [1 + PC) td 
TT) 
Par suite, en désignant la longueur de l'arc P'Q par s, nous avons 
la formule de la eee de l'arc 
4 

; ef + FC tds | 
É ou. 4 
‘& | : dv\? + | ne. 
. @) s=— d |: + F3 | ax, a 0 
4 s JT une ï 
L: j n, 


Rpapression dans Fe du doit être trouvé en fonction de + d après 
dx ‘150 
ROUES ; ) 


| l'équation de la courbe donnée, . De. 

Quelquefois, il est plus commode d'utiliser y comme variable indé- 4 
| pendant Pour établir une formule qui Convienne à ce cas, nous 
| savons RU (35), p. 168, que 


h: 


ee TS RES 


F4 


(fee LA it di RES 
| te TS | parsuites, dr à dy. | nu 
k dy 


| 


En substituant cette valeur de 4x dans A) et en notant que les 
 Granvie, Calcul diff. et int. 1 DR 3 k.. 


me." rie $ of Ave - à LE AS + LES 
0 f La ra n ; ; x à 


Vu 

HAT 
{ 
LS 
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D ‘ limites correspondantes de y sont € et d, nous obtenons C) là formule 
0  - de la longueur de l'are 
1 
E | : | ar /dx\? > 
, B Di—— [ | RENE —+- | dy 
Di =f[[é 
ne". expression dans laquelle en fonction de y doit être trouvée d’après 
: l’équation de la courbe donnée. 
ExempLe. — Trouver la longueur du cercle 2°? + %? = r? Gig: 293). Sd 
FA * Solution. En différentiant, nous avons : ee | s 
# (1H y. 
En substituant dans (A), il vient 
1 
Le arc BA — 13 [+ + ni] de | | 
aEA 1 1 
x? = LE Me r y? 2 
Te lle 
[En substituant FR d’après l'équation du cercle, afin 
d'obtenir tout en fonction de æ.] ns 
1 7 : v mn Ar" - 
2 arc AB = r e Re es |" arc sin STE ae 
6 rx" L' ralgi. 2% 
1220 Pie s1 , la longueur totale-du cercle est égale à 2xr. | Réponse. 
| EXEMPLES 
4. Trouver la longueur de l'arc de parabole. semi-cubique ve depuis 
l'origine jusqu à l’'ordonnée x — . | ES 3354, 
716 \ : ; | ; 297 
02 À Dar Ne 
HAE 2: Trouver la longueur totale de LHVDéovoMiraà a +yi = que Rép: 6a: 
3. Rectifier la Cha INOtLE te oi de + e “) depuis æ — 0; jusqu au nue (à, Fe 
Rép Lien 
ne 2° 
4 4. Trouver la longueur d’un arc complet.-de la cycloïde : HS 
ï ‘1 ; æ= r arc sin vers Z — (/2ry — y. Rép. 8r. 
1. FER | s | ra | 
: ui. NorTe. — Utiliser (B). Ici: 7 — WE PARNER À 
LT AY Very —5 


D. fraise “gaie f É De 
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Dis Trouver la longueur. de l'arc. de la parabole. ed depuis le ‘sommet 
Eousqu au peinte de la parabole qui a pour abscisse le paramètre. 


à | Are «Rép. L Le + Bo (LE VT) 


6. Rectifier la courbe Jay? — x — 34? depuis . æ — 0 jusqu'à à — 34. 


Er HN 2ay/3: 
12 7. Trouver la longueur d’un quadrant de la courbe bi Que ca —4 
HR Æe LR | & 
En. | Rép. ++ 
% | $ ( 1 a + b 

ne 8. Trouver Ja longueur de la courbe e' — CA ‘entreæ— &.etr— b. 

' Rép. log + at. 
13 9. Les UE de la développante d’un cercle sont 

3 æ — a (cos 0 + 0 sin 6), 

n.. y = a (sin 0 — 6 cos 6). 

4 _ Trouver la longueur de l'arc depuis 0 — 0 jusqu’à 0 —0,. Rép. LU 
:% 

A6. Trouver la longueur.de l’arc de la courbe Le de ne depuis 0 — 0 jus- 
ne |] mo Fe , T | 

| RURNEES SRE EP qas \ 
5 | 2 | ie Rép. val 1). 
ù A4 Trouver les longueurs des arcs des courbes ci- après : : 
k CECRESE Aer. (DU NOTE TES 41 

44% N y=logsec x; x —0, x —T. 
Ould CE lose eee 0, 

4 (f) y = log cosec x; = x =? 


‘2 Que ra lat, 2 = D 
É 211. Longueurs des courbes planes. Coordonnées polaires. 
_ — Les formules (A) et (B) du paragraphe précédent pour trouver les 
_ longueurs des courbes dont Les équations sont données en coordonnées 
_. ie in les expressions différentielles 


Le «(eme 


verbal 


Le 


3 
A 


7 


a gr fé CE 
No LE 


ne 
e 


L 
2 


E. SUN - [dx + diÿ]?. 


_ Dans Rue “ir SI nous introduisons sous le radical la différentielle 
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Transformons maintenant cette expression en | coordonnées polaires 
au moyen des substitutions 
| D —="0 COS 6, YEpSIN07 20) SEA 
Alors dx = — ; sin 645 + cos 6d, 
| : dy = p cos 6db + sin 6dp, 
el nous avons | 


de + dy}? = [(— 6 sin 00 + cos 6de) + (e cos 046 + sin 6de |? 
= [9 48 + de’|?. : 


Si l'équation de la courbe est je es \ 
e—f{6), ; 
alors dé = fO)di = d. 


En substituant dans l'équation différentielle ci-dessus, nous obtenons 


{de 
[+ (2) ] fe 


Si z et 8 sont les limites de la variable indépendante 0 correspondant 
aux limites dans (A) et (B), p. 433 et 434, nous obtenons la formule 
_ de la longueur de l'arc 


o fle(sile 


expression dans laquelle ? et den fonction de 


| 


- 0 doivent être substitués d'après l'équation de 


la courbe donnée. 
Quand il est plus de prendre : 0 


comme variable indépendante et que l'équation est de la forme 


0— ge). 
ue, __ dB 
alors | : d—= 9 (e)de = — de. 
PRER Ho de 
U 
#,-0On 0Dtient 0 ve 


En substituant dans [,?46° + d:?]?, 


| [di \* 1% LR CRT 
nn Debian 


Par suite, si 4, et +, sont les limites correspondantes de la variable 
indépendante p, nous obtenons pour formule de la longueur de l'arc, 


4 + 1 
@). ose ft) al ar 
1 E F4 cn dp 
4 | expression dans laquelle ® en fonction de & doit être substitué 
9 


d après l'équation de la courbe donnée. 


EXEMPLE. — Trouver la longueur de la cardioïde 2 — ae + cos 0). 


do 


Solutions ICT === 4asmEP. 
- “TRS 


Si nous faisons varier 6 de 0 à 7, le point P (fig. 
225) engendrera la moitié de la courbe, En substi- 
tuant dans (A), p. 436, il vient 


= 1 [act + cos 6)? + a? sin*6]° do 


ae 
0 Je [2 ae cos 0) 546 Er) de cos La — 44: 
0 AS 0 A 
# — 8a. Réponse. 
es |: EXEMPLES 


( 1. Trouver la longueur de la spirale d’Archimède o — af, depuis |’ origine jus- 
qu'à la fin de la première révolution. 


Rép. ra 1 +4 + L log (2e + V1 +4). 
; 2. Rectifier la spirale ire ea ‘ l'origine jusqu’ au point (ep, 0). 


| Eye +1 HA. AA 
Note. — Utiliser By 


3. Trouver la longueur de la courbe 9 — a sec? . 
2 Rép. (v2 + log tg je 


| 4. Trouver la REIeRE de la circonférence du 
… cercle p—29rsin 0. Rép. %rr. 


F depuis 0 —0 jusqu’à à 0— 7 : 


5. Trouver la Fr de la spirale hyperbo- 
due: 00 — a depuis (2,, 0,) jusqu’à.(co, 02). 


2 Fig, 226. 
Ro VER VE La a log AG Ve + 0) ) “ 
(a Are Va + | 
6. Henier que la longueur totale de la courbe 9 = a sin? _ est St, Montrer 


| que OA, AB, BC sont en progression arithmétique fa. 296). 


# 
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17. Trouver la longueur'de l'arc de Ja cissoïde: p— 24 tg 0 sin 6. depuis: ( = 0 


jusqu’à 0 — Li 
4 


1h 


212. Volumes des solides de révolution. — Désignons par V 


le volume du solide engendré par la révolution de la surface plane 
ABCD' autour de l’axe des æ; l’équation’de la courbe plane DC'étant 


C ad 

1% opération. — Construisons 
224) | des rectangles à l’intérieur de l'aire 
plane ABCD, comme dans la 
figure 227. Quand cette aire tourne 


rectangle engendre un cylindre 
de révolution. Le volume cherché 
est évidemment égal à la lite de 
la somme des volumes de ces 
cylindres. Pre 

: 2° opération. — Désignons les 
bases des rectangles par Ax,, Ax,, 


4 
4 
} 


* 


* 


autour de l'axe des æ, chaque 


Î 


etc., et les hauteurs correspon- 


‘dantes par 41, y». ete. Alors le volume du cylindre engendré:par le 


+ 


rectangle AEFD est ryfAz,, et la somme. des volumes de tous ces 


cylindres est 


YA + rYAL +: + ryiAX, TD ryiAT 
3° opération. — En appliquant le théorème fondamental (les limites 
étant OA = «& et OB— 6), il vient 


n 
ES b 
ù ñ =. p'en é À TX 
pes1 
Par suite, le volume engendré :par la révolution autour de l'axe 
des æ de l’aire limitée par la courbe, l’axe des æ°et les ordonnées. 
æ— a et æ—0 est donné par la formule qu | 


(A) Ve r ['yax 
Nas 
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e* 


pe expression dans laquelle: la valeur de y en fonction de æ doit être 
; D butée d’après l’équation de la courbe donnée. Cette formule est 
_ facilement retenue sinous considérons une tranche ou disque du solide 
“compris entre deux plans perpendiculaires à l’axe de révolution comme 

un élément du volume et que nous le considérions comme un cylindre 


ke 


de hauteur infinitésimale dx avec une base d’aire +ÿ° et par suite, 


de volume rYÿdx: 
De même, quand OY est l'axe de révolution nous utilisons à 
formule 


Re (8) | | Van ['xdy 
* ï he 


expression dans laquelle la valeur de æ en fonction de y doit être 
 substituée d’après l'équation de la courbe donnée. 


4 _ … Exewre. — Trouver lé volume engendré par la révolution de l’ellipse 
“4 TS Lee re 
à He 
5 à autour" de l'axe des x (fig: 228). 
£ 
x: Solution. Puisque y? — D (ue — +?) et que le volume demandé est égal. à deux 
CN ae . fois le volume engendré par OAB, nous 
na obtenons, en substituant dans (A), 
EX 
Re e =ÈT f'yax= ae P (a? — x?) dx 
hs 9rab? 
; RE ne 
S d 
à Ve Arab? 
3 


Pour vérifier ce résultat, posons b = à. 


de la sphère, qui n’est qu'un cas particulier de l’ellipsoïde. Quand Pellipse tourne 
_ autour de son grand axe, le solide engendré est appelé un sphéroïde allongé et 
_ quand elle tourne autour de son petit axe, un sphéroïde aplati, 


fs EXEMPLES 


as D Trouver le volume de ja sphère engendrée par la rév olution du cercle 
1 -2x +y?—= 7? autour d'un diamètre. Rép. $rrs. 


#1. "tion autour de:OX.du triangle: dont.les sommets sont (0, 0), (a, 0), (a, b): Trou- 
‘er: également le. volume engendré par la rév olution. de ce triangle autour de 
0Y: Vérifier les résultats géométriquement. 


“ # ta 


439 


RU se a NS 7 
| Fig. 228. | Alors Ve, expression du volume 


© 2. Trouver: par intégration le volume. du cône droit engendré par la révolu- 
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3. Trouver le volume du tore (anneau) engendré par la révolution du cercle 
2? + (y — b} — a? autour de OX. Rép. 9r°a°b. 


4. Trouver par intégration le volume du cylindre droit engendré par la révo- 
lution de l'aire limitée par &—0, y—0, æ—6, y — #4, (a) autour de OX; 
(b) autour de OY. Vérifier les résultats géométriquement. 


5. Trouver par intégration le volume du tronc de cône PAREGARE par la révo- 
lution de l'aire limitée par y = 6 — x, y —0, x —0, x — 4 autour de OX. Véri- 
fier géométriquement. 


6. Trouver le volume du paraboloïde de révolution engendré par la révolution 
autour de son axe de l’arc de la parabole ÿ = Aa compris entre l'origine et le 


point (æ4, y). 
, s vil 2% 1. | . CAE 4 pi . Le F » 
Rép. Irax?— ue c’est-à-dire la moitié du volume du cylindre circonscrit. 


7. Trouver le volume engendré par la révolution de l'arc de lex. 6 autour de 
l'axe des y. 
1 


Rép. Zu _ LIT c’est-à-dire le cinquième du cylindre de hauteur yLet de 
Vi je 
rayon de base «.. 


8. Trouver par intégration le volume du cône engendré par la révolution 
autour de OX de la partie de la ligne 4x — 5y + 3 — 0 qui est interceptée entre 
les axes de coordonnées. 1 ES 


Rép. —. 
P 100 
9. Trouver le volume engendré par la révolution autour de OX de la courbe 
(x — 4a)y? = ax(x — 3a) 
entre les limites x — 0 et x — 3a. 


Rép. ae (AS _ 16 log 2). 


10. Trouver le volume engendré | par la révolution autour de OX des aires. 
limitées par les lieux géométriques ci-après : 


(a) FAST TGS a tr Mt NA VU TÉe TE ne x 
a ar. | 
(b) La parabole x? 2% RL GI MES LE : Ée Fe 
(c) Un are de y = sin x. PA | | a 
(d) La parabole y? — 4x; x — 4. 327. 
Ce) y= ver, z 1, y=0. FLN) 
(EST, Eva à se mo . à 
(g) La cubique d’Agnesi y — a Fer » y—=0. A 42. 
(h) PALAU re (E) LE en à y—=0,x—0,r=8. 
(jy Es mi D re (nm) Ur EA YU mr. 


(5) YAG—x)= 2°, y=0, 2—=0,1—=4. (n) y—=(x +9), y=0, rz=—1,7—0. 


(4) AP = rm = 4 (0) Géo yes 0, LES, 


1 


"1 F ; Lu 


44 Trouver le volume engendré par la révolution des aires limitées par les 
lieux géométriques ci-après : 
4 . Autour de OX 


pr Ni . . [4 


Autour de OY 


QE, 2—0, y—0, Rép. De 2. 
@) y= at, & 92, y—0. ES. fe, 
2 PNORPÉEENTERINE EET A RAT No ERg 
+? 2 
(4) Te tn — 1. vie TAB. Gé. 
2 à 
1. r \2 7 , 
MRORE VA CIE | ab. À rad 
© (2) +(# das Er 


(9). 2216 — y, y —0. 

CH) 22 Op? = 36. 

(=D es 03, 

(M) ee L'HÉ0 y (r 0 ir 28;: 


t 


(F) ÿ = 9x, y—0, x —9. 
(9) ÿ=4— x, x —=0. : 
MOUSE Er 2 (). 
ROLE y; v—=0. 


:42. Trouver le volume engendré par la ue d’un arc de la cycloïde 
+ dry — y 


Lt detre À ml Le re. le ; à 
D ie LS de ar ET in fre “ie 
’ 


æ—Tarc sin vers 


” 


(l 


. autour de OX, sa See 


CUT et les limites y — 0 et y = 2r, dans (A), p. 438. 
V2ry — y | Rép 57m 
13. Trouver le volume engendré par la révolution de la chainette 


tes 4) 


autour de l’axe des x depuis æ — 0 jusqu’à x — b. 


NOTE. — Substituer dx — 


ile A à à 2 


L D, ire 


Rép. k 


+ ; 
L: 
Ca : . pa 
: 


14. Trouver le volume du solide engendré par la révolution de la cissoïde 


e (ea — na) AT a 


3 
Do — pre autour de son-asymptote x — 24. Rép. 2r°aÿ. 
2 | 45 Étant annee la pente de la PARU à h tractrice = — ARLES trou- 
d Va? y? 


ver le solide engendré par sa SEE autour de OX. 


_ 16. Montrer que le volume d'un chapeau conique de hauteur «a découpé du 
_ solide engendré par l’hyperbole rectangulaire x? — y? —4?, autour de OX, est 
égale au volume d’une sphère de rayon «. 


47. En utilisant les équalions paramétriques de l'hypocycloïde B== A COS, 
é Br — 4 sin 6, trouver le volume du solide engendré par sa révolution autour de OX. 


% \ … 39x01 
# | | Rép. 4 
AE | RATE 
L- 48. Trouver le tnt engendré par la révolution d’un arc de la cos 

; æ— a(0— sin 0), y—a(i— cos 0) 


autour de sa base OX. Rép. Sr°ai. 
Ÿ É Montrer que si la révolution s'effectue autour de OY, le volume engendré est 
24 Or” HER 
ne _e 
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49. Montrer que le volume de l'œuf engendré par la révolution dela’ courbe 
dy? + (x — a)(r —b)—=0, (a Lbd) 


autour de OX est ra + b) Log à — 2(b — o) 


20. Trouver le volume engendré par la révolution de la courbe 
di — a°x? + ay? = 0 


autour de OX. s Rép AT, 
15 
213. Aires des surfaces de révolution. — Une surface de 


révolution est engendrée par la révolution de Fare CD de la courbe 


y—=f@) 
autour de l'axe des æ (fig. 229). 


148 On demande de mesurer cette surface en utilisant le théorème 
a ts fondamental. | 
F - 1" opération. Comme précé- 


demment, divisons l'intervalle AB 
en sous-intervalles Ax,, A. ete. 
et élevons ‘des ordonnées aux 
points de division. ‘Traçons les 
cordes CE, EF, etc., de la courbe. 
Quand la courbe tourne,autour de 
l’axe des +, chaque corde engendre 
la surface la- BR. 
— térale d’un 
Fig: 229. _tronede cône 
à de révolu- 
tion. La surface de révolution demandée est 
définie comme étant la limite de la somme des 
surfaces latérales de ces troncs de cône. 

2 opération. Pour éclairer ce qui précède, 
traçons le premier tronc de cône à une plus 
grande échelle (/ig. 230). Soit M le milieu de la 
corde CE. Alors EE s 


(A) aire latérale — 2:NM- CE.) Fig. 230. 


NS 
\\ 


Se 


De 
(HE 
il 


- 
cl 
<e 


CA 


l ‘ : 
PT ER CRN ER PNR 
Wa 


1 
3 
1 


Pour appliquer le théorème fondamental, il est nécessaire d'exprimer. 


(*) L’aire latérale d’un tronc de cône de révolution est égale à la circonférence de la section 
. moyenne mu:tiplièe par l’apothème. es 


A SAONE PER NE D 


AN FÉOA TION OPÉRATION DE SOMMATION - 443 : 


_ce: produit comme une fonction de sbediete d’un certain, point de 
l'intervalle Ax,. Comme au S 210, p.432, mous obtenons; en utihsant 


le théorème de la moyenne, la longueur de la corde 


B)  CENI-Glrar, 


expression dans laquelle x, est l’abscisse du point P,(.. y.) de l'arc 


CE, où la tangente est parallèle à la corde CE. Soit la ligne hori- 


zontale passant rs M qui coupe QP; en R'et désignons RP, par 2, (*). 


RRAIDTS ete | 
[Oo NM "y, = 


En substituant (B) ct 49) dans (A), nous obtenons . 


2r(y, —<)|1 (a Ÿ| : AT — aire latérale du premier tronc de cône. 


De même, 


2 re ce Y| 


LM 
2 


se ,— —a)[1 + fi) | : Aæ,=— aire latérale du dernier tronc de cône. 


f: Par Suds 


SRE ne) DAC AZ, 


Fi | — sommé des aires latérales des troncs de One. 


Cette relation peut s'écrire 


n 


Dealt+rayian— date) ar. 


tr : 4 


3% opération: En appliquant le théorème fondamental à la première 
_ sonime (les limites étant: OA = « et OB— #), nous obtenons 


ie D 2e Fr AGO E Ati — fe y! + FCY]* dx 


En) 


La limite de la seconde somme de (D), ne n =, est zéro (7). 


-(*). Le lecteur devra observer que quand az: tend vers zéro, & tend Éaleontt vers zéro: 
- (**) On peut le voir aisèment comme suit. Désignons la seconde somme par S,. Si £.est ègal au 
plus grand des nombres ROSIUES léal,]S2|; ER alors | 


Sn < Nues At. 


La somme de sons est, d'aprés x p. 443, égale à la somme des cordes CE, EF, es Soit tn. 


A, = aire latérale du deuxièmétronc de tône. 
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Par suite, l’aire de la surface de révolution engendrée par l'arc CD 
tournant autour de OX est donnée par la formule 


1 
24 — 
Fe Sx FR 21 ME Ée | | Es s 


dans laquelle y et ce en fonction de æ doivent être substitués d’après 
da 


l'équation de la/courbe de révolution, et S désigne l'aire cherchée, 
Nous pouvons encore écrire la formule sous la bite 


S=2 [| yds, 


en nous rappelant que | | 


ds = (dx? + di? DE ee he + GA > dx. (27), p. 152. 


dx 


: Cette formule se retient aisément si nous considérons une étroite 
bande de la surface comprise entre deux plans perpendiculaires à Faxe 
de révolution comme élément d’aire, et que nous la regardions comme 
la surface convexe d’un tronc de cône de révolution d’apothème 
infiniment petit-ds, avec une section moyenne dont la circonférence 
est égale à 27y, et par suite d’aire 2ryds. 

De même, quand OY est l’axe de révolution, nous utilisons la formule 


q dx\? 5 
ià DPtAIL Î a d !. 
) AE ne | nl " | | 
dans laquelle la valeur de x et celle de ie en fonction de y doivent | 
ay 


être substituées-d’après l’équation de 


la courbe donnée. 
" Le U (2 
ExEMPLE. — Trouver l’aire de la surface 
de EDR engendrée par l’hypocycloïde 


2 pe 4 5 tournant autour de l’axe des x 
(Ag. 231). | 


; 3 2 Se 
Solution. Ici D = — 1, MOT NT % 


Le 


1 


cette somme. Alors S,<el. Puisque limite €—0, 


Sn est un infiniment petit et, par suite, He Sn. Rate 
= 2% 


é we ie 
(a #4 ï ee 
CRE VE Au ge ie feet Mr NT ES 


RE Là nn à te © 7, 
p, + nu ie 
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En substituant dans (E), p. 444, et en notant que l'arc BA n hate que la 


moitié de la surface, nous note 


2 
2 2\3 NT d 
= f (os a} f 4 +2 Fa 
p 23 \ 
PARA ENNE S # PARC LEE à 
=% f Re —— da one fre) 3 dx 
x 0 = 0 
F Hp 
__ Ga? 
Las té> ; £ - 
; 197ra? 
DRE 1 
D 
EXEMPLES 


1. Trouver l'aire de la surface de la sphère engendrée par la révolution du 
cercle æ? + y? — r? autour d’un diamètre. | Rép. Arr? 


2. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution de la parabole 


p à s L , , , Q , . x Te SE 
y? = hax autour de OX, depuis l’origine jusqu’au point où x — 3a. Rép. À ra 


3. Trouver par intégration l'aire de la surface du cône engendré par la révo- 


lution autour de OX de la ligne joignant l’origine au point (a, b). 
à | _ Rép. bd V/ a? + b2. 


Led a É 
_ 4. Trouver par intégration l’aire de la surface du cône engendré par la révo- 


lution de la ligne y — 2x depuis x — 0 jusqu’à x — 2: 
(a) autour de OX : 
(b) autour de OY. 
Vérifier les résultats géométriquement. 


5. Trouver par intégration l'aire latérale du cylindre engendré par la révo- 
lution de la ligne x — 4 autour de OY depuis y — 0 jusqu’à y — 6 et vérifier les 
résultats géométriquement. 


6. Trouver par intégration l’aire latérale du tronc de cône de révolution 


engendré par la ligne 2y — x — 4 tournant autour de OX depuis z = 0 jusqu’à 


æ —5 et vérifier les résultats géométriquement. 


7. Des miroirs et des réflecteurs paraboliques ont la forme d’un paraboloïde 
de révolution. Trouver l'aire de la surface réfléchissante d’un de ces miroirs 
ayant deux mètres de profondeur et 6 mètres de largeur. 49 


Rép. 
Cette surface est égale à celle d’un cercle de 7 mètres de diamètre. 


:8. Trouver la surface du tore (anneau) engendré par la révolution du cerele 
2? + (y — db} = a? autour de OX. DEN Rép. 4r?ab. 


NOTE. — La Ars positive de Va — a— x? donne la surface extérieure, et la valeur négative, læ 
_ surface intérieure. | 


x = r arc sin vers Ÿ —W/9rÿ — y 
r , 


autour de sa base. 


dignes suivantes tournant. autour de- OXY. 


(a) y = der OA Tee 


(0) y = 62, de DATES 
(c) La boucle de Jar? — a(3a — x}. 


(d).Ga?zy = xt + Sat, der a à v—= Ia; 


(e) La boucle de 8a2y? — ax? — xt. 


(f) ÿ+ 4x — log y, dey—1ày—2. 


(g) RE de t— —0 àir = (; 
(æ— «(6 — sin 6), 


h loïd 
(h) La cycloï cou Re 


{i ;) La cardioïde 


()) yHI%zTe=A4; de x—0 à rx. 
(RY3y— 226: de re Dax —9: 
(OMS de TE 0 A EAN 

(m) 2? + 4y? = 16. 

.(n) 9a? + y = 56. 

(ay m0 de rte Te=t. 
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( æ — a(2 cos 0 — cos 26), 
| y=a($Sin® — sin 20). 


Rép 


Rép: 


9. Trouver la surface engendrée par la révolution d’un are de la cyeloïde 


; 3 


10. Trouver l'aire de la surface de révolution engendrée par chacune des 


Elus) —1|. 


o7 
=|v2 + log (4 + D 


Garr2? 


er 
es 
19] 
 Æ 
S 
(ee) 
AT 
À 
S 
Se 


\ 


11. Trouver l'aire de la surface de révolution CARRE par. chacune des 


Jignes suivantes tournant autour de OY : 


(a) x ue 06;de.y —=0ày— 3x. 
(5) 3x + dy — 19, de:y —0 à y — 4 
(c) a? = 4y, de y —0 à y —3: 

(d) x? 2 16y2 —16. 

(e) 42? + y? = 100. 
(D: rP ,cdev= tie ve A 


(g) = y", de y —0 à y—3. 


(h) Ga?xy — x — 3a*, de Tr — a à x = 3a. 


(D 4y—= 2? —9 log x, de x —1 à x —4 


(J) dy = a V2? — À + log (x — x? —1), de x—93àx— 


Rép: . as CAT. 


se + log 3)ra?. 


dar. 


D. Brie. 


% 7,1 ST ner LA gén Ur 4 \g "EE ! 8 
"c FPS PRET PE Le y 
a 


PE TR D 
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12. Trouver: l'aire de la surface de révolution engendrée. par chacune: des 


courbes suivantes tournant : (a) autour de OX; (b) autour de OY. 


{a) L’ellipse É CRC RER TE 
2 


b? 
NoTe. e—excentricité de l’ellipse 
Va? — b2 


a 


(b) La chainette y— = (are) 


9, 


dé £—. 0 à T4; 


Ya 3 —Oay,;déxr—1l'àir —2. 


ly—=e cos 0, dé: — 0 à La 
(e) 32°? + 4? — 8a?. 
(f) c+y—4, dex—0à x —4. 
(9) y—= 2x +4, de y — 4 à y— 8. 


4h) x? + 9y? — 16. 


Autour de OX. 


x 27xa0 x 
95h24 are sine. 
e 


Autour de ON. 


ra(A — et). 


r(S —- log 27. 


4T 


(2er +1). 


5 
Tru? 


Fe 


(4-3 1l0g3) 


214. Applications diverses. — Au $ 212, on a montré comment 
se calcule Je volume d’un solide de révolution au moyen d’une seule 
intégration. Évidemment, nous pou- 
vons considérer un solide dé révo'u- 
tion comme engendré par:un cercle 
de rayon variable, dont le centre se 
déplace sur l'axe de révolution, lé 
plan de ce cerclé étant perpendicu- 
laire à l’axe. Aïnsi dans la figure: 232; 
on peut supposer que lé cercle ABCD 
dont lé plan est perpendiculaire à 
OX, engendre le solide de révolution 
se déplace depuis O0 jusqu'à N, le 
rayon MC(— y) variant continuellement avec OMC x) suivant l'équa- 
tion de la courbe plane tournant autour de OX. 

Nous allons montrer maintenant comment cette idée peut être 
étendue au calcul des volumes qui ne sont pas dés solides de révolution 
quand il est possible d'exprimer l'aire de sections planes parallèles 
du solide comme fonction de leurs distances à un point fixe. Suppo- 


O—EGFH, quand son centre 


Le te NRA ET 
7.1 DRE + he k b 
MRC 
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sons que nous divisions le solide représenté par la figure 233 en 
) tranches par des sections perpendi- 
culaires à OX et prenons l’origine 
comme point fixe. Soit FDE une face 
d’une de ces tranches. Construisons un 
X prisme droit sur FDE comme base, la 
seconde base s'appuyant sur l’autre 
face de la tranche. 
Puisque, par hypothèse, l'aire de 
FDE est une fonction de ON, ou x, 
soit f(æ)= l'aire de FDE— l'aire de la base du prisme, et soit 
Aæ — la hauteur du prisme. n 
Par suite /(æ)Ax — le volume du prisme, et DCE — somme 


CE 
des volumes de tous les prismes. Il est évident que le volume cherché est 
la limite de cette somme. Par conséquent, d'après le théorème fon- 


damental, ni Ces 
nie NF) An, = Je f(a)dx. 


+=1* 


Fig. 233. 


et nous avons la formule 
(A) V— [ f(x)dx, 


dans laquelle (x) est l'aire d’une section du solide perpendiculaire 
à OX, exprimée en fonction de sa distance (= x) à l’origine, les limites 
de æ étant choisies de façon à s'étendre sur toute la région R occupée 
par le solide. 

Évidemment, le solide O — ABC (/g. 233) peut être considéré comme 
étant engendré par la section plane DEF variant continuellement quand 
ON(=— x) varie de zéro à OM. | 
Les exemples suivants illustre- 
ront ce principe. 


r 


ExEmPLE |. — Calculer le volume 
de l’ellipsoïde 


au moyen d’une seule intégration 
(fig. 234). 

Solution. Considérons une sec- 
lion de l'ellipsoïde perpendiculaire à OX, telle que ABCD; avec b! et c 


Fig. 234.- 
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| comme demi-axes. L'équation de l'ellipse HEJG dans le plan XOY est 
SE LEA D LE PS | 
ET 


ne résolution de cette équation par SU à ee b') en fonction de +(— OM) 
_ donne REX 


De même, d’après l'équation de l’ellipse EFGI dans Le plan XOZ, nous obtenons 


ES 4 %. à. 


ee RQ co Cod 
< Lt (42 


Par suite, l'aire de l'ellipse (section) ABCD est 


ee sde! = (a? — à?) = Kay 

ce a? 

> En substituant dans (A), il vient 

À E : Fa = SR a — x?) dx = <rabe. Rép. 


© Nous pouvons done imaginer l’ellipsoïde comme étant engendré 
“par une ellipse variable ABCD se déplaçant de G en E, son centre 
étant constamment sur OX et son-plan perpendienl aire à OX. 


: 


| ExeMrue I. — Trouver le volume d’un conoïde droit à base eili ne le 
rayon de base étant r et la hauteur a (fig. 235). 


Solution. Le conoïde étant placé comme l'indique 
la figure 235, considérons une section PQR perpen- 
diculsaire à OX. Cette section est un triangle isocèle, 

et comme RM =V9re — x? (on le trouve en réal 
vant par rapport à y l’équation du cercle ORAQ, 
PE 2+ y= 9rx) et MP —4, l'aire de la section est 


3 ay rx — — x? — fCe). 
SREn D mor dans (A), p. 418,on a 
pe 


DO pres V=a ‘es “Var — #4 dé =? Ha 


Ce voie est la moitié de celui du hidre de même base et dé même hau- 
_ teur. 


Nous allons maintenant aborder Pétude de la pression fluide et 
por à calculer la pression d’un fluide sur une paroi verticale. 

__ Supposons que ABCD représente une partie de l’aire de la surface 
| verticale de la paroi d’un réservoir. On demande de déterminer la 
pression fluide totale sur cette aire. Fracons les axes comme dans la 


BRASVÈLE A ME et int. , | 99 


ni M PARTIES 
A ie 


L RP VRR A E PS TR n2 POLE rie CRE 2 
PORT A RER ER Ent eue, SP à 
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figure 236, l'axe des Y coïncidant avec la:surface du fluide. Divisons 
AB en x sous-intervalles et construisons 
> des rectangles horizontaux à l’intérieur 
de l'aire. L’aire d’un rectangle (tel que 
EP) est alors yAx. Si ce rectangle est 
- horizontal et à la profondeur æ, la pres- 
NF&Y) sion fluide sur lui est 
. WæyAx(”) 


LLDD DO 
2 7 


Surface du liquide 


D expression dans laquelle W — le poids 
d’une unité de volume du fluide. Puis- 
que la pression fluide est la même dans 

ioutes les directions, il s'ensuit que WæyAx est approximativement 

la pression sur le rectangle EP dans sa position verticale. Par suite 


la somme 
É | 
D WaæyaAx, 


El 


Fig. 236. 


_ 


représenté approximativ ement la pression sur tous les rectangles. La 
pression sur l'aire ABCD est évidemment la limite de-cette somme. 
Par suite, en vertu du DeRIaUUE fondamental, 


limite Ÿw LYAX, = sf Wayde. | 


{hr=iho se) 
th | 


“ 


Done, la pression fluide sur une surface verticale submergée limitée 
par une courbe, l’axe des æ et les deux lignes horizontales += a et 
æ = b, est donnée par la formule 


Ï 


(B) pression fluide = W | ‘yxdx, 
Ja 


‘dans laquelle la valenr de y en fonction de + doit être substituée d’après 
l'équation de la courbe donnée. 
Nous supposerons que le poids d’un mètre cube d’eau est de 4000 ke. 


NW). 


Exewpse Il. — Un kridait circulaire de 6 mètres de diamètre ‘est à moitié 
rempli d'eau. Trouver la pression sûr la paroi qui ferme le conduit (fig. 237). 


(*) La pression d’un fluide sur une surface een ete donnée quelcorique est égale au poids 
d'une colonne du fluide ax ant cette.surface comme base et une hauteur-égale à la distance de £ 
cétte surface à la surface libre du fluide. À 


CS] 

QT 

LL. d 
Lai E 
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Solution. L'équation du cercle est 2? -y? —9, 


Par suite, y — ÿ9 —x?, TR 

W = 1 000, | ri 

et les limites vont depuis + = 0 jusqu'à x — 3. à 

En substituant dans (B), nous obtenons la pres- ve 

sion sur la droite de l’axe des >, laquelle’ est % 

pression “er 000 [V8 — x - rx s “ 

( 7 0 : Ÿ 

; 2x 3 

= = : 7 (9 ë ee | — 9000. 4 

4 Parsuite,: < S 
1 Fig. 237.., Ja pression totale = 2 >< 9000 — 18000 kg. 12 
4 ! 4 Réponse. % 
j Considérons maintenant le problème qui consiste à trouver le tra- : 
vail accompli pour vider dés réservoirs ayant la forme de solides de 
| révolution avec leurs axes verticaux. : 
Il est commode de supposer que l'axe , 
_ des x de la courbe de révolution est de 
vertical et que l’axe des y est au même # 
niveau que.le sommet du réservoir 
(fig. 238). Considérons un réservoir 6. 
tel que celui de la figure 238. Nous à 
voulons calculer le travail accompli e 
quand on le vide d’un fluide ‘de la pro- e 
fondeur a à la profondeur 4. Divisons 0 
AB en 7 sous-intervalles, et menons À 
par les points de division des plans 3 
_perpendiculaires aux axes de révolu- : 
- tion; construisons des cylindres de RER 
révolution, comme au $ 212, p. 438. Le volume d’un quelconque de È 
ces cylindres est-y?\xet son poids, Wa, expression dans laquelle 


W=— le poids d’une unité cubique du fluide. Le travail accompli pour 
enlever ce cylindre de fluide hors du réservoir (la distance du eylin- 


FAIRE PRES 


_ dre au sommet du réservoir étant æ) est L D 
CWzyÿxAr. 17 

[Le travail effectué est égal au poids multiplié-par la hauteur verticale.] “CE 4 

Le travail accompli en enlevant hors du réservoir tous les cylindres jus- “ 

; vi 


qu'au sommet est la somme 


} 
\ 
% 

Na ohe 1 
A à 


n 
@ Era AT 
D W my; LA P:. 


it 


+ 


À 
D'OR? 
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Le travail effectué en vidant cette partie du réservoir est évidemment 

la limite de cette somme. Par suite, en vertu du théorème fondamental, 
n 

limite N\ Wim = | Waprdr. 

n = 0 | 


nent 


Par conséquent, le travail accompli pour vider un réservoir san 
la forme d’un solide de révolution, de la profondeur & jusqu'à la 
profondeur #, est donné par la formule Re 


(C) travail — Wn vf y°xdx, 


dans laquelle la valeur de y en fonction de æ doit être substituée 
d’après l’équation de la courbe de révolution. 


EXEMPLES , 


1. Calculer le travail effectué pour pomper l'eau remplissant un réservoir hé- 
misphérique de 10 mètres de profondeur(fig.239). 


Solution. L’équation du cercle est 


2? + y? — 100. 
Par suite, y? — 100 — x?, : 


et les limites vont de æ — 0 jusqu’à x — 10. 
En substituant dans Cr sa obtenons 


Travail — 1 000: \. (400 — x?)rdT 
— 9 500 0007kgm. 


2. Une auge de 2 mètres de profondeur et de 2 mètres de largeur au sommet 
a les extrémités semi-elliptiques. Trouver la pression contre l’une des extrémités 
lorsque l’auge est remplie d’eau. : Rép. 2 666%s,67. 


Fig. 239. 


; 3. Une écluse de 8 mètres carrés a son sommet au même niveau que la sur- 
< face de l’eau. Trouver la pression sur chacune des deux parties suivant les- 
quelles le carré est divisé par Pune de ses diagonales. 

Rép. 85833k8,33, 170 666%8,67.. 


4. Trouver la pression sur une face d’un triangle équilatéral vertical submergé 
de 4 4 mètres de côté, un des côtés se confondant avec la surface de l’eau. 
_Rép. 8000Ke. 


5. Un réservoir à huilé horizontal et cylindrique es à moitié plein d’ huile. Le 
+ diamètre de chaque extrémité est de 4 mètres. Trouver la pression sur une 
ne extrémité, l'huile pesant 900 kg. par mètre cube. | _ Rép. 4800 kg. 


6. Trouver Le travail accompli pour pomper l’eau d’un réservoir semi-elliptique 
rempli d’eau. La partie supérieure est un cercle de 6 mères de diamètre et de 
5 mètres de profondeur. =. Rép. 56 ee Site 


- l’abscisse est a. 


er | ; r Le L pignon ds AT DER à eh COS SC RS TR de UE Tan 2° a dde | CARRE TRE À» 
Teste ve TR NOR ST A AS pas, x ES 4 n “ \ ù . 
= ARRET LAS ARE À ICSSES 6 | S ; : ‘à 
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7. Trouver la pression sur la surface du réservoir dans l'exemple 1. 
8. Trouver la pression sur la surface du réservoir dans l'exemple 6. 
9. Un réservoir conique de 12 mètres de profondeur est rempli d'un liquide 


pesant 1300 kg. par mètre cube. La partie supérieure du réservoir est un cercle 


de 8 mètres de diamètre. Trouver l'énergie dépensée pour le vider. 
Rép. 249 600 x kgm. 


40. La section droite d’une auge est une parabole dont le sommet est en bas, 
le paramètre ayant 4 mètres de long. Trouver la pression sur une extrémité de 
l’auge quand elle est pleine d’un liquide pesant 1100 kg. par mètre cube, 
sachant que l’auge à 4" de haut Rép. 1166 kg. 


11. Trouver la pression sur une sphère de 6 mètres de diamètre qui est 
immergée dans l’eau, son centre étant 10 mètres au-dessous de la surface de 
l'eau. 


3 
NOTE. — Pression — ru f. yU0+zx)ds et ds — Le dx. 
_ À Rép. 360000 x kg. 


42. Une planche ayant la forme d’un segment parabolique est enfoncée dans 
l’eau par une corde perpendiculaire à l’axe. Le sommet est à hauteur de la sur- 


‘face et l’axe est vertical. Elle a 20 mètres de profondeur et 12 mètres de largeur. 


Trouver la pression en tonnes. 


43. A quelle profondeur la planche de l’ex. 12 doit-elle être enfoncée pour que 
la pression soit pics ? Rép: 12 mètres. 


14. Un réservoir à eau a la forme d’une demi- Shèére de 8 mètres de diamè- 
tre surmontée par un cylindre de même diamètre et de 10 mètres de hauteur. 
Trouver le travail accompli LEsa le vider quand il est rempli jusqu'à 2 mètres 
du sommet. 


45. Le centre d’un carré se déplace le long d’un diamètre d’un cercle de rayon 
a, le plan du carré étant perpendiculaire à celui du cercle et sa grandeur variant 
de telle façon que deux côtés opposés se-déplacent sur la circonférence du cer- 
cle. Trouver le volume du solide engendré. : Rép. a?. 


16. Un triangle équilatéral variable se déplace, son plan étant perpendiculaire 
à l’axe des x et les extrémités de sa base sur les points des courbes y? — 16ax 
et y? = 4ax respectivement au-dessus de l'axe des +. Trouver le volume engen- 
dré par le triangle quand il se déplace depuis l’origine jusqu'aux points dont 


/3 
BR 2e 7 
ép. 5 


47. Un rectangle se déplace à partir d’un point fixe, un côté étant constam- 
ment égal à la distance à ce point, et l’autre égal au quart de cette distance. 
Quel est le volume engendré lorsque le rectangle se déplace de 2 mètres ? 

Rép. 4 mètres cubes. 


18. Sur les ordonnées doubles de l éllipse PH — 1, on décrit des triangles 


isocèles dont l’angle au sommet est égal à 90° dans des plans perpendiculaires 
à celui de l’ellipse. Trouver le volume du solide engendré en supposant qu'un 
de ces triangles variables se déplace d’une extrémité à l’autre du grand axe de 


l'ellipse. Rép ab, 


d'in 
rl th 


V 


F2 
+ 


AS ANSE dE 


Ca 


AR 


L 


ÿ 
L 
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AA 
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19. Déterminer la force d'attraction exercée par une baguette mince, droite, 
homogène et d'épaisseur uniforme, de longueur ! et de masse M, sur un point 
matériel P de masse m, situé à une dis- 


m H---2--- jt | tance a d’une ‘extrémité de la baguette 
P CASE ; _ dans sa ligne de direction (fig. 240). 

É Solution (*). Supposons la baguette divi- 

Fig. 240. sée en parties égales infiniment petites 


M (éléments) de longueur dz. 
© — masse d'une unité de longueur de la baguette. 


< 


- 


Par suite, Va — masse d’un élément quelconque. 


La loi de Newton relative à la mesure de l'attraction entre deux masses quel- 
conques est 
produit des masses 


force d'attraction = == 
(distance entre elles} 


Par conséquent, la force d'attraction entre le point matériel en P et un élé-. 
ment de la baguette est 


* mdz 


Er: 
(t+a} 
expression qui représente un élément de la force d'attraction cherchée. L'attrac- 


tion totale entre le point matériel en P et la baguette étant la limite de la somme 
de tous ces éléments entre æ — 0 et x — !, nous avons 


M mdx 
force d'attraction = : rte ee 
o (t +a} L Jo (œ+a) 
Mm 
. Ré 7 
EE 5 éponse 


20. Déterminer la force d'attraction dans l'exemple précédent, si P se trouve 
sur Ja perpendiculaire élevée sur la baguette en son milieu à la distance a. 
2mM l 

Cali 


2a 
21. Un vase ayant la forme d’un cône circulaire droit est rempli d’eau (fig. 2414). 

Si k est sa hauteur et » le rayon de sa base, quel temps faudra-t-il pour qu'il 

se vide par un orifice d’aire «a au sommet ? 


. 


Rép. arc tg 


SÉSÉR ISLE =--7-_- 


vi 


Solution. En négligeant toutes les rétanres on sait 
que la vitesse d'écoulement par un orifice est la même 
que cellé acquise par un corps tombant librement d’une 
hauteur égale à la profondeur de l'eau. Si donc x désigne 
la profondeur d’eau, ; 


en re 
Désignons na dQ le volume-d’eau écoulé dans le temps 


Fig. 2414. 


(*) Les deux ÉronrDies qui suivent donnent des « méthodes abrègées » 
communèment employées, l’exposition détaillée suivie dans les PAPASTAPESS précédents étant 
omise: Néanmoins. le lecteur devra Ÿ SURpIASE & 


À 
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dt, et par dx l'abaissement corresportlant- du niveau de l’eau. Le volume 
_ eau écoulé par l’rifice dans l’unité de temps est 


aÿ 9gæ, 


ce volume étant mesuré comme celui d’un cylindre droit d’aire de base a et de 
hauteur v(— V2gr). 
- Par conséquent, dans le temps dt, 
(A) | dQ = ay gr dt. 


En désignant par S l’aire de la surface de Peau quand la profondeur est x, 
nous avons, d'après la géométrie, 


\ s. TTL 
Rene EE D Th 

Mais le volume d’eau écoulé dans le temps dé: peut également être considéré 
comme le volume du cylindre AB d’aire de base S et de hauteur dx ; par suite, 


: + . 


, ; rrdr. 

En égalant (A).et (B) et en résolvant par rapport à dt, nous avons 
D de rede 
FREE ah4/2gæ 
; Par conséquent, À 
LR Marin | Onr js 
ARR Se = [2 or Réponse. 
bé”. 0 ah2ÿ2ge SaV/2g 


22. La température demeurant constante, un gaz parfait se dilate dans un. 
cylindre contre une tête de piston, du volume v, au volume v,. Trouver le tra- 
_ vail accompli. 


Solution. Soit € l'aire de la section droite du cylindre. 


dv 


4 SSI do est l'accroissement de volume, alors —— la distance dont la tête de 


: piston se déplace lorsque le volume subit l'accroissement de. 
= En vertu de la loi de Boyle (”), , 


2 | pr — —.k (— constante), : 
4 p Hub pression sur la tête de piston. 
| Dr s 

>. Par suite, 

pe élément de travail Ééctué ee — ES + — (= pression x distance). 
% , TT total effectué — Je (Hi | 

PR sou / vo L ue 
1 x é | à vo. Ÿ YA 

| rs k 0) 

#t Cr lo Ve 


+ * _({* Ou loi de Mariotte (note du traducteur). 
Ve pr te | . t ; 


; CHAPITRE ÉXIXe A re Es 
INTÉGRATION SUCCESSIVE ET PARTIELLE ES 


e … 7 É one = - + 
; S = VE À LS 


215. intégration successive, — À la différentintion s successive | 
dans le calcul différentiel correspond l'opération inverse d’entégration à 
-successive dans le calcul intégral. Nous allons illustrer au moyen 
d'exemples les détails de cette opération et montrer comment il se 
présente des problèmes dans lesquels il est nécessaire de l apphquér: 


” 


Exempce |. — Étant donné = 6e, | nn NÉ RU RE ART NP TE Re 


Solution. L'expression donnée peut s’ écrire 


Re ie A “pe dant LR PP DR SAUEN 


7; ju > ire re 


a 
By 
dx? 


En intégrant, il vient 


ou — 37° + Ci. 


Cette dernière expression peut le en ane D RRPE CES 0 ER EU 


NB RE RG RER DES Le dE 
dx e Poe ; a à ÿ “ Rene , F4 s * Res Fr : 


oo Se TC  . 


# XX < “4 æÆ , SE 


En intégrant de nouveau, on à : _ ne er FRS POSE CSA 


ou TO I NT Ro es 


INTÉGRATION SUGCESSIVE ET HRETRRRE 


el, en Sent on obtient en 2 


(B) 1 Re + GT + Ca. 


On écrit également le résultat (A) sous la forme 


dy ef Gxrdxdx (ou = 4 Ga). 


Réponse. 


ton PRES une intégrale double, À tandis qu'on écrit (B) sous la: 


_ forme 


et on l'appelle une entégrale triple. 


Le 


S 


y— ie L Grdedede (ou = f | f Grau) 


“& Here 
= D'une façon rate une entégrale multiple nécessite deux ou 
| plusieurs intégrations successives. Comme précédemment, s'il n'y a pas 


_ de limites assignées, comme dans l'exemple ci-dessus, l'intégrale est 


_ cessive, Rate est définie. à 


PORN CT CT 
?4 $ ‘" Ne 


É Solution. Lei Pa. = #, 
dx? 


En intégrant comme dans l'exemple [, il vient 


5e RTS ES M y + 0, 
7% (D) Le An ed cs: 


- indéfinie ; s’il y a des limites assignées pour chaque intégration suc- 


. Exewete IL — Trouver l’é équation d’une courbe pour chaque point de laquelle 
ls dérivée seconde de l’ordonnée par rapport à l’abscisse est égale à 4. 


Réponse. 


* -L expression (D) est l’ équation d’une parabole. s'étendant vers le haut et dont 


: _ l'axe est parallèle à OY. 


_sibles, nous obtenons toutes les paraboles d’équation (D). 


En donnant aux constantes arbitraires d'intégration toutes les valeurs pos- 


À + Pour déterminer €, et c,, deux conditions SA DBIEMENEALEES sont nécessaires, 


par exemple : 


_ (a) au point où x = 2, la pente de la tangente à la parabole est nulle ; 


… (@) la parabole passe par le point (2, — 1). 
:® La substitution dans (C) de æ—9 et de a = — 0 donne 


 Parsuite, - RATÉ Niges 
et (D) devient Cyr RT +0. 


44 
Fe. 


_(b) Les coordonnées de (2, — 1) doivent satisfaire à cette équation. 


4 | séquent 


év 


Ke 
Ê = : Fr D LRSFEN ET En ou  G—+T. 


Par con- 


IE it 
15 3 WS 
LL NT LD S. 

1% 


ET 


* 


"1 
x 
; 
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Par suite, l'équation de la parabole ÉRE qui salisfait aux trois. condi- ] 
tions est Fe y = 2x? — 8x +7 4 
| P 
EXEMPLES RE PR 
2 e 
4. Étant donné Cr — a?, trouver y. Rép y LES HTC ES CoT + Ca. 
dx 60 2 a 5 
2. Étant donné I = = 0, trouver y. | Tes ae T + Ca. / 
TA 7 TA PC: | Cyr? n 
3. Etant donné dy =, trouver y. y = log x + SR ed 
RU é | “ 3 ] 5 $ 
4. Étant donné = sin 0, trouver ©. + pæ cost _ + CH Co 
vu 4 
5. Étant donné L° — 38 — + trouver s. sus Liog re LARPRT Cye 
de t3 Tes OUEN à 
5 | RCE ; 
6. Etant donné d?c — sin + cos?:d=2?, CHERE ‘6 Se . Sin p-+ 9H CS, 


7. Déterminer les équations de toutes Les courbes ayant une courbure ques 


NOTE. = = 0, d'après (40), p. 178, puisque:K = 0. KA $ d 
dx: .. : 


Réponse. y — CE. + €», système doublement infini de lignes droites. ; 


sr 


8. L'accélération d’un point mobile est constante et égale à à f. Trouver la dis- 
tance (espace) parcourue. 
NOTE. Res : | Rép. portes. 
de 2 
9. Montrer dans l'ex. 8 que c, représente la vitesse initiale et €, la distance 
initiale. 


10. Trouver l'équation de la. courbe en: chaque point de laquelle la dérivée 


seconde de l’ordonnée par rapport à l'abscisse est égale à quatre fois l'abscisse 


et qui passe par l'origine et le point (2, 4). Rép. he - Se — 4). 
14. Étant donné . —& Cost, trouver y. Fe | | | 
| “Rép. y— x cos x — 4sin rie HR + eee. : 
12. Étant donné El — — sin, trouver y. l | 
Rép. = TOUS CNE OL or Le à 


5 APE EC À ee 2 


216. Intégration partielle. — A la différentiation partielle dans 
le calcul différentiel correspond l’opération inverse d'intégration par- 
{ielle dans le calcul intégral. L'intégration partielle, comme on peut 
le supposer d’après la nature du sujet, signifie que étant donnée une 
expression différentielle comprenant ‘deux ou plusieurs variables : 


\ 


_ indépendantes, nous l’intégrons en considérant: d’abord. une seule 
d’entre elles comme variant, toutes les autres restant constantes. 
. Ensuite, nous intégrons le résultat, en en considérant une autre comme 


variant, les autres restant constantes et ainsi de suite. Ces intégrales 


- sont appelées double, triple, ete., suivant le nombre des variables. 
_ On les appelle nr . intég jgrales TRADE ape 
Ainsi l’expression 


eo az ff fe pe 


indique que nous voulons vas une fonction « de æ et de y telle que 


= f(x, 1) 


dTÔ y 


Dans la solution de ce problème, le seul trait nouveau est que la 


_ constante d'intégration a une-nouvelle forme. Nous allons: illustrer. 


y ces ne au moyen d'exemples. Ainsi, supposons que nous 
. voulions trouvér #, étant donné 


5 | La du 
TA rome) Le bee CN Ÿ Leon RS 
d TC AL 


En: intégrant. cette expression par rapport à a en considérant y 
comme constant, nous avons | 
| LOS SUN ERCERS Re 
| _ expression dans laquelle + désigne la constante d'intégration. Mais 
| puisque y à été regardé comme constant pendant l'intégration, il peut 
arriver que # dordte de y de quelque façon ; en fait, + sera en général 
une fonction de y. Nous indiquerons donc cette dépendance ie 9 VIS- 
à-vis de y en remplaçant. + par le symbole :(y). Par suite, la forme la 


_ plus senérale de w est 
8080 ua? + ay + 3x + e(ÿ), 


expression dans laquelle (4 y) désigne une fonction arbitraire de : hr 
É Comme autre problème, cherchons | 


& | SCAN 0 ? “= ff (2° + )dyda. 


[2 


t 


de #. s 
ref 
PSE à e Eee intégrales de même nom dans le paragraphe précédent sont des cas particuliers de 


2 


- <elles-ci, quand nous par rapport à la même variable. 


v 
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Cette relation signifie que nous voulons trouver w, étant donné 
du | 
dLÔY 


A pe Le 


En intégrant d’abord par rapport à y, considérant æ comme constant, 
nous obtenons 


dU À ae: 
TT — y? “A UT), 
dT RATE 4 UD) 


7 


expression dans laquelle 4(æ) est une fonction arbitraire de æ et doit 
être considérée comme la constante d'intégration. 

Intégrons maintenant ce résultat par rapport à æ, en regardant y 
comme constant ; nous avons | RTS 


UT +) + 


» 


expression dans laquelle P(y) ést la constante d'intégration, et 


PÉCI=S [ Wx)dx. 


t 


217. Intégrale double définie. Interprétation géométrique. 
Soit f(x, y) une fonction continue et à valeur unique de x et de y. 
| Géométriquement, 


(A) = y) 
est l’équationd’une 
surface telle que 
KL (fig. 242). 
Prenons une cer- 
taine aire S dans 
le plan XY et con- 
struisons sur 5 
comme base, le cy- 
lindre droit dont 
les génératrices 
sont, en consé- 
:quence, parallèles 
à OZ. Supposons que ce cylindre coupe la surface KL suivant l'aire 
S' et cherchons maintenant le volume V du solide limité par S. Set 
la surface cylindrique. Nous procéderons comme il suit: 


\ 
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L A des distances eg galement éloignées (= Ax) dans l'aire $, tirons 
une série de lignes parallèles à à OY et, ensuite, une seconde série de 
. lignes parallèles à à OX à des distances également éloignées (— Ay). 
PPar ces lignes faisons passer dés plans respectivement parallèles à 


- ‘de nas dont la surface commune est A. Ay. Cette construction 

_ divise le cylindre en un certain nombre de colonnes verticales, telles 
que MNPQ, dont les bases supérieures et inférieures correspondent 

_ respectivement à des parties du réseau en S$ et S. Comme les bases 

_ supérieures de ces colonnes sont curvilignes, nous ne pouvons pas, 
naturellement, ealculer directement le volume de ces colonnes. 
.Remplaçons-les par des prismes dont les bases supérieures sont 
trouvées comme il suit: 

= Chaque colonne est coupée par un plan parallèle à OXY passant par 
_ le sommet de la base supérieure pour lequel + et y ont les plus petites 
valeurs numériques. Ainsi, la colonne MNPQ est remplacée par le 
prisme droit MNPR, la base supérieure étant dans un plan RES 
-par P parallèlement au plan XOY. 


Si les coordonnées de P sont (æ, y, z), alors MP — AS Er A 7. et; 
par suite, | 
-(B) : = volume de MNPR=—/(x, y)Ay.Ax. 


En calculant le volume de chacun des autres prismes formés de la 

même manière en remplaçant æ et y dans (B)-par des valeurs corres- 

 pondantes, et en additionnant les résultats, nous obtenons un volume 
nv: appr oximativement Le à V, c'est-à-dire 


(@ As Ne No pay he 


| expression dans a le double signe de sommation De Ÿ indique 
qu'il y a deux variables dans la quantité à sommer. 
Si maintenant, dans la figure 242, nous faisons croître indéfiniment 
Je nombre des divisions du réseau dène S en faisant décroître Ax et 
 Ay indéfiniment et que nous calculions dans chaque cas la double 
È somme (C), V' tendra évidemment vers V comme limite, et par suite, 
nous avons le résultat fondamental suivant : 


(D) LRU = HN Âœ 


Ne 


= 


 _YOZ et à XOZ. A l'intérieur des aires S et S’, nous avons un réseau 
_ dé lignes, comme dans la figure 242, le réseau de S étant composé 


D 


» OV | | ' a — 
el [ “ter D fa y 
[e) 
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Le volume éherché peut également être trouvé comme il ut 

Considérons une quelconque des tranches successives suivant 
lesquelles le solide est divisé par les plans parallèles à OYZ, par 
exemple la tranche dontles faces sont FIGH et TLIK. L'épaisseur 
_de cette tranche est Az. Or, les valeurs de £ le long de la courbe HI 
se trouvent en écrivant æ—O0D dans l'équation 5 = f(x, y), c'est- 
à-dire que le long de HT, s 


| EAU D UV) j 
Par suite, < F 4 


aire FIGH = fl (OD, pdy. 
| DEF + “ 


Le volume de la tranche en question est approximativement égal à 
celui d'un prisme dont la base est FIGH et la hauteur Ax, c’est-à-dire 


Ag taire FIGH== A [LU /OD, pay. 


f 


A 


Le volume cherché de tout le solide est évidemment la liritedé la 
somme de tous les prismes construits de lt même manière, quand 
a(— OD) varie de OA à OB, v’est-à-dire | 


(E) Vide se Cr, y)dy. 

OA DF : 2 
De même, on peut montrer que 
(E) V= f° dy ler y)dæ. 

OC 1 CET We 


. Les intégrales Le et (F) s'écrivent également sous la forme, plus 
compacte : | : 
de [(æ, Dr 


c JEW SES, EE Te AS 


Dans (E), les limites DEF et DG sant des. oNthione de +, puisqu'on 
les trouveen résolvant par rapport à y FRe de la courbe limitant , 
la base du solide. 

De même, en (F}), les te EW el EU sont des forebions” 
de y. | - ; 4 ve BXA 
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La comparaison de (D). (E) et (F) donne le résultat suivant : 


"or limite 


1 RE LMD y)Ay . Ax 


a 
s 


rot 


4 
a 


Fr 


ie 


à 


De dr RS. - ns en nn D ré à Le pa fa di 
‘ | tre | ra « ; $ : | 


ÉD EST 0 PUR 
Le RUE 


is né 6 rite Pl à Fe 


(6) 


; A = f” ie Pen: Day 
j “. 4 | a ee FF ass ne 


\ 


expressions dans lesquelles v, et Va sont, en général, des fonctions de 
el Uretu, des fonctions de æ, le second signe d'intégration s ap- 
_ pliquant à la première différentielle et étant calculé en premier 
» fieu | R 
Notre résultat peut être énoncé de la facon suivante : 


L NUE double définie 


1e a [x y)d ydx 


eo Us 
peut être considérée. comme la portion du volume d'un cylindre- 


- droit tronqué comprise entre le plan XOY et la surface 


da base du cylindre étant l'aire limitée par les courbes 
\ : 


DEEP 


De même pour la seconde intégrale. 


y = Vire M rat re la 


_- Ilest'intéressant de considérer comme il suit la méthode qui récèdie | 


relative à la recherche du volume d’un solide : 

Considérons une colonne de ‘base infiniment petite #ydx et de 
hauteur £, comme un élément du volume. En additionnant tous les 
éléments depuis y=DF jusqu'à ÿ—DG, æ étant une constante 
_ (soit — OD), on éôbtient le volume d’une tranche infiniment mince 
ayant comme face FGHI. Le folume du solide entier se trouve alors 
en additionnant toutes les tranches depuis 7 — OA jusqu'à æ — OB. 

Dans lintégration partielle comprenant deux variables, ordre 


ms indique que les limites du second signe d'intégration | 


‘eee à la variable dont la différentielle est écrite en premier 
_ lieu, les différentielles des variables et leurs limites correspondantes 


4 - sous les signes d'intégration étant écrites dans l’ordre renversé, 
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- Exempze. — Trouver la valeur de l'intégrale double définie 


Solution. + de an Ce +-yyivar 


es * Ge+ y [ar 


— Re [au EI ae 
, Jo 9 0 | 


L'interprétation géométrique de ce résultat signifie que nous avons trouvé le 


volume du solide de forme cylindrique s'appuyant sur OAB comme base et limité 
au sommet par la surface (plan) z = x + y. 
Nous appelons maintenant tout particulièrement l'attention du lecteur sur 


FT ce + nDavie Go. 228). | 
e/ 0 


4 


=" 


_ la manière dont les limites encerclent la base AOB qui correspond à l'aire S 


de la figure 249, p. 460. Ici, notre solide e (Ag- 243) US sur une ss dans le_ 


plan XY. limitée par 
y = 0 (ligne OB) 
y =V a? — x? (quadrant de cercle AB) 
ED Gien 0e) limites de æ. 0 
æ—a (ligne BE) Se 


ES limites de y; 


218. Valeur d’une intégrale double définie prise dans l’éten- 
due d’une région $. — Dans le paragraphe précédent, nous avons 
représenté l'intégrale double définie comme un volume. Cela ne 
signifie pas nécessairement que toute intégrale double définie est un 


v da car linterprétation physique du lt dépend de la nature 


des quantités représentées par æ, y, 2. Ainsi, lorsque æ, y, z sont 
simplement considérés comme les coordonnées d’un point de espace, 


et rien de plus, le résultat est en effet un volume. Afin de donner 


à l'intégrale double définie en question une interprétation n’impli- 
quant pas nécessairement le concept géométrique de volume, nous 
observons immédiatement que la variable # ne figure pas explicite- 
ment dans l'intégrale et que, par suite, nous pouvons nous limitér au 
plan XY. En effet, considérons simplement une région S dans le 
plan XY et une fonction donnée f(æ, y). En traçant un réseau comme 
précédemment, caleulons la valeur de | 


= [(x, y)AyAx - 
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| pour chaque point() du réseau et faisons la somme : nous trouv ons. 


de cette façon 


DD : Days 


el Éraloment nous passons à la linite 
quand Aæ et Ay tendent vers Zéro. On 
appelle cetté opération #atégrer la fonc- 
tion f(x, y) dans l'étendue de la ré- 
| gion S, et on la désigne par le:symbole 


a fe y)d e 


| = sr d'après (G). nous avons 


i : LRU fre. toute — E : He cu 


| Nous pouvons énoncer notre résultat comme il suit : 


Théorême. -— Pour entég qrer une 2 fonction donnée" {(x, y) dans 
l'étendue d'une région donnée S A NZ dans le plan XOY, on calcule 


da valeur de : 
imite 
ee = NYC 9 MARS 


comme il est expliqué. ci- dessus, et le ur est ue a r intégrale 


Dale défime *. ‘ 
$ | | 
8 | Pa nie fe y)dyd. OU 1 ji CR 2 er 


les limites étant pes de telle sorte. que la région entière S soit. 
s _couverté. Cette opération est indiquée brièvement par 
: DRE eo Î NN OU 


ne) Plus généralement, divisons l'intervalle sur OX en sous-intervalles A1, A2, +++, Arn, et sur 


en sous-intervalles yes AY2, ---, Ayn. Traçons le réseau et dans chaque rectangle Ai Ayk, ». 


choisissons un point x; FA7 (pas nécessairement un sommet). Il est GHAIQRS inltuilivement que 


LT PT 


_ GRANVILLE, Calcul diff. et int. x à QUES 30. 


SI ni région G est himitée par les courbes = a,; &== 4,, y—=w, 


% 
< 
“ 

ru r à ’ . . m n 
F5 Ce # DOREETE A limite j d re 
COPA NU hate m = © , : Fri RAT iATg. | 
4 HA * DT n = 0 du AE 
+1 ’ 3 ; 2 
, < 
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Nous montrerons dans ce qui va suivre comment l'aire de la réaen 
elle-même et son moment d'inertie peuvent être calculés de cette façon. 
Avant d'essayer d appliquer l'intégration partielle à des problèmes 
pratiques, 1l est préférable que fe lecteur acquière par l’exercice 

quelque habileté pour calculer les intégrales multiples définies. 


ARE Tab 
ExEMPLE EL -— Vérifier a — y)t? 7 Ur 
de fe (a — y)x°dy à LS 
ll Et LE ra y? Tab : 
UE a —u)r?d dx Je er T° fée z’dx —= 
ctio ne Gear fan = 
SANT | A Va2 — x? a 
“ Exempce I. — Vérifier e its rdyax = 2%. 
ti e/ 0-7 — æ2 3 £ 
+ Le Vers 
af Solution. pre CE pet .dæ 
- mes f Ve 


2 € 


3 - 

9 o 14 9 
0) 2 mdr = l'OL SNS 
ol Va —x° x?dx | ;(e ef 3° 


Dans l'intégration partielle comprenant trois variables, l’ordre 
d'intégration est indiqué de la même manière que pour deux variables ; 
c’est-à-dire que l’ordre des limites sur les signes d'intégration, lu de 
l’intérieur à la gauche, est le même que l’ordre des variables corres- 


L 


2 pondantes dont les différentielles sont lues de intérieur à la droite. 
à 

x ExEMPLE LIL — Vérifier ‘ | À de æy?dzdydx Ra ; 

#5 Solution. 


‘à on AR SAR 
. | sie He ie ty? ae jl FLE dz Qu ff" Er : l'air 
D 9 sie sie epdyde=8 [| f° edy de | 
; | nn [pat f cr = Fe ee 


EXEMPLES 


: Vérifier les ss suivantes : 


1e Jar D me à 
; ; BTU* 
pp 
zydedy = H®, 
3. f ir 24 


D: 2 Ruti 051) AN 
D 6. / | r?sin 


& 0 «7/10 


7. ff va Bdsdt — 60. 
Ë | 


«7.0 


LE 


{ 


| Fe [ "f'œ+ 2p)dwdv — 
L 04 ev Tex? 


Fr Hu 2 
_ 40. LVL A 
k J, 0 1 da . 


3 
Fe ‘1 
Q e/-2x 


22. 


4 


a 3q + a? gas er b3 
J 1. 4 r? sin-0d0dr — 3 — (cos 5 — cos à). 
/ D e/ $ 
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b 2a à a?b3 ‘ a He Y° : a° 
Leyrzdrdyar = (08 03). 42. 4 2yd:dydx =. 
4h AE c Je S SES CU 


a 


ra pa Va2—ax » … 
. +870} 43 9 / d dx 
4 CANTINE QT) J 


Hi das 
TONER PES 
PHARES 14. | qe (x + y)drdy =. 
NL: 0 5 
Pr fPacos( 2 
Le e sin 0dedo —T.. 
À se à 
1434 . Met For 46a* 
RER 16. 2? + YSdydr = —— 


— — log 2. 
Lo 2/2 x? + y? 2 5 
«a É 


48: [° 1 = (RE 


e/ 0 + 4COS 6 


47. JE Ty zdxdy Rat 


l œ RL + VI CORE MR 2 2 
; Ge sa 1 ; LE didyu = Se ml + €. 
0 0 «0 8 # 


SAC abc 
x de fà 5a (x? + y? + 22) dzdydx — Far + b?2 + c?). 
£ ' Li L 9 F, ; rh < 


ue [Var — 2 dxdy — 66. 
Qe/ y 


Bof [7 rte 4 = 


_ 219. L’aire plane considérée comme une intégrale double 


T2 + y 12 


définie. Coordonnées rectangulai- 
res. Comme application simple du 
théorème du paragraphe précédent 
(p. #65), nous allons maintenant déter- 
miner par double intégration l'aire de la 
région S elle-même dans le plan XOY (°) 


(fig. 245). : dE 


Comme précédemment, türons des 
lignes parallèles à OX et à OY aux 


| être résolus au moyen d’une simple intégration par des méthodes déjà expliquées. La seule raison, 


D. o Quelqués-uns des exemples qui seront donnès dans cet article et dans les suivants peuvent 


_ en pareils cas, d'employer l'intégration successive, est de familiariser le lecteur avec une nouvelle 
méthode de solution qui est quelquefois la seule possible. | 
ue / * : = 
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distances respectives Ax et Ay. Considérons maintenant un des 


rectangles formés de cette facon ; nous avons alors 


élément d'aire — aire du rectangle PQ — AY: Aæ, 


les coordonnées de P étant (æ, y). Désignons par A l'aire totale de la « 
région S; nous avons, en utilisant la notion de double sommation, * 


limite 
A À — Ax — Ay - Ag. 
(à) EC DE CA 


PA 


i 


Nous calculons cette expression d’après le théorème de la page 165,1 h 


en posant /(æ, y)— 1 et nous obtenons 
(B). é A | 0 dydæ, 


expression dans laquelle CD et CE sont sénéralement das fonctions 
de æ, et OA et OB des constantes donnant les valeurs extrêmes de æ, 
ces quatre quantités étant déterminées d'après lés équations de la 
courbe où des courbes qui limitent la région : 

Il est intéressant d'interpréter géométriquement cette intégrale 
double en se reportant à la figure. Quand nous intégrons d'abord par 
rapport à y, en considérant x(— OC) comme constant, nous addi- 


7 
RE, D TR ES eh DS à 


1 


1 
| 


tionnons tous les éléments d’une petite bande verticale de surface (telle … 
que DF). Pour intégrer ensuite le résultat par rapport à æ, nous . 


additionnons toutes les petites bandes de surface verticales comprises 
dans la région et cette opération donne évidemment l'aire totale de la 
région S. 

Si nous changeons l’ordre d Hiéeration nous ayons 


OL APHI ë 
(C) ie pe dxdy, 


expression dans laquelle HG et HE sont 
généralement des fonctions de y, et OK 


extrêmes de y, ces quatre quantités 


de la courbe ou des courbes qui Himi- 
tent la région S (Ag. 246). Géométri- 


étant déterminées d’après les équations 


: 


et OL, des constantes donnant les valeurs 


quement, cette relation signifie que nous comménçons d’abord par 
sonmer tous les éléments d’une petite bande horizontale de surface 
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| (telle que GJ) et qu’ensuite nous trouvons l'aire totale en additionnant 
L'ioutes ces petites bandes de surface à l'intérieur de la région. 
4 La notation et les figures ci-après (/g. 247 et 248) qui correspondent 
aux deux ordres de sommation (intégration) qui précèdent, sont quel= 
| quefois LR | 


PO a de dydz, ‘A— . dxdy. 
‘) S a LENS / 


Fig. 247. 


En nous reportant au résultat énoncé p. 465, nous pouvons dire : 


_ L’aire d'une ré jion quelconque est la valeur de l'intégrale double 
de la fonction f(x, y) —1 prise dans l'étendue de cette région 
ou. également, d’après le $ 217, p. 460, 

_ L'aire est numériquement éqale au volume d'un n cylindre droit 
à ayant pour hauteur l'unité et élevé sur la bases. 


ge + 


N re na (fig. 249). 


Solution. En additionnant d’abord les éléments 
suivant une petite bande verticale de surface, 
nous avons d sure, La p. 468, 


Poe "dydr. 


D’après et de la courbe de démarcation 
(cercle), nous obtenons | 
MR —yr2— x, MS——14ÿ/7r?— x?, 
OB— — pr, OA TR 


“y Par suite, 
| A= f + Fee dy por ya AR dx — 712. Réponse. 
re r2— 2 —" , 


: Quand la région Let on veut trouver l'aire ii symétrique par 


>), "> 


 Exeurte 1 1 — Calculer Paire du cercle x? + y? = 7? par doûble intégration 
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’ 6 £ 
C0 rapport à l’un des axes de coordonnées ou par rapport à tous les deux, 1 
74 on simplifie quelquelois le travail en calculant seulement l'aire d’une 
ss partie de la région. Dans l exemple qui précède, nous pouvons choisir 
nos limites de, façon à Re seulement un quart de cercle et mul- 1 


À plier ensuite le résultat par 4. Aïnsr, | à 1 
M A r ra ss ; LE EME CAT EUX RES UN A T2 | 4 
LE TT — | dydx = = [l \/7° — X° ou » | 
40 Î 0 «/0 0 | 4 ‘4 
45e PART. Réponses 

Exempze IL — Leu la portion d’aire qui est située au- -dessus de OX et 


limitée par la parabole semi-cubique y? —z* et Le e 
ligne droite y —x (fig. 250). l 


Solution. En additionnant d’abord les éléments 
suivant une petite bande horizontale de surface, 
nous avons RARE (C), p. 468, 


A 4 “. * drdy. de 


D'après l'équation de la EE AB — y et d'après 


Fig: 250.7 -2x l'équation de la courbe, AC ps. en AA AA 
cune de ces équations par rapport à +. Pour déter- 
miner OD, résolvons les deux équations simultanément afin de trouver le point 
* d’intersection E. On obtient ainsi le point (1, 1); par suite, OD —1. Donc, 


L! 


2 
3 


À == fe je taupe ROTEE EE 


C/r071e7 7% 


î «1 ; 
—}—;=—;. Réponse. 


EXEMPLES 
4. Trouver par double intégration l'aire comprise entre la droite OA et la 
parabole ayant pour sommet 0, pour axe OX et passant, comme Ve par le point. 


À (a, b). 
a ab 
Rép. ra “due =D. 


2. Trouver par double inter AGDE l'aire comprise entre les deux paraboles 
3% et 5x? — 09. … Rép. 52 

3. On demande l’aire qui se trouve comprise dans le premier quadrant, entre la 
parabole y?— ax et le Certle y? = 2ax —x?. | ra? 20 
: | è Rene 3 

4. Résoudre les problèmes 2 et 3 en sommant d’abord tous les éléments sui- 


D 


* les bandes horizontales. - 


e 
Dr; 
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_ vant une petite bande horizontale de surface et ensuite en additionnant toutes 
Pa ra? 
/ » day = 2. 
ha =Va2- y? Ur LS Re 


[Y 


De = à SE, Jo 
020 SRE 


5. Trouver par double intégration les aires limitées par les lieux géométriques 


_ ci-après : 
ES y Fi dpe 4 Ni 
be (a) DAY AE, LE Yy A. Rép. ra 
MNOPLENEPER ETES. HE or … Fe 
(c) y—=sin æ, y = cos v, æ — 0. * | EU mes. 
È Late * e- - à RE, 
à nel SCC EPA ER PT Us ar — 1). | 
MT. 2 2 | D NOTE 
| CMP EEUE NT EE y 2 d: HERO 2 39 
PYy=x+A, ph — 2. Vs | | 
(9) y? = 40? — 22, y— 4 — Lax. 
(h) 2? + y? —95, 27y? — 1673. 
UNE SERRE 
, « 2 
QUE a, = —. 
Es (1 à 
CR) 2 — y — 14, 22 + p? = 36, 
__. 220. L’aire plane considérée comme une intégrale double 
oordonnées polaires. — Supposons que les équations de 


_ définie, C 


æ#, 


UE, 
pr 
PR 
LS 


LI 


RSS APE.) 
ST 
ir de AD 


la courbe ou des courbes qui limitent 
__ la région S soient données en coor- 
Nr données polaires (fig. 251). La région 


limités par des lignes radiales menées 
par l’origine et par des cercles concen- 
X  triques ayant leurs centres à l’origine. 


Posons PS — A; et angle POR— A6. 


Alors arcPR—£A6 et la surface du 


_. carré ombré, considéré comme un rectangle, est £A6 : A5. La somme 
_ des aires de tous les carreaux de la région est 


æ 


y r 
+ 


DATE A6. 


Comme l'aire cherchée est évidemment la limite de cette somme, 
__ nous avons la formule : | A 


a) 


At [ fLpde - de. 
Ce S 


peut alors être divisée en carreaux 2% 


LT 5 Ra ME, 


dément employées: 6 
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lei, encore, la sommation (intégration) peut être effectuée de deux 
manières. 1 À AE «4 
Quand nous intégrons d’abord par rapport à 9, 9 restant constant, ” 
cela signifie que nous additionnons tous les éléments (carreaux) con- » 
tenus dans un segment d’un anneau circulaire (tel que ABCD) et en 
intégrant ensuite, par rapport à &, que nous additionnons tous les 
anneaux contenus dans la région entière. Les limites se présentent dès 
lors comme 11 suit : : te 


A { 


| OF. Prangle XOB Ne ‘14 
(B) Aie J cdbde ; | "4 
OE angle XOA ; ; 74 


les angles XOA et XOB étant généralement des fonctions de », et OE 
| et OF des constantes donnant les 
“valeurs ‘extrêmes de ». 

Supposons, maintenant, que nous 
renversions l’ordre d'intégration. 
Intégrer d’abord par rapport à &, 6 
restant constant, revient à addi- 
tionner tous les éléments (carreaux) | 
contenus dans une petite bande en 
. forme de coin (telle que GKLH). 
Intégrer: ensuite, par rapport à 6, revient à additionner toutes les, 
petites bandes contenues dans la région S (fig. 252). ci, 


he angle XOI OH 
(CRE A= fe | ed - di, 


angle XOJ O0G 


OH et OG étant généralement des fonctions de 6, et les angles XOF 
et NOT étant des constantes donnant les valeurs extrêmes de 0. 

. Correspondant aux deux ordres de sommation (intégration), la 
notation et les figures ci-après ({g. 253 et 254) peuvent être commo- 


/ 


ï 


(D) A= ff ede- di. Az f fic: de. ANT 
: S e7S i 


Aie LA NRC CESS :s k 3e | ’ A Her 
Meet à 0 / le, S 
f 
î 
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| On se nvirlts facilement de ces formules, si nous considérons 
i He élémen ts (carreaux) de l'aire cherchée, comme étant des rectangles do 


de dimensions 55 et de, et par suite d’aire 40 - de. LEUR e.. 
4 EXEMPLE. — Trouver l'aire du cercle & — 2r cos 0 par double intégration 1:14 
Rs (fig: 285). AAA | ‘ 1 2RSS 
Pat Solution. En additionnant tous les éléments : ï 
ER. x contenus dans un secteur (tel que OB), les 
8 limites sont 0 et 2r cos 0; et en additionnant tous LA 
À . ces secteurs, les limites sont 0 et . pour le demi- ‘4 
cercle. OXB. En substituant dans (D) il vient | 220 
4 A = 2r cos | rr? ÿ EN 
k. . — 2 cds - = — LES 
< à ou A = xr2, Réponse. d: Ni 
[! V Y? et 
| EXEMPLES : 
3 À | 4 “ei D 
4. Dans l exemple ci-dessus, trouver r aire en intégr ant par rapport à 0. if ARE 4 
T2, No nVeL par double intégration l'aire entière dans les exemples 4-16, pp. ». 
426, 497. 
id sen par double intégration l'aire de la partie de la parabole & — a sec?— ù 
interceptée entre la courbe et la perpendiculaire à l’axe qui a pour abscisse le 
paramètre. 4 Ur 0 3 «1 
Re LR CHR EE Rép. 2 Ie 2.cdo+ d9 — ba . 
‘4% Sata CS ne TR 0 0 4 5 
4. Trouver par double intégration l'aire comprise entre les deux cercles . à 
À ce = acos 6, p— b cos 9, ba; intégrer d’abord par rapport à à p ie. 
; Rép: 9 de fa "ed - RU ue EG à, é # 
AA MTS EN NL SAN + acosf rx 16e 
5. Résoudre le ‘problème précédent en intégrant d’abord par rapport à 0. ; 
6. {rouver par double intégration Faire limitée par les lieux géométriques A 
_ ci-après : | ‘à #15 NN 
Pa (a) D 0 sin 0, e —12 sin 0. ; Rép. 277. : < 108 
‘je 5 x À 4 vers Q a + 
FAUE 200804, EL RS Se 2e 46/3: 4000 
| DÉNE FOFEOURP ER PRES NE 6 PR ER 
D HAT L LT ue 3 A A 
@ e—a( + cos B), e— 2a cos 0... | es ’ 6 à 11 #07 
©) © sin 0 — b, Das 10. ù APRES là 2 4, TES 
| LD De SCD LE LOS VE 2 LN UT | | NAN 00 
….(g).e —=20cos 0, p—8 cos. RUN 
L P k e é ÿ se 
' 108 
1" : -i t ” ae * Fi 
w c à À © RE, à À 


D: A4: CALGUL INTÉGRAL 

D. 221. Moment d’aire. — Considérons un élément d’aire de la 

à région S, tel que PQ (/ig. 256), les coordonnées de P étant (æ, y). 
A 


(= AyAx) par la distance de P à l’axe des 
Y(= x), nous obtenons le produit 


(A) æAyAt, 


par rapport à l’axe des V. Formons un 


sonne, SA or 


limite rt 
(B) A0 ND xAyAx  . 


définit le moment d'aire de la région S par rapport à l'axe des y. 
En désignant ce moment par M,, nous obtenons 
O J 


(C) | Rs, xdydx, 


À 
4 


D 


pour trouver Poe 
De même, si nous désignons par M, le moment d’aire par rapport à 
l'axe-des-æ, nous obtenons 


Pi oi ee = ff dax) Ve 


les limites étant les mêmes que pour (0). 


point (x, y) donné par les formules 


aire aire 


(E) | Te 


 () D’après le résultat de la page 465, nous pouvons dire que M, est la valeur de l'intégrale 


quand'f(RY)=ÆE 


- 


qui est appelé le moment de l'élément PQ 


Fig. 256. produit semblable pour chacun des élé- 
| ments de la région $S et additionnons tous 
ces produits par une double, sommation. AIR la limite de cette 


à 222. Centre d’aire. — Le centre d'aire est défini comme. étant le 


double de, la fonction f(x, y)=7y prise dans l'étendue de la règion. De même, My est la valeur. 


* 


| 
D 


En multipliant l'aire de cet élément 


les limites d intégration étant déterminées de la même manière que 


INTÉGRATION SUCCESSIVE ET PARTIELLE À LE 
É | | | , 
où ( | | à 


D ess fe 0 


… D'après (E). aire x = M, et aire. y —=M.. | ” à 
F Par suite, st nous supposons que l'aire d'une région est concentrée 
bten (x, y), les moments d'aire Par rapport aux axes de coordonnées 
_ demeurent invariables. | 


Le centre d’airé d’un plateau homogène minée ou lame se confond : 22. 


avec son centre de masse (ou centre de gravité). 
* Si un axe de coordonnées est un axe de symétrie de Faire, il est. 
évident que la coordonnée correspondante du centre d’aire est nulle. 
En coordonnées polaires æ =» cos 6, y = 6 sin 6, et l'élément d’aire 1 
: —9pApA6 remplace AyAx. Par suite, les formules (F) deviennent 


_ fFremse cos BdpdB Fe _ ffr'sinea Fe sin 6dpdB | < 


) Y — ) J À 
ff papas … ffraras Re Fe 


les lies étant les mêmes et déterminées (comme précédemment) de 
la même façon que pour trouver l'aire. 


(@. 


Exempe. — Trouver le centre de l’aire limitée par y? —4x, r—4, y—0et 
pt située au-dessus de OX (fig. 257). | MU: 


Solution. D'après (C), p. 474, 


M, ans Fe ir à 


D’ après (D), p. 474,7 


a 


/ 
/ 


| SCENE ee bd es 39 & k: | 
| Aire — ludx = °£, en 
FE Fig. 257. EN ( L 54 jh Co - 550 
E En substituant dans (E), p. 474, il vient CHROME L à 
: EUR RE D ODAAD ES CR ARR A | à 
t 10: RE. ; 
REP T AN ARE D ANT | 


+. (@) Si le Diatane est supporté librement par un-axe horizontal passant par son centre de gravité, +: 
e n’aura aucune tendance à tourner, quelle que soit la position du plateau. AE il 


M. — Hd Hire | LA so 
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_ EXEMPLES ne 
1. Trouver les centres des aires limitées par les lieux géométriques ci-après : 
+ . rw 
(a) le quadrant d'un RAP LÉ = Ni 
(b) le quadrant d’une ellipse. æ — 1 D — _ 
(c) y = sin ?, y —0, depuis x = 0 jusqu'à x — 7 Es y = a ‘ 
2; 2 2 : AT 44 
| TE — : 286a  — 
y —q? 5 = AU: DH. 
(4) un gussrent de x? +y 345: = Ÿ 4 
+ 3 + 
(er Esdar; Th T— ed y —=0 
DyIZUYyZd, 13. RULES : 
(DE 82 y =; y 4-0: = VAS = 1,4 
(h) (a — x)y? = x, x — 2a. L = %, yet 
ë | VE A 
Q) ce — L*) —_ ur" G nee | LT — 5 = 0. à 
a T° | ÿ | es 
G) a+ y2 ut, 0, y—0 B= =. 
_(&) Cycloïde D a(8 — sin 0), y—= a — cos 6). LR V= “e. 
2. Trouver les Centres des aires limitées par les courbes ci-après | 
(a) Une boucle de £ 2 cos 26. T= x y—=0. 
(b) Un ne boucle de & 4 sin 29, | z— 1284 ES 
À 1057 : 
(ec). Cardioïde 5 — a(i + cos CRE ; æ = , 1) 
(d) p—6 sind, p—19sin0. + (f) e—Beos0,pcos0—2  : À 
(e)pCoSB— 4, po —8. p = cos 0, p—8 cos. 
223. Moment d'inertie des aires planes. — Considérons un 


élément d’aire de la région S, tel que PQ 
(fig. 258), les coordonnées de P étant (æ, 
y). En multipliant l'aire de cet élément 
(= AyAx) par le carré de la distance(= æ) 
de P à l'axe des y; nous obtenons le produit 


(A) 


LAN? yAæ, | 
qui est appelé le moment d inertie €) de 


. l'élément PQ'par rapport à Jaxe des y. 


(*) Parce que l’élèment d’aire est multiplié par le carré de sa distance à l’axe des y, il est quel- 
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Formons un produit semblable pour chacun des éléments dela région? ? 
et additionnons tous ces produits par une double sommation. Alors, la 
limite de cette somme, Savoir : "Le 
$ ei 1 We 
enr limite de : ENS 
(Dire DITES Îf dydx, un 
J | _Ay= 0 | SES 
DR er ps | ae, " 
_ définit le moment d'inertie de l'aire de S par rapport à l'axe des y. " 
. En désignant ce moment par [,, nous obtenons Dee 
(G) (E = |] rayax 142 
les limites d'intégration étant déterminées de la même façon que pour ; 
# trouver l'aire: ; : “à 
De même, si nous désignons par [, /e moment d'inertie de l'aire w 
par rapport à l'axe des x, nous obtenons | do. 
(Dr 1, — Î F y'ayax, | *a 
les limites étant les mêmes que pour (€). ne 
224. Moment d'inertie polaire. Coordonnées rectangulaires. & 
— Considérons un élément d’aire de la ré- ps à 
sion S, tel que PQ (#g. 259). Si les coordon- | 
nées de P sont (æ, y), la distance de P au PS 
point O'est Va? +. En multiphant l'aire Fa 
de l'élément (= AyAæ) par le carré de la 
distance de P à l’origine, nous avons le. 
| x = produit | 4 | | A 
“Fig: 259. | | EL, Ca + y})AyAX, F ‘15 
qui est L appelé le moment d’ inertie polaire de l'élément PQ par rapport ea 
à l origine, La valeur de la double somme F: a 


| limite. | Fe 
(E) HS Senanee (fers 4 SA 


à définit lemoment d'inertie polaire de l'aire de la régionS par Téppo US 
LOT A origine. 7e | | 3/75 EEE 
#2. 4 ne cu PAR : LR 
> qu motos appelé 18 AT moment, en conformité avec la définition du moment d’aire (8 221, À | ‘ 

# 2 474). 2 £2 Le ; . Ex 
/ d 13 

} ÿ 

’ + | 


AT8 
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En désignant ce moment d'inertie par 1,, nous obtenons 
(F) LE ff @-+)ayax 0) 


les limites d'intégration étant déterminées de la même façon que 
“ee trouver ie SE | | 
D’après (F), 


= ff (a? + pt Îfe dydæ + {fs dydæ. 


Par comparaison avec (G) et (D). nous obtenons 

(G) PE };; 
d’où le théorème suivant: 

Théorème. — Le moment d'inertie polaire d'une aire plane par 
rapport à un point quelconque est égal à la somme de ses moments 


d'inertie par rapport à deux axes perpendicularres quelconques 
passant par ce point. 


225. Moment d'inertie polaire. Coordonnées polaires. — 


et que x? +? —£?, nous obtenons par 
substitution dans (E), 


(H) 1 — [ [ p'dpe, 


les limites d'intégration étant les mêmes 
que pour trouver l'aire. - 

Puisque lélément d'aire (—AyA\x 
— AsA6) est essentiellement positif et que æ?,.y?, P? sont toujours 


positifs, il en résulte que le moment d'inertie n’est jamais nul, mais 


toujours un nombre positif. Les moments d'inertie se présentent fré- 
quemment dans les problèmes du génie, la principale sont 
étant le gaie de l'énergie d’un corps qui tourne. 


EXEMPLES. 


1. Trouver |, pour la surface limitée par les lignes Re di UE rs à 
(ig. 261). | Û 


(*) Nous pouvons alors dire que I, estla valeur de l'intégrale double de la: fonction (&,: 7} = 2° 24 ÿ? 
prise dans l'étendue de l'aire. 


Comme l'élément d’aire est alors 5A0A9 


T 
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Solution. Ces lignes déterminent un triangle OAB. 
| En additionnant"tous les éléments contenus dans 
une bande verticale (telle que PQ), les limites de y 


B(a,b) 


sont 0 et ? x (trouvées d'après l'équation de la ligne 
a 


OB). En aaditionnant toutes ces bandes à l’intérieur 
de la région (triangle), les limites de x sont zéro et 
a(— OA). Par suite, d’après (F), 


A X 
F | Fig.. 261. e]s ee PS Je (x? + P)dydr de QE Go Réponse. 
4 Ç ; e/ Ç 7 0 4 12 
| ‘Si nous supposons le triangle composé de bandes horizontales (telles que RS) 
4 b fa a Sp? ; 
! ; RS # (x? + y’)dxdy = ab[ — + — ). Réponse. 
| e/ 0 ay 4 : 49 


d 


2. Trouver |, pour le rectangle limité par les lignes æ — 4, y —b et les axes 


de coordonnées. 


$ REA Rép. fe +rruae ES 


Me 79: Trouver I, pour le iriangle rectangle formé par les axes de coordonnées et 
Ja ligne joignant les points (a, 0), (0, b). | 


b(a — x) 


Rép. di < J $ Ge + dyde = PEN. 


4. RE de pour la région comprise à l'intérieur du cercle 4? + y? — r?. 


Rép. © 
| 4 
5. Trouver |, pour l'ellipse — 2 RESTE Rép. ii 


b2 
6. Trouver I, pour la région ne entre la ligne droite OA et une parabole 
ayant pour sommet O, pour axe OX, et passant, comme OA, par le point A (a, b). 


| due, | re 4 = PO NE - ab/a , b? 
2 dr tr URED. 5e he (2° + y)dydxz — A 4 La 
| 1 à 


7. Trouver 1, pour la ave limitée par la parabole y? = 44, Hope 4 


-æ+y—3a—0 et OX. 


MR see Je ne (2x? + y?) dydx au A “(+ due =, 


: gta 
2 2 
; | ou ee Je "(x + y?)drdy = 73 


8. Trouver |, pour la région limitée par le cercle 5 — 2r cos 0 (fig. 262). 


_ Solution. En additionnant les éléments compris dans ki bande de forme trian- 
gulaire OP, les limites de : sont zéro et 2r cos 0 (trouvées d’après l'équation du 


; cercle). An el ÿ 


LS 
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1 


En additionnant toutes ces bandes. les limites de (] een —_ 
d’' APR (ED; | ; 


L 


contenus dans une bande circulaire tiéile 4 
que QR), nous avons 


are cos + Sr ? 
“ 4. 1 2" Gd0dz =. Réponse. 
sre cos à 2 “ 


2r cos b ÿ 4 
Le ie 5 de RTE Hépons- 54 


En additrontie dAbOd fes éléments 
À 


Fig. 262 
/ 9: Tester Lo pour l'aire limitée par la 
parabole 5 — a sec?! 9° la DEFENSE à l'axe qui a pour abscisse le para- 
mètre et l'axe polaire OX. NE Rép. 1e ie ce à age ds A8ai 


AE 


10. Trouver Î, pour l’aire entière de la cardioïde be te — COS 0). 


Re NOR PR 2 f° AL Hi EE ie DA 


41. Trouver I, pour la lemniscate 2 — ac cos 2). ; RE ra*. 


42. Trouver L et 1, pour l'aire limitée par 9? — 4at, y—0 CLR 
Hans À x, We DA ETRRER 
fi R é Li et ! ] — AIT 
és, RARE 
43. Trouver le moment d'inertie de l’aire d'un triangle rectangle par rapport 
au sommet de l'angle droit, a et b étant les longueurs des côtés de l'angle droit. 


ao 3 Reg: Ho +0 


14. Trouver |; pour l'aire limitée par = 44%, e+y= FS = 3a, Y—= ü” 


Rép. tee = H ds. 


45. Trouver le moment d'inertie d'un rectangle dont les côtés sont 24, %, 
par rapport à un axe passant par son centre para éenL au côté 2b ; au côté 24. 


Led" 072008 
Rép: 4° à 6 
Fa a 
16. Trouver [; pour 2 EYE —\4? : | 4 Rép. 2 A à 
| MERE 512: 
17. Trouver |, pour l'aire d'une boucle de £— a cos 20. SANDER 


226. Méthode générale pour trouver les aires des surfaces. 
— La méthode donnée au $ 213 pour trouver laire d’une surface 


\ 4074 


| Fe, Ne À 4 LT 
| 4 INTÉGRATION SUCCESSIVE ET PARTIELLE - 481 3 
” s'applique seulement aux surfaces de révolution. Nous allons main- 0 


tenant donner une méthode plus générale. Soit 
(A) s—/C, y) 
l'équation de la surface KL 
dans la figure 263 et sup- 
posons qu'il soit demandé 
de calculer l’aire de la ré- 
gion S se trouvant sur 
COLLé Énridcer.! 5e 
Désignons par $S la ré- < 7 
gion du plan XOY qui est ‘3 
la projection orthogonale 
de S’ sur ce plan. Mainte- 
\ nant, faisons passer des | 
» | Fig. 263. plans parallèlement à YOZ 
E et XOZ aux distances res- 
. pectives Ax et Ay. Comme au $ 217, ces plans forment des prismes 
. tronqués (tels que PB) limités au sommet par une portion (telle 
que PQ) de la surface donnée dont la projection sur le plan XOY est 
_ un rectangle d’aire AxAy (tel que AB), lequel forme également la 
base inférieure du prisme, les coordonnées de P étant (x, y, 2). 
Considérons maintenant le plan tangent en P à la surface KL. 


, 
$ 


Evidemment, le même rectangle AB est la projection sur le plan XOY se 
de cette portion du plan tangent (PR) qui est interceptée par le prisme 
. PB. En supposant que y soit l’angle que le plan tangent fait avec le 
_ plan XOY, nous avons 
4 aire AB — aire PR . cos , 34 
F [La projection d’une aire plane sur un second plan est égale à l’aire de la portion projetée 5 
: 33) multipliée par le cosinus de l’angle formé par les deux plans.] 
É IAA TENR AœAy — aire PR . cos +. ‘A 
| Mai se COS + — Re nv RCE VE : 10 
c. Mais, ie =; 5 
$ | | dg \? dog\?T 2 k 
| | HAN OT dy 100 
[Cosinus de Pangle formé par le plan tangent, (72), p. 308, et le plan XOY trouvé par la méthode | # 
| donnée en géométrie analytique dans l’espace.] LE 
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1 | aire PR s A 
F: par suite, AYÂD Er TP EL EE | 14 
A F0 D | 

- Ho ) 4e he | F2 Tel 
À dy ; FEES 

. " iv d g\ 2 = 3104 
cs ou airePR=|1+(—) + ee AyAæ, 4 
4 0X dy 1 
6 que nous prenons comme élément d’aire de la région $’. Nous défi- . 
êt 5 . . f . +. 
“. nirons ensuite l’aire de la région S’ comme ‘4 


De limite >z AS ‘3 
- * Ay= 1 Re en 
- ; ADI se er ER ne | 


la sommation s'étendant à la région S, comme au $ 217. En désignant 
7 par A l'aire de la région S’, nous avons 


4 ; 4 

é | OZ MAO NT 

D © = ose 

les limites d'intégration dépendant de la projection sur le plan XOY 

de la région dont nous voulons déterminer l'aire. Ainsi pour (B) 

nous choisirons nos limites d’après la. courbe ou les courbes qui. 

>: limitent la région S dans le plan XOY précisément comme nous … 

414 l'avons fait dans les quatre paragraphes précédents. 

o S'il est plus commode de projeter l'aire cherchée sur le plan XOZ, 
on emploie la formule 


(©) A — RC+ CE) + Des 


dans laquelle les fans sont trouvées d’après la ligne de démarcation 
| de la région $S, qui est maintenant la projection de l'aire cherchée 
à sur le plan XOZ. | à 
$ De même, nous pouvons utiliser | RES 


- 


1 PS 

oser 
. les limites étant trouvées en projetant l'aire cherchée sur le plan YOZ. 
Dans certains problèmes, on demande de trouver l'aire d’une portion 


de surface interceptée par une deuxième surface. En pareil cas, les 
dérivées partielles cherchées pour la substitution dans la formule 


A M ne NU at te 
D, Luce ner UE à # 3 


DAS TON 


< 


Cr 


Ex : 
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devront être trouvées d’ après l'équation de la-surface dont l'aire 
_ partielle est demandée. 
; Puisque les limites sont trouvées en projetant ne demandée sur 
un des plans de coordonnées, on doit se souvenir que : 
| Pour trouver la projection de l'aire cherchée sur le plan XOY, 
È on élimine z entre les équations des surfaces dont les intersections 
” forment la limite de l'aire. 
j De même, on élimine y pour trouver la projection sur le plan 
: = XOZ, et x pour la trouver sur le plan YOZ. 
à - Cette aire d’une surface donne une illustration nouvelle de l’énté- 
_ gration d'une fonction dans l'étendue d'une aire donnée. Ainsi, dans 
@), p. #82, nous intégrons la fonction 


|— 


D ee 


| dans l'étendue de la projection sur le plan XOY de la surface cur- 
wihgne cherchée. 

 Exempse 1. — Trouver l’aire de la surface de la sphère L + y? +2? = r? par 
double intégration. 


: 
| 

| - Solution. Supposons que ABC dans la figure 264 représente e huitième de la 
: surface de Ta sphère. Ici, 
1 


DEA MENTON ES. -Ù 
ES RAR n SU es pins C1 
E dT 2° 07 Z , 
* 2 dz \ 2 ME CR 2 a 242 r? 
ÿ dr .\dY z Z° ñ T2 — x? — y? 


- La ie de l'aire cherchée sur le plan XOY est AOB, région limitée par 
æ = 0, (OB); y — 0, (OA); x? ect (BA). 
En intégrant d’abord par rapport à y, nous 
additionnons tous les éléments d’une bande 
(telle que DEFG) qui est projetée sur le plan 


zéro et MF(—4ÿ7r? — x?). Alors, en intégrant 
pàr rapport à +, nous additionnons toutes les 
bandes composant la surface ABC, c’est-à-dire 
que les limites de æ sont zéro et OA (— 7»). En 
substituant dans (B), nous obtenons 


sf. a _rr 
Vrai 2 


2 


ou A 4rr?. Réponse. 


EXEMPLE IL. — Le centred’une sphère. de rayon r est sur la surface d’un cylindre 


n 


XOY suivant une bande également (telle que 
MNFG), c’est-à-dire que les limites de y sont 


4 SATA =" 


OL, PHONE RE 


NN "Te A Le 
4 


ue dd 


SR Pole. LES nes 


+? 
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droit dont le rayon de Dire est + Trouver la surface du cylindre interceptée par 
la sphère (fig. 265). | je 


k 
E 
q 
A 
| 
| 


Solution. En prenant l’origine comme centre de la sphère, une génératrice du : 


cylindre pour l’axe des x et un diamètre d’üne section us du cylindre pour. 
l'axe des x, l'équation de la sphère est 


CE 9 RD a Al 
DV Er Et?, 


et celle du cylindre, LV =TE: 


# 


À 


ODAPB est évidemment un quart de la surface cylindrique cherchée. Puisque É 


conséquence, nous projetterons notre aire sur 
le plan XOZ, par exemple. Alors, la région $, 


d’abord par rapport à z, nous additionnons tous 
les éléments contenus dans une bande verti- 
cale (telle que PD), les limites de z étant zéro et 


ÿr?— rx. En intégrant ensuite par rapport à. 
nous additionnons toutes ces bandes, les limites de x étant zéro et r. Puisque . 


T 


, 


la surface demandée se trouve sur le cylindre, les dérivées partielles cher- 
chées pour la formule (OC), P: 482, doivent être trouvées d’après l'équation du 


cylindre. 


Par suite, 7 
En substituant dans (OC), p. 489, il vient 


Â Per AV/r2 Pr 2 16 P=S D%\ D) ; 
Re | MERS dzdzx. É 
4 D E | La 2y ) | oh 


En substituant la valeur de y en fonction de x d'après l éqastion du cylindre, 


nous avons . 
Vrè=rr dæ æ PR 
Ar [| fe Dhs = [VB ur = 2] \ — dx = Ar?, 
rx — x? ne TT — 2? 0 He». 


EXEMPLES 


4. Dans l'exemple précédent trouver la surface de la sphère interceptée par le 


cylindre. UE À 
Rép. 4r A À cr Gos — — 9x — 9)r?. 
2 — x? — 1? | 


dans l'étendue de laquelle rious intégrons, est. 
OACB laquelle est limilée par z—0, (OA); 
æ —0,(OB); 2° + rx =r?, (ACB), la dernière# 
équation étant obtenue en éliminant y entre les’ 
équations des deux surfaces. En intégrant 


cette surface se projette suivant l’arc semi-. 
circulaire ODA sur le plan XOY, il n’y a au- 
cune région S dont nous puissions nous servir. 
pour déterminer nos limites dans ce plan; en 
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2. Les axes de deux cylindres circulaires droits égaux, de rayon de base r, se 
. coupent à angles droits. Trouver la surface de l’un de ces cylindres interceptée 
. par l’autre. 


> Nore. — Prendre °+2?= r? et a° + y? — r? comme équations des cylindres. 


Rép. 8» f7 [Tee dyde gp, 
Vr2— DE 


3. Trouver par intégration l'aire de la portion de surface de la sphère 
2? + y? + 2? — 100 


_ qui se trouve comprise entre les plans parallèles x = —8 et x — 6. 


LA Des de 2 


4. Trouver la surface du cylindre æ? + y? — r? comprise entre le plan z: — mx 
et le plan XOY. | Rép. 4r?m. 


5. Trouver la surface du cylindre 2? + (x cos « + ysin RUE — 7? qui est située 
dans le compartiment positif des axes de coordonnées. 


NoTE. — L’axe de ce cylindre est la ligne z —0, x cos « + y sin « — 0 et le rayon de base est r. 
| 2 
> Rép. Ms PR PC 
SIN &« COS & 
6. Trouver l’aire de la partie du plan = Se . A — — 1 qui est interceptée par 


les plans de coordonnées. 


Rép. LD Ge. 


7. Trouver l’aire de la surface du paraboloïde y? + 3? — 4ax interceptée par 


_le cylindre parabolique y? — ax et le plan x — 34. Rép. 36,» 
% K OT 
8. Dans l’exemple précédent, trouver l'aire de la surface du cylindre inter- 
ceptée par le paraboloïde et le plan. Rép. (13V13— 1). 
| 3 


9. Trouver l'aire de la portion de la surface du cylindre y? + 25 — 4? limitée 


par une courbe dont la projection sur le plan XY est æ +y3 — 4. 


10. Trouver l'aire de la portion de la sphère x? y coupée par 
une nappe du cône æ&°? + 2? — 7°. : Rép. 9ra?. 
_ 227. Volumes trouvés par triple intégration. — Dans beaucoup 
de cas, le volume d’un solide limité par des surfaces dont les équations 
sont données peut être calculé au moyen de trois intégrations succes- 
sives, la méthode étant simplement une extension des méthodes 
employées dans les paragraphes précédents de ce chapitre. 
Supposons que le solide en question soit divisé par des plans menés 
parallèlement aux plans de coordonnées en parallélépipèdes rectangles 
ayant les dimensions Az, Ay, Aæ. Le volume d’un de ces parallé- 


… 
à 
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lépipèdes est As: Ay:Aæ et nous le choisissons comme élément de : 
volume. Additionnons maintenant tous les éléments compris dans la : 
région R limitée, par les surfaces données en additionnant d’abord 
tous les éléments contenus dans une colonne parallèle à l’un des axes 
de coordonnées. Additionnons ensuite toutes les colonnes contenues 
dans une tranche parallèle à l’un des plans de coordonnées contenant 
cet axe, et, finalement, additionnons toutes les tranches comprises 
dans la région en question. Le volume V du solide sera alors la limite | 
de cette D somme quand Az, Ay et Ax tendent. vers zéro, : 
c'est-à-dire que ee 


. 


limite 


les sommations étant étendues à toute la région R limitée par les 
surfaces données, ou, ce qui revient au même, 


| V=— IE dzdydx, 


les limites d'intégration dépendant des équations des surfaces de 


démarcation. Ainsi, par extension du principe du $ 218, p. 464, nous 
dirons que le volume est le résultat de l'intégration de la to 
f(æ, y, 5) —1 dans toute l'étendue d'une région donnée. 

Plus généralement, beaucoup de problèmes demandent l'intégration 
d’une fonction variable de æ, de y et de z dans toute ee d'une 
région donnée, ce qu'on exprime par la notation | . 


LA. HE, nd 
Jo TR 


qui est, bien entendu, la limite d’une triple somme analogue aux 
doubles sommes que nous avons déjà diseutées. La méthode pour 

évaluer cette Intégrale triple est précisément analogue à celle déjà 
expliquée pour les intégrales doubles au $ 218, p. 464. 


EXEMPLE [. — Trouver le volume de la nee de l’ellipsoïde  : 


y? SA 
b? 


qui se trouve dans le premier octant (fig. 266). 


\ 
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| Solution. Soit 0 — ABC la portion de l’ellipsoïde dont on demande le volume, 
les équations des surfaces qui le limitent 
étant 


(1) D + £=1, (ABC), 
(2) Pre = V, (OAB), 
UNS re ee SU OR) 


PQ est un élément, puisque c’est un des 

parallélépipèdes rectangles de dimensions Az, 

_ Ay, Az suivant lesquels des plans parallèles 

aux plans de coordonnées divisent [a région. 

s - En intégrant d’abord par rapport à z, nous 

additionnons tous les éléments contenus dans 
une colonne (telle que RS), les limites de z 


_ étant zéro [d’après (2)]| et TR = Ex, \ _ 2 — ee [d’après (L), en résolv ant par 
rapport à z]. a", sb 

| En intégrant ensuite par rapport à y, nous additionnons toutes les colonnes 
D tentes dans une tranche ee que DEMNGF), les limites de y étant zéro 


d os (3)] et MG — n/1=£ — — [d'après l'équation de la courbe AGB, savoir 
+ L = 1, en résolvant par Re à y]. 
; Ée en intégrant par rapport à æ nous additionnons Loutes les tranches con- 
_ tenues dans la région entière O — ABC, les limites de x étant zéro |d’ CRES @] 
HELOA— 0 


Par suite LE n 
: ë HORS VER neue 2 A 
V — 14 se a Vi ER ilyar 
0 «/0 0 | 
RÉ PET ET A 1 
a a Ne x? y 
: at ALES = — = dydx 
| hote: 
È : CT O0 Ne EtA AS l © © rabc 
2e | nil (a DIF der FE 


4rabc 


-Par conséquent, le volume de l’ellipsoïde entier est 


ExempLe IL — Trouver le volume du solide compris entre 


me paraboloïde de révolution  æx?+y?— az, / 

Je cylindre cm +y— ar, 

Ë Le le plan À PAIE 

ù h 2 2 

6 Solution. Les liraites de z (fig. 267) sont zéro et NP =, trouvé en 


x résolvant l’é équation du paraboloïde par rapport à 2). 
_ Les limites de y sont zéro et MN(= V2ax — x?, trouvé en résolvant l’équa- 
tion du cylindre par rapport à y). | 


f 


4 
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Les limites de + sont zéro et OA(— 2a). 
Les limites ci-dessus s'appliquent au solide ONAB, 


qui est la moitié du solide dont on cherche le vo- 
lume. 
Par suite, 


2 + y? 


ee FE dadyde =. 


EXEMPLES 


4° Trouver, par triple intégration, le volume de la sphère x? + y? + 2? — LE 


2. Trouver le volume de l’un des deux coins enlevés du cylindre &? + y? — r? 

; r Vr2 — x? mz Drm 

par les plans z — 0 et z— mx. Rép. 2 fs Je fe dzdydx — EN 
o /0 0 ES 


3. Trouver le volume d’un cylindre elliptique droit dont l’axe coïncide avec 
l'axe des x et dont la hauteur est 24, l'équation de la ni étant ps + b?2? — b?c?. 


Rép. DNS * éipte = ae 


4. Trouver le volume entier faite par la surface É : } 
et les plans de coordonnées. É 


ab 
Rép. T° 
: #90 
Hepier ee 
5. Trouver le volume entier limité par la surface “] su +2— a. 
.— AT 
ë Rép. —. 
sv P: T5 


"6. Trouver le volume découpé dans une sphère de rayon a par un cylindre 
circulaire droit de rayon de base b et dont l’axe passe par le Fe de la spuères 


Rép. — 4e Los a Ce ht :]. 


7. Trouver par triple intégration le volts du solide limité par les plans 
æ— 4, y—b,z— mr et lés plans de coordonnées XOY et XOZ. Rép. :mba?. 


8. Le centre d’une sphère de rayon r 4 sur la surface d'un cylindre circu- 


laire droit dont le rayon de Ia base est —. Trouver le volume de la portion du 
nos interceptée par la sphère. Rép 3 — 13 
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9. Trouver le he limité par le paraboloïde hyperbolique «1 — «y, le plan 


© XOY et les plans # — 4, 2= dy ÿ = bi, Y = D Rép, (= 0) — 0) 
AC 
_ 10. Trouver le volume commun aux deux cylindres x? +7? —7r? et L? + 72 — 2, | 
À À Rép 1673 
P | “: 3 
41. Trouver le volume du tétraèdre limité par les plans de coordonnées et le 
Hd EST | Rép. + abc. 
42. Trouver le volume limité par le paraboloïde +? + y? — ;—1etle plan XY. 
es | FAR Rép 
Fr : = À 3 F > 
4% ; 2 
| 43. Trouver le volume commun au paraboloïde y? + 3? = 4ax et au cylindre 


2 par. 16 


ne 14: Trouver le Sole compris entre le paraboloïde y? + 7 — — 4ax, le cylindre 
| parabolique y? — ax et le plan x — 3a. (6 hs 94/3 )a2. 
LS gs £ MER 


1 15. Trouver le volume entier à l'intérieur de la surface x? + y? +72 2 — a? 


46. Calculer le volume d’une colonne cylindrique reposant sur la surface com- 
__ mune aux deux paraboles x — y?, y = x? comme base et découpée par la surface 
- 2x —=192+y— x. 


47. Trouver le volume limité par les surfaces p=z+i, y—— x +, 
z——9, 2=T +4. 


18. Trouver le volume limité para? ne M2, + y —1 HA les plans de coor- 
données. 


49. Étant donné un re circulaire droit de hauteur «a et de rayon de 
base », par un diamètre de la base supérieure. passent deux plans qui touchent 
la base. inférieure sur les côtés opposés. Trouver le volume du cylindre compris 


entre ces deux plans. j Rép (- ne < Je 
PU sS 


Rép. Da + at. 


CHAPITRE XXX 


| ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES (‘) 


228. Équations différentielles. Ordre et degré. — Une équa- 


tion différentielle est une équation comprenant des dérivées ou des 


différentielles. 


Des équations différentielles ont été fréquemment 


employées dans cet ouvrage ; celles qui suivent en sont des exemples : 


10 
@) 
(3) 
(&) 
G) 
(6) 
( 
(8) 


(9) 
(10) 


En EE tout le chapitre x1 dans le calcul différentiel et tout le 


y dy Het GA : 
Fe PHRDAN EE y Tr 


dy Py\  f, dy, y dy. 

(sage +2 (9) = (< a Fe À 

trade ee | : . 

ST . 

dy 

A RS l 

Ta 12(2x — 1) 

Pr 

HT dx 

Re a’ sin 26 Jo | À 
P 


dy (202 —12x)dr, 


Sue are dU __ y 


QU: 
dE dy | 
2% 2 : 
du 9odu, 
dTÔ dT 


1 + 3xys (a, 
a. Hier ns +ae D 


Ex., p.171 


PE : ; raté D 
AO VOIR ET PU SUR) ET TR On 


(A). D: QA à 


Ex. 1, p. 113 


Ex. 2, P. 157 


Ex. 3, p. 157 


Ex., p. 158 
us 7, p. 223 


Ex. Fe 236. 


… Ex. 8, P- 236 


chapitre xxn1 dans le calcul intégral, traitent des équations diffé- T 
rentielles. | 


-(* Un petit nombre d’équations différentielles seulement sont considérées dans ce ART E 


N 


_ 


à savoir celles que le lecteur est appelé à rencontrer dans des ouvrages SE ie de DATA 
et de CRAQUE ; le 
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. Une équation différentielle ordinaire comprend seulement une 


variable indépendante. Les sept premiers des exemples ci-dessus sont 
des équations différentielles ordinaires. 

Une équation différentielle partielle comprend plus d’une variable 
indépendante, telles sont les équations (8), (9) et (10). Dans ce 


chapitre, nous nous oceuperons seulement des équations différentielles 
_ ordinaires. | 


L'ordre d'une équation différentielle est celui de la plus haute 
dérivée (ou différentielle) qu’elle comprend. Ainsi (3), (5), (6), (8) 


sont du premier ordre; (1), (4), (D sont du er ordre et (2), (10) 


: 


= 


sont du troisième ordre. 
. Le degré d'une équation différentielle qui à des Sd Arrées (ou diffé- 
rentielles) algébriques est la puissance de la plus haute dérivée (ou 


_ différentielle) qu’elle contient quand l'équation n’a plus de radicaux 


mi de fractions. Ainsi, tous les exemples donnés ci-dessus sont des. 
_ équations différentielles du premier degré, excepté (2) qui est du’ 


second degré. 


229. Solutions des équations différentielles. Constantes d’inté- 
gration. — Une solution ou intégrale d’une équation différentielle 


est une relation entre les variables comprises dans cette équation et 


d’après laquelle l'équation est satisfaite identiquement. Ainsi 


EE SSP LE = sm Tr 
est une solution de l'équation différentielle 
5 2 Fe 
LC LI + y —0. 
10e dou 
Car, en différentiant (A), il vient 
0 PU = — csin a. 


SI maintenant, nous substituons (A) et (C) dans (B), nous obtenons 


—asine+ sine =0, 


É relation qui montre que (A) satisfait (B) identiquement. Ici ce, est une 
_ constante arbitraire. On peut montrer de la même façon que 


_#C 


(D). Y—= C3 C08 L 


NU URE 
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est une solution de (B) pour une valeur quelconque de €6,. La relation 


(E) y = Ci SIN T + C: COS D 


est encore une solution plus génér srale de (B). En eflet, en donnant 
des valeurs particulières à ce, et à e,, on voit que la solution (E) com- 
prend les solutions (A) et (D). 

Les constantes arbitraires €, et €, qui apparaissent dans ces solu- 
tions sont appelées constantes d'intégration. Une solution telle que (E) 
qui contient un nombre de constantes essentiellement arbitraires 
égal à l’ordre de l’équation (deux, dans ce cas) est appelée solution 
générale où intégrale complète(*). Les solutions que lon obtient en 
donnant des valeurs particulières aux constantes sont appelées solu- 
tions particulières où intégrales particulières. 

La solution d’une équation différentielle est considérée comme 
ayant été effectuée quand elle a été réduite à une expression compre- 
nant des intégrales, que les intégrations réelles puissent être effectuées 
ou non. 


230. Vérification des solutions des équations différentielles. 
— Avant d'aborder le problème de résolution des équations différen- 
tielles, 1l est préférable que le lecteur soit familiarisé d’une façon 
plus approfondie avec ce qu’il faut entendre par la solution d’une 
équation différentielle en vérifiant un certain nombre de solutions 
données, 


Exempce. © Montrer que 
(1) y = 0% cos log x + x sin log & + x log x 


est une solution de l’équation différentielle 


(2) Le EL SRE JUL Fe 0e 
dx? CE 


Solution. En différentiant (1) nous obtenons 


(3) . — (c5 -— c,) sin log æ + (6 + €,) cos log x + log x +1. 
; dy sin log æ cos log x 4 
(4) pce CRU eme D EME) di à Goes 


Ea substituant (1), (3), (4) dans (2), nous trouvons due l'équation est satisfaite 
identiquement. 


Se 


(*) On montre dans les ouvrages sur les équations différentielles que la solution Marat an 
constantes arbitraires quand l’équation différentielle est du n° ordre. 


{ 
. 
: 
É 


7 


Vérifier les solutions suivantes des équations différentielles correspondantes: 
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» 


EXEMPLES 


Équations différentielles. 


dy \? dy dy 
4: Pr Pl. es —= VU, 
(a) Be adm é 


… 


F7 dy \? d 
CORATIE LÉ RE ENT 
>: (a) ca * dx , 


DES 


4 


5 
% 


ë 


{dy \? RE! 
8. ayla— (4) (ape — an 4, 
| 4 | GA k je 


4, Py , 3 dy 
das xd? 
dy dy 
28579 k2y = et. 
dx? ren ES 
d'y dy dy dy 
RES ER LOE Es EE FAR DEEE Po à 0: 
dx SAS 1 Fe MER FT ° 
da 0 *A 
rs TA OCT RE RSRRE 
dx? GMT € 
ESP DECITRE 
9. + y cos a = Sn 2 
dy dy Er | 
10: = Pre De | NTI E 
qu, PU 2 0, 
dx? 


TT 


_ 231. Équations différentielles du premier ordre et du pre- 
_ mier degré. — Une telle équation peut être ramenée à 
. Max+Ndy= 0, dans laquelle M et N sont des fonctions de æ et de y. 
_ Les équations différentielles qui rentrent dans celte catégorie peuvent 
À être divisées suivant les types ci-après : 


4 


Type I. Variables séparables. — Quand les termes d’une équa- 
_tion différentielle peuvent être arrangés de façon qu EU prenne la 


_ forme 


TO re 


Vs CONTE 


DOTE FCpdy —0, 


4 à fa) est-une fonction de æ seulement et F(y) une fonction de y 
À seulement, la méthode est appelée Cha des variables et la solu- 


Solutions. ; à (23 


y = CT + c — c?. 


y? = 2er + c?. | 700 
NAS EAP LE #28 
L+c "4, DÈTENSS 
or ca #00 
y —= GX Sas FT Ca EP 
4 Bt 
, e? + é 
y = (Ci + De + — =. Cr 
(k— 1} D 
Y = (Ci + CT + Cu? + cas) er. ‘a 
À fi SE 
AY = — + CS + CT. Fratg 
ST. D 
h. 
arc sin Ÿ —c— x. 4 
; d “ 
: . Pa 
y = Sin & — À + ce sinz, DD 


f 


y ee gel arcsin# + CoeT a arc sinz 


C 
YU che 


la forme 


k 
LEE 
à à 


7 


LIN ÉTULE A  ER 
7 ARTS 4 Er : 


Fr PORT EE te LENS D 
RS ee G : 
e j 1. 
h ; 


A 


ed 
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tion est obtenue par intégration directe. Ainsi, en intégrant (A), nous 1 


obtenons la solution générale 


(B) [Cdt [rod=e 


dans laquelle € est une constante arbitraire. Des équations qui ne 


1 
A ‘ * 
LA 
PAP TT ps 7 


sont pas données sous la forme simple (A) peuvent souvent être rame- 


nées à cette forme au moyen de la regie suivante pour séparer les 
variables : | 


1 opération. Chasser les ee des fractions et si 


l'équation comprend des dérivées, multiplier par la différentielle 


de la variable. indépendante. 
2° opération. Réunir tous les termes contenant la mème différen- 


tielle en un seul terme. Si, alors, l'équation prend la forme 
XYd£ + X'V'dy —0, | 


où X, X' sont des fonctions de x seulement et NY, Y! des fonctions de 1 y 


seulement, elle peut ètre ramenée à la forme (A) en divisant par X'Y. 


3*.opération. Intégrer chaque parte séparément, comme dans (B). 


ExEMPLE 1. — Résoudre l'équation 
dy A y 
dr  (A+a)ey 


Solution. 1'e opération. (+ x?)xydy = (À + y°)dz. 


2€ opération. (+ dx — xl + x)ydy = 0. 
Pour séparer les variables nous divisons par æ(4 + æ?)(1 + y?), ce re donne 
dx Pare RU 
æ(A + a) A1+7y 
re. | HAE d | 
3° tion. A) be D De 2 ut a el 
opération. ae 15 Loi CO, 
dæ CEE _ydy : Se 
EE Et RS . 380 
Je ER s Le 


os — — 3 log + +?) — à og (+ y —=E6, | 
log (A a Penn et 


Ce résultat peut s’écrire sous une forme plus compacte si nous remplaçons 
—2C par log ce, c’est-à-dire si nous donnons simplement une nouvelle forme à 
la constante arbitraire. Notre solution devient alors 

log (1 + x?) (1 + y?) = log x? + log c, 
log (1 + 27) (A + y) — log cr, 
+2) A+ y) —:07?. Rép. 
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| Exeru IL — - Résoudre l'équation | PS HAT ES de. 
| nor ns PAL dy | — Sega à 
à RTS > = “ar dx A 

| Solution. {re opération.  axdy se Qaydr = Cu. Ÿ: ; 

xge opération. ÿ er 2aydæ sa œ (a — y)dy =0. es RIRE ë ; 

… Pour séparer les variables, nous divisons par æy, Ce qui donne | 
: RE | ; fre ee Cu ROTA NN à 
Éc 3e opération. % es . je me _ FER | | LUE 
; ; 4 = x NE é LES À 
us lue: ne j De 
$ 2a log x + a log y — y — c, 


Re br Re. 


28 el RIT CE pe D TS CESR 30 
En passant des Jogarithmes aux exponentielles, Cu résultat peut être écrit sous 
É P 


laforme | i NES 
s : , (8) y 3 ; 5 
ne: D] — a” & 
% à RU TUE ) 
# x AE APR 2 


Ou: | RE : S 
É. sue | | FR 4 
— En sant fe constante e4 par ce, nous obtenons notre solution sous la forme 2 
L- ox He ay = ces . Réponse. pe 
E EXEMPLES 
_ Équations différentielles. | Solutions. 
«A4, ydx — xdy —0:. te y=cx. : : 
: D. A+ de — (A — e)ly = 0. | HAE 2) 0. à 
m3, + PR epinse | log ty + x — y —c. 
LS 2) dy — ydx — 0: | REPAS or Le 
3 4. (- — à us 4 T — | y Pape LCTESS 
LRO PU 2m PEU 4 Jog Ÿ — 6, EE 
5 de. TRUE PSE RE SES ns Ÿ 
6. wdv + (v — a)du = 0. DAT NME COR, FSI 


Le 7, LU EU u? ROUES Ar 
% dd SE à : HN et 4 — cv 
DT Le 
eus. (1 docs Hs, A? arctgs—c. ; 
D. de--pte 0000... =: L p—=ctCos6. Pie 


: 1" 
- r” pre à 
EP: x" 
‘ LC ve 
140 
AO 
4 : : a: 
Ë ; 548 
y Dre es » 4 Ÿ LÉ 
T0 d …. * KR" va » 2 } 
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e. 40. sin 0 cos 948 — cos 0 sin ed — 0. cos? —c cos 0- 


02 | 411. sec? 0 tg +d0 + sec? 9 tg 0d? —0. pÜtgpee. ons } 
‘4 42, sec? 0 gode + sec? 9 tg 04 —0. Sin? 0 sin pce, à 
y K | 43. æydi — (a + x)(b + y) dy —=0. z—y—=c+ log (a + x)y? 
ne : 4 + 2) dy — V1 AP dr = "0: | arcsiny—arctgr=c. 4 
à en En PAS € 720 RUN 2 ER x MCE Se Rx Er "5 
4 15. V1 — 2 dy + VA — dx —0. yI— Ha pe 
- 16. 3e’ te ydx + (1 — er) sec? ydy —0. tgy—c(i—e}. 
ES | NEA L a 
ee A7. 2rydy = (A + r?)dx. = — L+ DROITS 
% 18. (ù — ÿx)de + (y —2y)dy = 0. CFO APE EE F. 


Type II. Équations homogènes, — L'équation différentielle 


Max + Ndy —0 


—_ 


est dite homogène quand M et N sont des fonctions homogènes de æ 
et de y du même degré (*). Les équations différentielles de cette. 
nature peuvent être résolues en faisant la substitution 


2 


YEL 


L4 


ce qui donne une équation différentielle en v et æ dans laquelle les 
fonctions sont séparables et où, par suite, nous pouvons suivre la règle 


de la p. 494. 


EXEMPLE. — Résoudre l’équation 


: 2 dy 7] 
2H RE = ry <<. 
à y Re 
3 Solution. | AVE ce Gé? — æy)dy = 0. 
à Puisque nous avons affaire à une équation différentielle homogène, nous la : 


transformons au moyen de la substitution 

VE rs 

po. d'onvte dy — vdx + rdv, re ne 
+128 | et notre équation devient | 

Fe 2x? + (x? — V2?) Guz + dv) — 0, 

a + a (A — 1 dv = 0. 


Lu . 
FA a ——— ————— # 


v 


PL (*) Une fonction de x et de y est dite homogène par rapport aux FAN PE CE si i le résultat de la 
ÿ X substitution de æ et de y par xx et ày (à étant arbitraire) se réduit à la fonction primitive multipliée 
par une certaine puissance de ». Cette puissance de à est appelée le degré de la fonction DRASS 
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Pour séparer les FHEQe divisons par va, Nous obtenons | Fe pue 
PRE A A — v}dv _ Fe 4 
0, é F Je 
| 5 | =" 
? Le T + Fe U—v— C, si. 
| loge vz = C +0, 74 
À vT — ec + 0 — eC . ere | ; de ré. 
| . DT — cer. à #4 
Mais v =À. Par suite, la solution est | er, 
D | | y —= cet, Réponse. 3 
EXEMPLES | 
Équations différentielles. Solutions. 
1. (x + y)dx + xdy = 0. 2? + Irvy = c. 
&”) 2 4 
2. (x + y)dx + (y — x) dy — 0. log (x? + y?)? —arctgŸ=c. 
3. xdy — ydx —V1°? + y dr. 1H2cy— cr = 0. | 
… 4. (By + 10x) dx + y + Tx)dy = 0. Cr + y} (2x + y} — c. 50 
RS. ay? dy = (x + y#)dr. Vp — 32 loger. à 54 
_ 6. (x? — 2y)dr + 2rydy — isa = Tr2lo0 cr . 14 
2 7. (æ? + y?)dx — 2xydy AN VA? + cr. 3 
: 8 G@ysi— s)dt + tds —0. ARAR ” 
Po G Dai (= 0e tel —c. ne 
; ‘ sin ee 4 ; 
5 40. z COS ee y ou mn UT ge, Ê ec, Re: 
Ru 7e | | | 4 
k a: a cos À (ya + edy)=y sin Ÿ (œdy —yda). zycosL—c, * 7 0 
| Type III. Équations linéaires. — Une équation différentielle est | 4 ; 
dite linéaire si l'équation est du premier degré par rapport à la variable nn. 
dépendante (généralement y) et ses dérivées (ou différentielles). Re: 
L “its différentielle linéaire du premier ordre est de la forme DER 
. @ | | cl + Py= 0, | LYS 
dans 1 laquelle P, Q sont des fonctions de x seulement, c ou des constantes. | “à 
GRAVILLE, Caleul diff. et int. / GO NE 5 
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Pour intégrer (A), posons ÊTES | 
D 


UE HE 


u é 


où z est une nouvelle variable et une fonction de x à déterminer. L 
En différentiant (B), il vient 


CE) dx — “de | DURE AE. 3 
En substituant (C) et (B) dans (A), nous Sbionons ; 
ds du LE | 2 
ur Pur= 0, ; 5 
ou |, dre À 
Ur due | | me 
D : LE ÉCLATER NV A Es ES 
( ) | ut (ae Pu)e Q: fes 4 


# 


Déterminons maintenant, si possible, la fonction # de façon que le 
terme en z disparaisse ; cela signifie que le coefficient de z doit s’'annu- 


ler, c’est-à-dire que ae ; . SCA J 

| + pu 0. ee | < 

Alors AU = Pr ie | Free È 

u ; "7 

et CE log, u — — | Par + G, E 4 
cé qui donne cé | | Rae PE 

(E) Sa CUIR 
L’équation (D) devient alors eh 
2 tree RS RS 


Pour trouver £ d’° après la dernière équation, substituons dans cette 
équation la valeur de x d’après (E) et intégrons. Nous obtenons à 


ce Ge : 
; à eds = Qef des 7 RE UN LE 4 
(F) eZ [ Qefédr +. a TE 


Ÿ 
D” ” } 
re | 
RL x A \ Nr rl AU 
LA S Aus 2) 22 et hit, » 
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La solution de (A) se trouve alors en substituant les valeurs de « et 
| de z d’après (E) et CF) dans (B), ce qui donne 


(OS y—=e"s al if Qef “dæ+C). 


_ La démonstration de l'exactitude de (G) s'établit immédiatement 
en substituant dans (A). En résolvant les exemples compris sous le 
titre qui précède, Le lecteur devra trouver la solution suivant la méthode 

indiquée ci-dessus, plutôt qu’en utilisant @ comme formule. 


Exewpce. — Résoudre l'équation 


4 dy, 5 
I —+ + 1}. 
# 0 dx _z+i Gite 
4 Solution. Cette équation est évidemment de la forme linéaire (A), où 
; g à 
à P — — t —= (x + 1}. 
ere Q=(xz »: 
#4 dy dz du 
J or pipe BE OU | 
É- Posons 7 More Ha : 


En substituant dans l’é équation donnée (1), nous obtenons 
1 HE à ds, du Quz 


pa 


LA Le pts ts ce 


| Re ES = (+4), ou 
* dz du Qu + RPRD 
no berne Ci 
= Pour déterminer u, NOUS égalons à zéro le coefficient qe 2e ce qui donne 
ce Fe du 2 =; 
É= a Us dr AE 
: Fe du 0 
u 1+x 
… PÉMPAAR AR ARE logeu — 9 log (1 + æ), | 
» ()- | u = ele +) — (1 + Tv). (*) | 
RE STeHon @ devient maintenant, puisque le terme en x disparaît, 
dz- J 
re NES ue 1» 


Es 
dz =(x +1)? dx, 


És 


# 


Pour plus de simplicité nous avons supposé la valeur particulière zèro pour la constante .d’inté- 


Mo LES logo u = log,elos( +2) —log({ + x} log,e— log(1+x}, il en résulte que u=({ +). 
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En substituant (4) et (3) dans y — uz, nous obtenons la solution 


+ 
9 


LO 
Lu 

8 
+ 

re 
Se 


EXEMPLES 


a différentielles. 


a 
| HR DE RE PRET C'EPEE TS 

dx ee Fe ) 
9, Way _rT+i 
“dr x x 


3. &(A — x°)dy + (2x? — 1)ydx = axÿdz. 


æydx adx 
RE EUR RER 
LE TRES? 


+ DS sr Creme 
dt 


6. D + s cos {= Esin 2. 


Type IV. Équations réductibles à la forme linéaire. 


+ C(x + 1}. 


LUE EL EC. 


Solutions. 


Réponse. 


Qy = (x +1} + (x +14 


DEA 


= da a 


Y = CLIS 
y = ax + cuÿ1 — r?. 


il 
y = ax + C1 + 2°}. 


s —sint--Ccos ft. 


sS—sint Air çce-"ni 


y = Le? + c). 


EY—=T+C. - 
Fais CEA 


Cérs 


taines équations qui ne sont pas linéaires peuvent être réduites à la 
forme linéaire au moyen d’une transformation convenable. Un me de 


ces équations est 


expression dans laquelle P, Q sont des fonctions de æ seulement ou À 
des constantes. L'équation (A) peut être ramenée à la forme linéaire (A), « 
type IT, au moyen de la substitution z2—7y"*". Toutefois, cette . 
réduction n’est pas nécéssaire si nous employons la même méthode, : 


pour trouver la solution, que celle donnée sous le type HE, p. AST. 


Ilustrons ces considérations par un exemple. 


| 
| 


2 


4 


 Exewpzr. — Résoudre l'équation 


Pr ; PERS UE Y es 
3 1 à De To —— —= l ee ER 
Do) | | + =aloge.y 


£ Solution. Cette équation est évidemment de la forme (A), dans laquelle 
‘. P=—, PRE ne à 
‘Age 


 Posons y — Uz; alors ru + 2 Li 


. œ . ‘dx dx 

; En substituant dans (1), nous obtenons 
1e Lee nd + LUE La og æ ns 
| RSS dx dx Es 


4 (2) SEAT Pneu je ao. u?z. 
| (FER à 


__ Pour déterminer « nous égalons à zéro le coefficient de z, ce qui donne 


ne | RHIRP TE 


cp USB LUTT 
3 Er TE RÉ à - À 
. FRÈRES u Æ 


à | | : Ke cu=t. 


… Puisque le terme en z disparait, l'équation (2) devient maintenant 


D: dz 
Be: ; . u—=—=alog x.u?z?, 
TRS | dx 


4 y 2 Œ log x . ur. 
à 2 AT 


# 


En remplaçant u par sa valeur. d’après (3), il vient 


7 VAE Z a) 
00 < & RE Does 22 


L | dz dx 
160 3 | ——alogz.—, : 
? | :. z? T 


D 7 Tune 
Es 6 Le 9 

es 4 e 4 Se PDU PT Te” aie MONTE 
14 ) Tr ; $ a (log x)? + 2C 


_ 


_ En substituant (4) et (3) dans y —uz, nous obtenons la solution 
$ Ps ed A 9 


ss Ame a(log æ)? + 20 


\ 
x 


4 po  ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 301. 


æy[a (log x} + 20] +2 = 0. : Réponse. 
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7. EXEMPLES 
e Equations différentielles. Solutions. 
2 L D vy = y: y? 2? + A1 + ce. 
‘ - dx 2 ES : 
> 2: A — Ty = ar y?. | y = (cy/1 — a? — re 
Ô ;d RATE A 
| 3. ST — ay = x +1. 3 Gear — Te — — 
| ge ss on a a? 
: ; »° 2 
; 4. CE + 2y) = 1. | x[@ — y)e? + c| = e?, 
| 5. (y log x — 1)ydx — xdy. y ={(cx + log x +1), 
Les @ : __tgæ+secx 
| 6. y — cos TR = cos æ(1 — sin x). rares 3 
= FR: el + y = y log z. y—t—=logxz+ A+ cx. 1 
Te 
| | 
232. Équations différentielles du n° ordre et du premier 
degrè. — Sous ce titre, nous considérerons quatre types d'équations » 
qui ont de l’importance dans un ouvrage élémentaire. Ce sont des cas 
4 _ spéciaux des équations différentielles linéaires que nous avons : 
5 | définies, P. 497. 4 
1 
13re LE Hquation différentielle linéaire 4 
2 ; 
d'y d2— 15 miRpearé | 
(A) ds DIE en en st : + pnÿ = 0, 1 
e | ; À ; 
dans laquelle les coefficients p,, pa, …, p, sont constants. ; 
à La substitution de e” à y dans le premier membre donne À 
(re + D; pe — + Pa pr —2 + + p, Je : 
27 Cette expression s’annule pour toutes les valeurs de > qui satisfont | 
à à l'équation ee 3 
n n — Sn — 2 d à 
: (B) FA pau Ste DE Sn me CRE + p,=0Û ; “4 
% et par suite, pour chacune de ces valeurs de r, e"" est une solution È 
2 de (A). | | 
HS: L’équation (B) est appelée l'équation caractéristique de (A). Nous 


sérénss hé t.s À à 


observons que les coefficients. sont les mêmes dans les deux, les. 
exposants dans (B) correspondant à l’ordre des dérivées dans (A), et … 


. 


ee : 


An 


NPERE MST ee LUCE 
RL trie 
“ 
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- y dans (A) étant remplacé par 1. Supposons que les racines de l’équa- 

tion caractéristique (B) soient r,, 7,, …., r, Alors 

HO ee, LE, ., et 

_ sont des solutions de (A). De plus, si chacune des solutions (C) est 
_multipliée R£E une constante arbitraire, on trouve que les produits 


(D) MAN Re cent 
sont aussi de solutions (). Et l’on peut montrer, par substitution, que 
la somme des solutions (D), savoir 

À (E) eye PE re. + cer? ; 
É est une solution de (A). La solution (E) contient » constantes arbi- 
_ traires; c’est la solution générale (si les racines sont toutes différentes), 
. tandis que les résultats (C) sont des solutions particulières. 


à ", Bari mm” 


1% Cas. L'équation caractéristique a ses racines imaginaires. — 


Homme les racines imaginaires se présentent par paires, supposons 

2 qu" une paire de ces racines soit 
- 7 4 = a + bi, rs = a — bi, V1, 
- La solution correspondante est 

y SE ee bi + op eta—toe 
F à É — eee"? + GER) 
= e"%lc(cos dx + ésin bæ) + c(cos bx — à sin bæ)} (*) 

Le ele C3) cos bæ + ic, — c:) sin ba, 


: © En substituant ce"1® à y dans (A), le Subte de ss devient 
& (ra 3: ASE TS + ps PP + + pricer 1, 
Mais cette expression s annule puisque r, est une racine de (B) ; par ‘suite, ce"1® est une solution 


: de (A). De mème pour les autres racines. 
(kg En remplaçant x par ibx dans l'exemple 1, p. 268, nous avons 


22 33 44 5 #5 
b2x2 Libres bat as 


z De ES | eibæ = 1 + ibx — 


: 2! 3! _. 4! 261 

EU 22 | LE , bèx S75 | 
(4) as M Rr Ron (or —° ‘31 PE + He) 
% et en arts œ par —ibæx, il vient 7 : 
k SE cie 24 — ion — Dee à tee Det LR 
ee PR ASE AT CEE 
PDT: 27e te ; 
. + Lib 4 b?r° bé: * Ë b3z3 br 
0 Gp bei Pete. er) 
“di b 2 
#t Mais, ge remplacant : æ par bæ dans (A), (B), p. 267, nous obtenons 

12 272 4m 

Mur (5) bas to U Es, Dion 

è À : | oil 4 | 

Ti sin bx = bx — ae e En RE 

Er se, suite (1) et (2) deviennent | LS 

ER et = cos br + isin bæ, er ibt — cos bx — isin bæ. 


à biais 2 2 à |; 


D NT D NUE P ENT 
EMI CNET Fe Lo arA % 
or PCR ET RL EE es Le a ts De 
à. is 
‘ / 
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ou, y = e%(A cos bx + B sin #x), 


expression dans laquelle À et B sont des constantes arbitraires. 


2° cas. L’équation caractéristique a des racines multiples. — Consi- 
dérons l’équation différentielle linéaire du 3° ordre 


Py ,, dù 
(F) + GE + pe GE + pu =0. 


dans laquelle p,, p:, p, sont des constantes. 
L’équation caractéristique correspondante est 


(G) ri + pr + par + ps = 0 


Si 7, est une racine de (G), nous avons montré que e”* est une 
solution de (F). 

Nous montrerons maintenant que si 7, est une racine double de (G), 
æe"® est également une solution de (F). En remplaçant y dans le 
membre de gauche de (F) par æe'*, nous obtenons 


(CH). me (ri + pari + Pari + Ds) + (Sri + 2pi71 + Da). 
Mais puisque 7, est une racine double de (G), 


ri + piri + Pari + Ds — 0, 
et Si + 2piri + Ps = 0. D'après $ 69, p. 99. 


Par suite, (H) s’annule et æe” est une solution de (F). Nous avons 
alors deux solutions correspondant à la racine double 7: 


Cie ES Crete 


Plus généralement, si 7, est une racine multiple de l’équation 
caractéristique (B) p. 502, se présentant s fois, nous pouvons écrire 
immédiatement s solutions disunctes de l’équation DIGREISES (A), 
p. 502, savoir 


cie”®, Css Tente Corp A 20 CH TAPAE 


Dans le cas où a+ bé et a — bi sont chacune des racines multiples 
de l'équation caractéristique se présentant s fois, il s'ensuit que nous 
pouvons écrire 2s solutions distinctes de l'équation différentielle, 
Savoir 


ce“cos 0x, re Cos 0x, CLecos be, 2, ci T'ecos bT; 
c'e sin 02, cite "sin 0; cL'esin be, Lt, CAT Ie" sIMATE. 


V2 -% 
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É r “ A 4 4 « 
. Nos résultats peuvent maintenant être résumés dans la règle 
suivante pour résoudre les équations différentielles du type 


d'y d'y Re 
dun P dx?! TP xn—? RE re L'AEAUE ë  ?<0i 
dans lesquelles Pas Pas ve. Pr sont des constantes. 6 À 
ù 


|) 1" opération. Écrire l'équation caractéristique correspondante # 
En me MS 7 D AE TE Le na LE 
2° opération. Résoudre complètement l'équation caractéristique. 
9 opération. D'après les racines de l'équation caractéristique, 
écrire comme 1 suit les solutions particulières correspondantes de 2 


l'équation différentielle : 7:00 
ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE. 7 
a) Chaque racine Te : 
(a) ( donne une solution particulière e"”. À 
distincte 7, \ à 
b) Chaque paire distincte : Fe | 
@) Re deux solutions particulières ’ 
de racines imaginaires ; donne a OU 5 
ecos box, e“sin 0x. 

a + bi & 

! s solutions particulières obtenues 

(c) Une racine muluple se Jo en multipliant les solutions 

C 2 A 

présentant s fois | particulières (a) ou (b) par 

À RSS en DE "à 


4° opération. Multiplier chacune des n(°) solutions èndépendantes 24 
par une constante arbitraire et ajouter les résultats. On obtient ainsi à 
la solution complète. : 

3 2 

ExEmpce [. — Résoudre D CNET + 4y = 0. 

CE dx dx? 

Solution. Suivons la règle ci-dessus. à 

1re opération. 1? — 3r? + 4— 0, équation caractéristique. Me 

2e opération. En résolvant, les racines sont — 1, 2, 2. 

8° opération. (a) La racine — 4 donne la solution e-”, 
(b) La racine double 2 donne les deux solutions e?*, ze*. 
4e opération. La solution générale est 


Y = Cie T + Coer + CyTeT. Réponse. 
Ex é ; d? od 
Exemece IL — Résoudre LY — 4ŸY mx 107 — 192 + 5y— 0. | 
dx dx dx 
Solution. Suivons la règle qui précède. & 
(*) On a un contrôle de l'exactitude du travail dans le fait que les trois premiéres opérations #1 
doivent donner n solutions indépendantes. ; 120 
S 
“1 
: 2 
: FA 
4 


à É C Le 
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4e opération. L'équation caractéristique est 
ré — 473 + 107? — 197 +5 — 0. 


5 | 2e opération. En résolvant cette équation, on trouve que les racines sont | 
LES EVE nm re 


‘3 $ 73e opération. (b) Les deux racines imaginaires 1+% donnent les deux solu- É 
510 tions & cos 2x, er sin 2x (a — 1, b —). : A SaeA 3 
1684 (c) La racine double 1 donne les deux solutions A NE EN | PRRIR 
ne. | 4e opération. La solution générale est | 
Be y = Ce + Cet + cer cos 2x + cer sin 2%, HE À 
D. ou y = (0; + cer + c, cos 2x + €, sin 2r)er. Réponse. 
: EXEMPLES | Me. 
Équations différentielles. Solutions générales. FT 
12 : 4 " ESEX A 
4. . = 9y. y — Cyer + ce, = = 
2 dy P 1) ES ee Ÿ . 
; à ere 4 Y = Ci SIN & + Co COS L. : 
d _d | | 
3. Se + 19y — RE y Tee + + | | 
2 - ES 
4. CU — a+ 4y = 0. y = (Ci + cot)err. 
5. d°y _ 34 D, T'Y C4 + Cor HE cer. Ge. 
| dx dx d: Ters 
D - 6. Py 9 PU y 0. y = ce Vr + cer V2 + 0, sin 2 + c, cos 2x. 
#4 dæx* dx? QE 
% mn 48: ds ds LÉ EP Es 
>. + APRES TR PERS ha TE 8 — Cet + CT + Ca. 
+ du dt dt : rue. AA 
É: g, Lu Gdu jan 0 u — (6, sin + c, cos de à 
+ ere ZT RER RES AIDE 2 ( . 
— dv? : dv | 
F0: T'Y op EU y —=(C + CT) COS NT + (C3 + C,T) Sin nt. ; 
dx* dx? | - ES Re 
, ET ie DEP e, 
Se = 8. ; FE 15 re C sin QE + C3 cos dE } € 
42. re TR ESS s — cet + cet + jet. - 3 
de dt. | S x 
ni di æ da 
43. 27 30, GEI a = Ci + (Co + CT + C,T?)e. 
dx*t dx? ; dr? “dx. Are ne à ge 
14. cu — 3 10y — 0.  y—=ce+oe st. Œ À 
15. es ee — eT?(e, cos 3T +0, sin 34). ° 
16, 2% _3dy 9dÿ 9 0. DL os 
TT PACE de + 2y — ES FES D. £ 
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Type Il. Équation différentielle linéaire 


# (D) d'y Find | É RR 4 
À SE PR DES dorer AO PAL LEE . 
É 20 laquelle X est une fonction de x seulement, ou une constante, 
el Pis Pas" ",p, sont des constantes. 
Huans X = 0, (D) se ramène à (A), type LE, p. 502, 


ya" d' 
Der + p nt 


= La solution complète de (J) est appelée la fonction CHU PRET te 
| de (D. 

_ Soit x la solution AE de (J), c’est-à-dire la fonction complé- 
er mentaire de (1), et v une solution particulière quelconque de (D). Alors 


db ss dv db 
de  P: Ts le Le pv X 
ë l'u d'u d'u 
t ° — 
ne pe ae 7 RES nes 0. 


En additionnant, nous SE 


+ ae Qu o)e + p(u+v)=X, 


da" 


A montre que w—+v est une solution(*) de (T). Trouver une 
_ solution particulière v est un problème d’une difficulté considérable, 


dE DA Lu PT UP UÉ 


_ donnés dans cet ouvrage, nous pouvons utiliser la Règle suivante 
à pour résoudre les équations différentielles du type II. 
| 1° opération. Remplacer par séro le membre de droite de l'équa- 
É tion donnée (T) et résoudre d'après la règle p. 505. On obtient ainsi 
_ comme solution la fonction complémentaire de (D), savoir, 


2 | PM Y—=U. 


… obtenir, soit directement, soit par élimination, une équation diffe- 
| TA d'un ordre supérieur du type I. SET 


22.0) ne les ouvrages sur les équations différentielles, on montre que u +v est la solution 
2 complète. 


_ sauf dans certains cas spéciaux. En ce qui concerne les problèmes 


2° opération. Différentier successivement l'équation donnée (D) et 


D 
L 
À 
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3° opération. Résoudre cette nouvelle équation d'après la règle de « 
la p. 505, ce qui donne sa solution complète 


Yy—U +, 


dans laquelle la partie u est la fonction complémentaire de (1), déjà 
trouvée dans la première opération (*) et v est la somme des termes 
additionnels trouvés. 

4° opération. Pour trouver les valeurs des constantes d'intégration 
dans la solution particulière v, substituer 


y —T 
el ses dérivées dans l'équation donnée (). Dans l'identité qui en 


résulte, égaler les coefficients des termes semblables, résoudre par 
rapport aux constantes d'intégration, substituer leurs valeurs dans 


Y—=U +, 


spa de nb cs 


ce qui donne la solution complète de (?). 4 
Nous allons maintenant illustrer cette méthode au moyen d'exemples. : 
Note. La solution de l'équation caractéristique de la nouvelle équation diffé- J 
rentielle dérivée est facilitée si l’on observe que le membre de gauche de cette 
équation est exactement divisible par le membre de gauche de l'équation 
caractéristique utilisée pour trouver la fonction complémentaire. 4 
Exeupce |. — Résoudre ; 
dy dy 

K + + TE — dy = ae, 
de dde 
? 


Solution. 1'° opération. Remplaçons le membre de droite par zéro, il vient 


à y >; <dy 
L CR 0): 
(b) EPS Per ARE 


En appliquant la règle de la p. 505, nous obtenons comme solution complète 
de (L), 


(M) Ver COTE, 
2e opération. En différentiant (K), on obtient 
(N) y EU QU or 


dr er? dx 


En multipliant (K) par 2 et en ajoutant Le résultat à (N), nous obtenons 


qui est une équation différentielle du type L. 


(*} D’après la méthode suivie, il est évident que toute solution de l’équation primitive doit 
aussi être une solution de l’équation dérivée. 


> 
Î 

1 

= 4 t 24 

has, ' ù 
F4 
HAS X, 
| 1 “ 
DU. 

Let # : 

# r, à 
ï 3 : | ; 
lite let, puise. à. thés DA ES de De Sn dl R cn ne ENS 2 M soon dt de og 07 ce cut à 
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» Qté : ge 
s ge opération. En résolvant d’après la règle de la p. 305, nous QUPAUUTE pour 138 
_ solution complète de (0) n 
22 -22 
4 | Ye pe + cure, 
Rrou, QRRESs (ADS | ER" 
y—=Uu+ Cove — y +0. 
4e opération. Nous allons maintenant déterminer c, de façon que c;re—% soit 
une solution particulière v de (K). #0 
. En substituant dans (K) y = c;xe—?, | RE 
ie à : F 4 
| + = ce (A — 27 ER AN E 4 pr Na Ra. 
= ce — 22), TU Gr — 2), 2) 
_ nous obtenons — 3cje— 2% — ge—*; ne, 
4 — 3c3— 4 OU > C;—— 34. RE 
Par suite, une solution particulière de (K) est ‘31 
RE SON EENREE É 
V—=—Sarer*?, ne. 
et la solution complète est . 5 
2 Y—=U+HVU—= CE + Coe— —% — “lave? Fe 
ExempLE IL. — Résoudre .; TR 
# - d? d°y 9 Le # L 
; ) | Gao 1 NY COS A. : Ne . 
| Solution. 1°° opération. En résolvant Re. 
À d2 “ é z 
@ : dx — mr. n°y — + 0, ; 5 # 
+ -nous obtenons la fonction complémentaire s 
; 5 
GIE y = Cy Sin NT + Co COS NT —U. 
_ 2° opération. En différentiant (P) deux fois, nous obtenons N 
-TIeR di : Fe 
De .(5) CU L p TV  _ moos ax. = 
D dx* dx? k = 
En multipliant (P) par a? et en ajoutant le résultat à (S), nous obtenons 
BE PRE d' 
eu DU Ge + ae + any — 0. 
-_ 3° opération. La solution apiste de (T) est à 
| E v 4 NA) 
72 Y = C4 SIN NT — Co COS NT + C3 SIN AT + C, COS AT . 300 
Roou- y —=U + C3 Sin AT + C, COS AT —U +0. D 
Le . 4e opération. Déterminons maintenant c, et c, de façon que c;sinaz+c,cosaz “1 
soit une solution particulière v de (P). #2 
En substituant dans (P) | #4 
D 7 c : 240 
2 ‘ x d? + \ L C3 
4 “REA y = C3 Sin at + C, COS 4X, e. — C3 4 COS AT — C,A SIN 4, l 220 
“4 | dy Ca? Sin AT — C,4? COS 4%, CES 
ne dax? | 255 
nous obtenons w 2000 
(n?c, — a?c,) cos ax + (n°?c, — a?c;) Sin ax = cos az. 3 4 
4 
, 4 
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‘ En égalant les coefficients des termes semblables dans cette. identité, nous à 
obtenons  - Ex #4 
n°c, = a°c, = ï] et n?c; = d?C: — UV, 0 


4 
ou Ci 
# n? — a? 


et C0 Se Er is ee = 


Par suite, une solution particulière de (P) est 


: rs is ax 
es a 244 


et la solution complète est 
COS at. 


Y=U+HV—=C,SIMNT + Co COS NT + CEE 


EXEMPLES 


“Équations différentielles. Solutions complètes. 
dy. dy Wr+T 
ST 2 + AIy = à. C Le # 
ie et OU ÉRNREN enr: 


d'y _ody. 9 dy _ody, 


Er da dx? dx 


+y= a. y =, sin z+ 0 COS æ + (C3 ++ CT) + a. 


ds — s—=t+1A. È s— cet pot = ÉEA SALE 
‘dr a? NAT 
do de de e ONE Re: ER Er Le 
ee rt a . ï” =(a+ai+s) 6 + Ca. 2 = 
4 k re PRES 4 3 
5 d'y — aËy = Tr. Lo y=ceT+oe +, sin aœ +0, C0Sa8 — 
dat SR 


æ sin ax 


6. + a?s — COS AT. s — c,sin ar + cosaæ + 25 9 AS 
» _ a 
n Ps ds 
7.7 0% ÉRIC == feat ss 
dB = (a tan ur FE Ape 
gl ad y er. meer. ve) ete. 
9 PU — y — Br +2 y = Cet + Cp? — 5% — I, 
19, ie A ie Ver + cet + Ta 
dx EE, | 
a dy que Se 2 LT EE | 
11. CYR Gy— eme. — c,e? ERA D | - : 
pe it RS Re Pa A 
dur du | LE gere (An — = 3jers “4 
12.2 — 32 + Jy — vert. Ye RO 
Pin Ann. PAS ES NUE +2 
15, —9® - = 20s — Pet, Scie Het PET ex. 


14 LS Le — 1 sin? t. : É (ee: rue inde Es Le ose 
dt? * 16. 39 8 00 


La 
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| : Né ES 

Type III. Eee X, : TS 

| Es - 
X étant une fonction de æ seulement, ou une constante. D 


Pour résoudre ce type d'équations différentielles, nous avons la règle 

_ ci-après d’après le chapitre xxix, p. 456 : DAS 
_ Antégrer n fois successivement. Cher RU introduira une. 
_ constante arbitrarre. PE 


8 | | | 1ù 
PRE — Résoudre Ÿ% — ver. | Re: 
| Solution. En intégrant une première fois, ona Ù Re ne 
2 27 78 
Le qu = J véda, R 2 KR 
dx? : ; 4 F, 
fr E< y LT DT x : , X RE és 
ou nie + Gr: D'après (A), p. 402. +0 
En intégrant u une deuxième fois, il vient 7h 
dx 
À : = De? — der + Cr + Co. 
En intégrant une troisième fois | Re 
ê ; y= frerds Fe + f Gad fur 1200 
É:- ñ Se 
= | rer be 
1e | Der — 3er + 1 9 LOL CG | e 
ge. ou > > | à == ter — SET. C,a? + CoT + Ce. Réponse. à À 
34 : d? SR 
2e Type IV. 4 == À 
CS dx”? 
_ Y étant une fonction de y seulement. - L PET 


La règle pour intégrer ce type est la suivante : 


É 1 “opération. Multipler le membre de gauche par le facteur 2x, 
à | | 
el le membre de droite par le facteur équivalent 2dy, et intégrer. 


EXT 


L Ego du membr e de gauche sera a) (! } à 


2 opération. Extraire laracine carrée des deux membres, sé Gen CUR 
les variables - et intégrer de nouveau CS 
4e d* . > dy CE A dy à 
; de) =2 2 ar. 
= (*) Chaque intégration introduit une constante arbitraire. 
# : 2 * 
rh 
EE <: 
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| Fe __ Exempse. — Résoudre _. + a?y = 0. | Est + : À 

ULROEe Ici ou — — ay, et par suite est du Type IV. Le SEE 
* 4 


qre Dnerduon, En multipliant le membre dE gauche par ie et le membre 
de droite par 24y, nous obtenons & 


Het dy dy L 
QE Tr — — da?yay. ; 
iron TR 
En intégrant, il vient | F 
| : (4) = — dy? + C,. 
ax ; | : 


2e Mn _ — GC, — a?y?; 


en prenant le signe positif du radical. 
En séparant les variables, nous obtenons 


“£ 


2 


mars — = dx : 
VC TA? 
Intégrant, ART CURE Ce 
a re : 
ou arc sin 2 — ax + a0, 
: Ci | ce RS. 
ce qui est la même chose que ta DE VERRA 
ve 1 — ee + 40) | FEES FLE 
> = sin 4æ COS aC 2 cos ax sin 4C», d’après 31, p. 9, 
où Y== VC cos aC, + Sin 4x + VC sin 4Co + COS ax 
a ES a | : | 
= csin at + 0, COS at. _ Réponse. 
EXEMPLES | 
Équations différentielles. Solutions. 
dy 5 5 LUC a a 9 : PL ÿ < 
4 Fi — 9 cos z. : VE PR eee + Got + C3 
ee L N È € 
2. ve = 9. CRE de 2 te à : 
Gp Ke ÿ _2 co$b  7cos “3 
3. as a : PET on nee 9 + GP +8 
Per EE SR ee ; s 
He nl nt. PA ETES ne net + Co. : 
5, — y. S—; 9 + Cat + Ce. 
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dy Er te mi imn 
6. —" — x, Eve 

MNT ANT | 7 (mn 
ARE Eee | | ou + c)+ 0, ou 


TT ee RER Au 


dx? ire Cietr SE Ce ee, 
+. ds 1 ; * : ik : 4: 1 Fu . 
4 ÿ TONNES 94 — 2a À D) PA TA 


= —: | _. (ut+o)+a—cy?. 


2e 40. Las Cats ; W9n = c, log Vote A A 4 4 Co. 
à : dt? Vleerz + À + À 


ds 


tree) “2 ee t étant donné que — 7 


Th s 


De Réponse. == VAE (are sin vers 2 — — pe 21 as — as 
a 


—=— 0,et.s —a'quand {— 0: 


re VARIÉS 


Résoudre les équations différentielles ci-après : 
| dy. A Lu 
NE Late 


dy JE 
: AR GE 
FE 


10 TRS 2E 
dx Ÿ de 


11. ya =a(p+ db). 
k dx 


RER À 


dx 
42. aydx — (2° + y°Mdy = 0. 
19 RTE LES 
z Fe 


414.  yter—1. 
d | | 


33 


Pr x11; = at sin &. D 
æ 


*-xt. 3 


= 


FE LL PEER 
TES ST 


2 
= 


d'u 


n 


7: L 


CHAPITRE AA XI 


INTÉGRAPHE. — INTÉGRATION APPROCHEE 
TABLE D'INTÉGRALES 


233. Intégration mécanique. — Nous avons vu que la détermi- 
nation de l'aire limitée par une courbe C dont l’équation est 


y= f(x) 


et l'évaluation de l'intégrale définie 
IHOLE 


sont des problèmes équivalents. 

Jusqu'ici, nous avons considéré la relation entre les variables æ ete y 
comme étant donnée par des formules analytiques et nous avons 
appliqué des méthodes analytiques pour obtenir les intégrales cher- 
chées. Cependant, si la relation entre les variables est donnée, non 
analytiquement, mais graphiquement, comme c’est fréquemment le 
cas dans les investigations physiques, c’est-à-dire par une courbe (”, 
la méthode analytique n’est pas applicable à moins qu’on ne puisse 
obtenir l'équation exacte ou approchée de la courbe. Néanmoins, il 
est possible de déterminer l'aire limitée par une courbe, que nous 
connaissions ou non son équation, au moyen de procédés mécaniques. 
Nous allons étudier la construction, théorie et pratique, de deux de : 
ces procédés, savoir: l’intégraphe, inventé par Abdank-Abakanowiez(*) 
et le planimètre polaire. Avant d'aborder la discussion de l’intégraphe, 
il est nécessaire d'entreprendre l’étude des courbes PURES 


234. Courbes tn — Si F(x) et f(æ) sont deux nt tions 
telles que 


à) FC) =). 


(*} Par exemple, l'enregistrement fait par un thermomètre enregistreur, un indicateur de 
machine à vapeur ou par certaines machines à contrôler. 
(**) Voir les Intégraphes, la courbe intégrale ei ses applicalions, par Abdank-Abakanowicz, Paris, 1889 


: 


INTÉGRAPHE | ‘SF ES 


la courbe S | ‘ TR 
est appelée une courbe intégrale de la courbe “es 
“r) 0: Jo 
Le nom de courbe intégrale est dû au fait que d’après (C) on voit 34 
_ que la même relation entre les fonctions peut être exprimée comme 
il suit : | 


Lin { . À . a 
(D) | J fde Ft, "0 F(0)—0. 
| à | à 
à 
à  Traçons une courbe primitive et une courbe intégrale correspondante de 
R façon qu’on. puisse facile- 50 
< ment comparer leurs points 
de correspondance (fig: De 
268). | | 4 VERS 
Courbe intégrale 
IN ; y —= F(x). | # 
l \ 7e LE 
: $ AP A Courbe primitive < 
Les È y = fa). ï 
if Pour trouver une expres- 
Dos | l sion de la partie ombrée 
MR Fig. 268. (O'M'P') de l'aire située 
FR | . sous la. courbe primitive, ÿ 
- nous substituons dans (A), p. 422, ce qui donne 
7. we 
"4 = Ç . æ [A 
È | aire O’M'P'— “fe  f(x)dz. 
_ Mais, d’après (D), cette expression devient 


aire O'MP' — + fade = [Flo 2, = F(@,) = MP (). 
Ë 0 


Théorème. — Pour la même abscisse x,, le nombre donnant: la longueur de 

J'ordonnée de la courbe intégrale (B) est: le même que le nombre qui donne l'aire | 

* comprise entre la courbe primitive, les axes et l'ordonnée correspondant à cette A 

| abscisse. ; ur: JF 

7 . . " ; ; NE "gras 
#}< -courbe.est. quelquefois appelée courbe primitive. | sh 4x 
Msn e re OR: l'aire Dosttives O'M'R'P' est représentée par l’ordonnée maximum NR. A A Ed 

| droite de R' l'aire est sous l’axe des x et, par suite, nègative. En,consèquence, les: ordonnées de 

_ Ja courbe intègrale qui représentent la somme algébrique des aires enveloppées décroîtront en 

à passant de R’à T'. La courbe intègrale la plus générale est de la forme 

1288 L Ë y = E(x) + CG, al | 

cas dans lequel la différence des ordonnèes pour: æ = 0et x = z1 donned’aire située sous la courbe PA 

rhneive. ans la Tite intégrale tracée, CG = F(0)= 0, A qe la courbe intègrale 

_ générale est obtenue si cette courbe intégrale est déplacée de la distance C parallèlement à OY. 1Y4 


. 
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Le lecteur devra également observer que : 

a) Pour la même abscisse +,, le nombre donnant la pente de la courbe intégrale 
est le même que le nombre donnant la longueur de l’ordonnée correspondante 
Te de la courbe primitive [d’après (C)]. Aussi (C) est quelquefois appelée courbe des 

> pentes de (B). Dans la figure 268, nous voyons 
qu'aux points O,R,T, V, où la courbe intégrale 
est parallèle à OX, les points correspondants 0’, 
RTE WiisursIa courbe primitive ont des ordon- 
nées nulles, et correspondant au point W, la 
courbe primitive est discontinue. 

b) Correspondant aux points d’inflexion Q, S, Ü 
sur la courbe intégrale, nous avons des ordonnées 
maxima ou minima pour la courbe primitive. 


Par exemple, puisque _… (a) = _. il s’en- 


suit que 9 
3 
(E) y= . 
est une courbe intégrale de la parabole 
Ve 2 
| (F) | = 
«) 


Puisque d’après (F), 
aire OM,P, = Fu La AL 0 
1118 9 
et, d'après (E), 


3 MD NN EENS A MR ANT EE É , 
on voit que 2 indique le nombre d'unités linéaires comprises dans l’ordonnée 


M,P! et aussi le nombre d'unités d’aire représentées par l’aire ombrée OM,P,. 
De même, puisque, d’après (E), 


COUT t 1e 


et, d’après (F), MP, — . À 
on voit que le même nombre a indique la longueur de l’ordonnée M,P, et la 
pente de la tangente en P’. 


Evidemment, l’origine est un point d’inflexion de la courbe intégrale et un 
point d'ordonnée minimum sur la courbe primitive. 


235. L’intégraphe. — La théorie de cet instrument est extrême- 
de ment simple et dépend de la relation existant entre la courbe donnée 
et une courbe intégrale correspondante. 

L'instrument est construit comme il suit (fig. 970). Un chariot rectangulaire C 


É se déplace sur des roulettes au-dessus du plan dans une direction parallèle à 
à l'axe des + de la courbe y — (x). 


dt. À RE 


INTÉGRAPHE RAR 


Deux côtés du chariot sont parallèles à l’axe des x; les deux autres, naturel- 
lement, lui sont perpendiculaires. Le long de l’un de ces côtés perpendiculaires 


se déplace un petit curseur C, portant la pointe à tracer T, et le long de l’autre, 


un peuit curseur C, portant une tige F qui peut tourner autour d’un axe per- 
pendiculaire à la surface et qui supporte le disque tranchant D äu plan duquel 
il est perpendiculaire. Un bouton $, est fixé sur le curseur C, de facon à être à 
la même distance de l’axe des + que la pointe à tracer T. Un second bouton $, 


# 


est fixé dans une traverse du chariot principal GC, de façon à être sur l’axe des æ. 
Une barre évidée R relie ces deux boutons et coulisse sur eux. Un curseur 
transversal H glisse sur cette barre et est relié à la traverse F par un parallélo- 
gramme. La partie essentielle de l'instrument consiste dans le disque tranchant 
D qui se déplace sous le poids d’une surface plane continue (papier). Ge disque 
ne glisse pas et par suite, quand il roule, il doit toujours se déplacer le long 
d’un chemin auquel la trace du plan du disque est tangente en chaque point. 
Si maintenant on met ce disque en mouvement, il est évident, d’après la figure, 
que la construction de l'appareil assure que le plan du disque D sera parallèle 
à la barre R. | 

Si a est la distance comprise entre les ordonnées passant par les boutons S, 
et S, et + l'angle que fait R (et par suite aussi le plan du disque) avec l’axe des x, 
nous avons | 


ter ER ô 
(A) 8 j à 
ts ‘ Vie ET) 
est la courbe tracée par le point de contact du disque, nous avons 
Ur LTNNRUE | 
{ Ü TZ —— 
(B) RE ROUE, 


(*) Puisque x=zx +d, où d= largeur de l’appareil et par suite 
dy __dy" dx __ dy 
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En comparant (A) et (B), il vient 


! 


WU, 
dx a 
ou | 
$ die | x 
(C) = flute [rade = Fe), © 
c'est-à-dire (en supprimant les accents), que la courbe 
y = F(x) | 
est une courbe intégrale de la courbe 
(D) = + (@) 


a 
intégrale est tracée et n’affecte pas sa forme. 


Le facteur -L fixe évidemment simplement l'échelle à laquelle la courbe 


Un crayon ou une plume sal attaché au curseur ( afin de-tracer la courbe. 


Le déplacement du disque D, avant de tracer la courbe primitive, équivaut 
au changement de la constante d’intégration. | 


286. Planimètre polaire. — Cest un instrument qui sert à. 
mesurer mécaniquement les aires. Avant de décrire l'appareil, nous 


allons examiner la théorie qui lui sert de base. 


237. —- Calcul de l’aire balayée par une ligne de longueur 


2 


constante qui se déplace. — Considérons l’aire ABQB/A'PA balayée par 


la ligne AB de longueur constante ? (fig. 271). Soient PQ et P/Q’ des positions 
consécutives de la ligne, d0 — l’angle POP/— le changement de direction de PQ, 
| Ô et ds — l’arc circulaire décrit autour de O 

a par le point R, milieu de la ligne. En fai- 
sant usage des différentielles, nous avons 


aire de 0QQ/! => 0Q°d8, (*) 


aire de OPP’ HU OP°&. 


to 


aire PQQ'P' 


| 


© 


0°d0 — + OP°a6 


= ol 


l 


R - POdô 
* ORdO — Us. 


| 
ee SC 


(*) On suppose que l'instrument est construit de 
telle sorte que les abscisses de.deux.points .corres- 
ues des deux courbes différent seulement par une constante; par suite æ est 


pondants quelconq 
une fonction de x’. 


(**) Aire d’un seeteur circulaire — . rayon X arc — . OQ - OQd Es OQ°ai. 


(0Q + OP)(0Q — OPJdé 
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En additionnant tous ces éléments, on a 


(A) | aire ABQB/A/PA — sk lds =! 34 ds = ls, 


4 
a] 


_ expression dans laquelle s— le déplacement du centre de la ligne dans une 
direction constamment perpendiculaire à cette ligne (*). Pour trouver S, SUp- 
_posons que la ligne soit remplacée par une baguette ayant une petite roue au 

_ centre R, la baguette étant l’axe de la roue. Quand la baguette se déplace 
_ horizontalement au-dessus de la surface (papier), en général, la roue glissera et 


tournera. Evidemment 


s — distance dont elle roule 
— Circonférence de la roue >< nombre de tours. 
(B) Ste 2xrn, 


de 
rÀ 


expression dans laquelle » — le rayon de la roue et n — le nombre de tours. 
En substituant (B) dans (A), nous obtenons À 


Jusqu'ici nous avons tacitement sup- 
posé que les aires étaient balayées 
constamment dans la même direction. 
Il est d’ailleurs facile de voir que les 
résultats sont vrais sans aucune res- 
triction, pourvu que les aires soient 


TIC STT A 2 VO ER US JE 


tives, suivant qu’elles sont balayées 
vers le côté de la ligne sur laquelle 
ds est pris positivement ou inverse- 
ment. Choisissons les signes comme 
l'indique la figure 272, Si la ligne AB 
revient finalement à sa position pri- 
‘5e mitive, À et B ayant décrit des courbes 
_ fermées, il est évident que la formule ci-dessus donnera (en tenant compte des 
_ signes) l'excès de l'aire limitée par le trajet de A sur celle limitée par le trajet 
. de B. ; 
Car : Ù | 

aire positive — ABQB/A'PA — ABDB'A'PA + courbe fermée BQB'DB ; 

aire négative — B'A'CABDB’ — ABDB/A'PA + courbe fermée APA/CA. 


En prenant la différence, nous avons 
aire nette — courbe fermée BQB’DB — courbe fermée APA'CA: 


Si l'aire de l’une de ces courbes fermées est nulle (telle que APA/CA), 


_ par la ligne sera égale à l’aire de la courbe fermée BQB'DB. | 

- Un type simple et souvent employé de planimètre polaire a été inventé par 
_ Amsler, de Schaffhouse en 1854. Il consiste essentiellement en deux barres 
_ OA et AB, articulées en A, OA tournant autour d’un point fixe O et AB étant 


N 


- (* Il doit être observé que s ne sera pas la longueur de la trajectoire décrite par le centre R à 
_ moins que AA’ et BB’ ne soient des arcs de cercle de centre O. 


(GC) aire balayée — 2rrin. t 


considérées comme positives ou néga- 


% c’est-à-dire si À accomplit le même trajet à l’aller et au retour, l'aire balayée 
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l'axe d'une roue située en son centre R et ayant une pointe à tracer en B 
: (fig. 273). Si la pointe à tracer décrit com- 
jointe  plètement la courbe fermée, A oscillera 

traçante de long enlarge le long d’un arc de cercle 

(tel que CD), décrivant un contour d’aire 


AB égale exactement l’aire de la courbe 
fermée ; elle est donnée par la formule 


(D) Aire de la courbe fermée — 2rrin. 
dans laquelle | 


1 — Ja longueur de la barre, 

r = le rayon de la roue, 

n = le nombre de tours indiqués sur la 
roue après que la pointe à tracer a effectué un circuit complet de la courbe. 


238. Intégration approchée. — Puisque la valeur d’une inté- . 


grale définie est une mesure de l'aire limitée par une courbe, il $’ensuit 
que la mesure exacte d’une telle aire donnera la valeur exacte d’une 
intégrale définie, et une mesure approchée de cette aire donnera une 
valeur approximative de l'intégrale. Nous allons expliquer maintenant 
deux règles approchées pour me- 
surer Fe aires. 


239. Règle des trapèzes. — 
Au lieu d'inscrire des rectangles 
dans l’aire, comme au $ 204, p. 
418, il est évident que nous obtien- 
drons une valeur approchée beau- 
coup plus précise de Paire en y 
inscrivant des trapèzes. Ainsi, divi- 
sons l'intervalle de æ — a à æ —b en n parties égales et désignons 
chaque partie par Ax. L’aire d’un trapèze étant égale au demi-produit 
de Ja somme des côtés parallèles par la hauteur, nous obtenons : 


On + y,)Aæ = aire du premier trapèze ; 


+ GA + y) = aire du sécond trapèze ; 


+ + y,)Ax = aire du n° trapèze. 


nulle. Par suite, l'aire balayée par la barre. 


… 
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En additionnant, nous obtenons 


SG + 2y, + 2y; +... +2y, , æ y:)Ax = aire des trapèzes. 


__ Par suite, la règle des trapèzes est 


(4) aire— (ant pa ee yat + Pa )AX. 


Pr tel : Aie 25 à.à 


plus Aæ est petit), plus la somme des trapèzes se rapprochera de l'aire 
hmitée par la courbe. 


12 3 < n. | 2 LD 

EXEMPLE. — Calculer f æ?dx par la règle des trapèzes, en divisant æ—1 
1 

.à æ—12 en onze intervalles. 


b—a__ 12—1 
à : 41 
la courbe y—x?. En substituant les abscisses æ— 1, 2, 3, ..,12 dans cette 


Solution. Ici, — 1 — Ax. L’aire en question est comprise sous 


équation, nous obtenons les ordonnées y—1, 4, 9, …, 144. Par suite, d’après (A), : 


aire = (544 + 9 4-16 + 98 4 30 + 40 + 64 
_L A + 400 +491 + va) .4 577 


re 2 
5 Lt r . ‘ "12 x? 12 _ y 
Par intégration, / mOn je 019 2e 
e/ Î 3" } 3 


L 


Donc, dans cet exemple, la règle des trapèzes donne une erreur inférieure à 
un tiers de 1 pour 100. 


LA 


240. Règle de SRARESERE . (Règle de la parabole). — Au lieu de 
tracer des lignes droites (cordes) 
entre les points d’une courbe et de 


obtenir une approximation de l'aire 
encore plus grande en réunissant 
les points par des arcs de parabole 
et en additionnant les aires com- 


passer une parabole avec un axe 
vertical par trois points quelconques 


Fig. 275. 
ces ares s’adaptera plus exactement 


. sur la courbe que la ligne brisée des cordes. Divisons maintenant 


Il est clair que plus le nombre des intervalles est grand (c’est-à-dire 


former des trapèzes, nous pouvons. 


prises sous ces arcs. On peut faire 


pris sur une courbe et une série de 


LS = 
Le Fe D ae En 


et l'aire du segment parabolique PE are — les deux tiers du parallélo- à 
gramme circonscrit P,P;P;P, | 4 
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l'intervalle de æ = à = OM, à æ — 4 — OM, en un nombre pair (=n) 
de parties, chacune d’elles étant égale à Ax. Par chaque groupe 

successif de trois points P,, P,, P,::P,, PP etc. Fsont-treés des 
arcs de paraboles avec des axes verticaux. D’ après la figure 275, 


aire de la bande parabolique M,P,P,P: M. == aire du trapèze M,P,P. M, % 4 | 
—- aire du segment parabolique P,P Pl 


Mais, l'aire du trapèze M,P;P,M — = TC Yo + y>)2Ax 
| = (yo + y2)AX, 


E 2y Ko TG it 2) [24 = + (27: — Yo — Y:)AR. 
Par suile, l'aire de la première bande parabolique M,P,P,P.M, 
= Gi yn)Az + En — y — Ar 


— a (0 te (Un + Ye). 


- 


De même, 
deuxième bande — 0 + Ays + Yi), 
"+ AS x 
à troisième bande — a Qi + 4ys + Yo), 
n° bande — a Gite AY, 1 Fra). 
En additionnant, nous obtenons comme somme de ces res 0 
—— RE Ge By 24e + hs + 2y He 2e + Ann en) 
Par suite, la règle de Simpson est @ étant pair) 
(B) aire RE Gi+ ire 4ÿs +27 +: pe 


Comme dans 1e ças de la règle des trapèzes, plu le nombre des | à 
parties suivant lesquelles M;M, est divisé est grand, plus le résultat no 


Rue 
DS 


approchera de laire comprise sous la courbe. TER LA EUR 
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TH à | { à \ 


Exewrce. — Calculer À Û dx par la règle de Simpson, en prenant ï 
dix intervalles. DA RUES | He 


| 
E< Solution. Ici b— a SE ESA 
on 10 


_ L’aire en question est comprise sous la courbe y = x. En substituant les 
eue æ—0,1,2,...,10 dans y — zx, nous obtenons les ordonnées y = 0, 
4, 8,27, …., 1000. Par suite, d’après (B), 


2 | — Ar. 


aire = RQ A+ 162 108 198500 130 
* 43724 4 024 2016 + À 000) — 2500. 


Par FRURE Je mdr — al —= 2 500, “ 
0 0 


se sorte que, dans cet exemple, la Ho de Simpson arrive à donner un résultat 
cn | 


EXEMPLES 


4. Calculer l'intégrale de l'exemple 1 (ci-dessus) pee la règle des trapèzes en * 
prenant dix intervalles. Rép. 25%. 


2. Calculer Pi par les deux règles quand n — 12. 
she Rép. Trap. 1,6182; Simp. 16098. 


3. Evaluer a x°dx. par les deux règles quand n — 10. 
G Rép. Trap. 3690; Simp. 3 660. 


4. Calculer TROT zadx par les deux règles quand .n — 10. 
rs | | Rép. Trap. 6,0656 ; Simp. 6,0896. 


5. Evaluer A z is , par Îles deux règles quand n — 6. 
| PIRE Rép. Trap. 1,0885 ; Simp. 4,0906. 


6. Calculer IE sin ædæ par les deux règles pour des intervalles de dix degrés. 
b 


7. Evaluer Le ædx par les deux règles pour n —12. 
2 


8. Trouver l'erreur dans l'évaluation de f l'xtdx par la règle de Simpson 
quand n—10. . 0 è 


+ 


9. Evaluer jh e’dx par A règle de Simpson quand n — 10, 
0 : ;: 


241. Intégrales de référence. — Nous donnons ci-après une 
table d’intégrales de référence. En étudiant le calcul intégral pour la 
première fois, le lecteur devra se servir aussi peu que possible de la 

table, si même il s’en sert. Aussitôt que la dérivation de ces intégrales 
est parfaitement comprise, la table peut être utilisée pour épargner du 
temps et du travail, dans la solution des problèmes pratiques. 
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A J Le TES d “14 
3. fat) = f# (æ)dz = f(x) + C. D: pee 
EE ORMES CONTENANT DES PUISSANCES ENTIÈRES DE 4 + 0x. A 
due ie te : N 
6. log : 
ere b RACE ml à 
7. fo +baydr = CEE + oc, n Æ —1. BCE 
) b(n +1) eu | , 
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Se 
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411. PEER SE | | 
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de À. ObE CRACDE UE 
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Te PO ONIPE 1 RUN T} 


LE MER Et DUREE à 
(a+ br} | a + a. | | 
14 (tax ; CA 
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— — a] HE C. Te 
reel D Re a log (a + bx) re LE | 


à de. LM be | | 4 
DAT PAIE a TE EPP AE ER eu G | e 
re. a(a+bx) a? se “DS va | ee 


46. xdx + É Â a | a Ù ë de 
(a ba) a+ be +0) ne | 
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dx M ke gore _ == HE md / C EN 4 
&Z PE RE rat 24 Mie 5 7 a PÉneies u Feng À 
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fn ra os 1 LE RES 
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er | 
Éd be EU 
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_ Accélération, 103. 

_ Accroissements, 28. 

_ Aire, moment d’ —, 474; centre d’_.—, 
4T4. | 

à Aires des courbes planes, coordonnées 

__ polaires, 428, 471; coordonnées rec- 

Re  tangulaires, 499, 467. 

__* Aires des surfaces, 449, 480. 

Alphabet grec, 3. 

Archimède, spirale d’ —, 347. 

__ Asymptotes, 288. 

Calcul au moyen des séries, de e, 268; 

des logarithmes, 272; de 7, 272. 

_ Cardioïde, 346. | 

Centre, d’aire, 474; de gravité, 475. 

Cercle de courbure, 205. k 

Chainette, 345. 

Changement de variable, 168. 

Cissoïde de Dioclès, 314. 

Coefficient différentiel, 30. - 

Concave par en haut, 142; par en bas, 
449. Ç 
Conchoïde de Nicomède, 315. 

M... Cône, 2. 
Constante, 6; absolue, 6; arbitraire, 6; 
numérique, 6; d'intégration, 353. 
Continuité des fonctions, 15. 


Convergence, 247; absolue, 235: con- 


__ ditionnelle, 255. 

+ Coordonnées du centre de courbure, 
PA "006: + 

Courbe des cosinus, 316. 


| Courbe des probabilités, 318. 
Courbe des sinus, 316. 


 Développante, 216. «4 
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Courbe des sécantes, 318. 

Courbe des tangentes, 318. 

Courbe exponentielle, 318. 

Courbes dans l’espace, 304. 

Courbure, centre de —, 205; cercle 
de —, 205; définition, 176; rayon 
de —, 176. 


_Courbure, 127. 


Cubique d’Agnési, 314. 
Cycloïde, 94, 315. 
Cylindre, 2. 


Degré d’une équation différentielle, 491. 
Dérivée, définition, 30. TER 
Dérivée d’un arc, 151. e 
Dérivées partielles, 220 ; ‘intégration, 


Développée d’une courbe, 240. x 

Développement des fonctions, 262. WI 

Différentielles, 148 ; binomes, 398. pe: 

Différentielle, d’une aire, 362; totale, me 
298. | 

Différentiation, 33 ; d’une constante, 
40; des exponentielles, 33 ; d’une fonc- 
tion de fonction, 49; d’une fonction 
implicite, 76; des fonctions circu- 
laires inverses, 68; d’une fonction 
inverse, 50 ; d’un logarithme, 51, 56; 
d’une puissance, 43; d’un produit, 
42; d’un quotient, 44; d’une somme, 
44; des fonctions trigonométriques, 

- 60; successive, 109. 


Enveloppes, 237. 
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Equation caractéristique, 502. 

Équations différentielles, 490. 

Équation différentielle homogène, 496. 

Équation différentielle linéaire, 497. 

Équations paramétriques, 88. 

Équation quadratique ou du second 
degré, 1. 


Famille de courbes, 237. 

Fluxions, 28. 

Folium de Descartes, 316. 

Fonction, continuité d’une —, 15; défi- 
nition, 7; graphique d’une —, 16; im- 
plicite, 76; croissante, décroissante, 
119; inverse, 50 ; à valeurs multiples, 
17 ; de fonction, 49. 

Formes indéterminées, 195. 

Formules approchées, 274. 

Formules de réduction, 406. 

Formules de référence, 1. 

Fractions rationnelles, 376. 


Gravité, centre de —, 475. 


Hélice, 305. 
Hypocycloïde, 316. 


Infiniment petits, 144, 149, 

Infini, 14. 

Inflexion, 142. 

Intégrale, courbe, 515; définition, 322; 
définie, 362 : indéfinie, 393. 

Intégraphe, 514. 

Intégration, au moyen des fractions 
rationnelles, 376; par parties, 409; 
par rationalisation, 387; par transfor- 
mation, 397; définition, 321; méca- 
nique, 514; successive, 456; triple, 
485. 

Interpolation, 274. 


Laplace, 28. 

Leibnitz, 36; formule de —, 140. 
Lemniscate, 315. 

Ligne normale, 309. 


Ligne tangente à une surface, 306. 
Limaçon, 317. | 
Limite, changement de —, 369 ; d'une 
variable, 11; d'intégration, 364; théo- 
rie des —, 41. 
Lituus, 317. 
Logarithmique, courbe —, 318; spi-. 
rale —, 317. # 
Logarithmes, de Briggs, 274; décimaux, 
274 ; népériens, 274; naturels, 4. 
Longueurs des courbes, 435. 


Maxima et minima, 115. 
Moment d’aire, 474. 
Moment d'inertie, 477. 
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Ordre des équations différentielles, 491. 
Osculation, 300. | 
Osgood, 249. 


Parabole, 320 ; cubique, 314; semi-cu- 
bique, 314. 

Paramètre, 6, 237. 

Pente d’une courbe, 81. F: Ne OUR 

Pierpont, 284. LT 

Plan, normal, 304; tangent, 306. 

Planimètre polaire, 518. CE 

Points, conjugués, 301; d’arrêt, 302; 
isolés, 302; doubles, 297; de rebrous- -. 
sement, 300: anguleux, 302; singu- 
liers, 296; d’inflexion, 142: critiques, 
122; ordinaires, 296. NE 

Pression fluide, 450. 


Racines multiples, 98. 

Rayon de courbure, 181. 

Règle de Cauchy, 252. 

Règle de la parabole, 521. | 
Règle de Simpson, 524. AE 20 
Règle des trapèzes, 590, | 


- Séries, alternées, 254; arithmétiques ; 


EU sions), 1: ; convergentes, DAT: 
_gressions), 1; initiés 946; non 
convergentes, 248 ; oscillantes, 248 ; 
entières, 258. | 

_ Signes des fonctions ECO eq 
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_ Sphère, 2. 

# Dante équiangle, 317. 

_ Spirale hyperbolique, 317. 

_ Spirale réciproque, 317. 

€ Stirling, 266. ÿ 
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surface, 306. 
Taylor, série, théorème, 263. 
Temps considéré comme nouvelle va- 
riable, 160. 


Théorème et série de 1 Macau 256. | 


Théorème de Rolle, 187, 


Théorème du binome, 4, 411. 


Tracé des courbes, 144. 
Trajectoires orthogonales, 354. 


- Travail, 451. 


Valeurs critiques, 124. 


Valeur moyenne, 190; tHéQrene de la 
—, 188. 


VD, définition, 6; dépendante, Ty. 


indépendante, T 
Vitesse, 100. 
Volumes des solides, 438, 485. 
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